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Vorwort. 

Das  Erscheinen  des  vorliegenden  fünfton  Bandes  von  Jacobi's 
Werken  ist  durch  verschiedene  Umstände  sehr  verzögert  worden, 
Der  Band  enthält  ausschliesslich  nachgelassene  Abhandlungen,  die 
aber  alle  bereits  früher  —  bis  auf  eine  von  Clebsch  —  veröffent- 
licht worden  sind.  Unglücklicherweise  sind  die  dabei  benutzten 
Original-Manuscripte  verloren  gegangen,  was  die  Eevision  des  Textes 
erheblich  erschwert  und  dadurch  verschuldet  hat,  dass  mit  dem 
Drucke  nicht  so  früh,  als  wünschen s wer th  gewesen  wäre,  begonnen 
werden  konnte.  Als  dann  aber  i.  J.  1887  die  ersten  siebenund- 
zwanzig Bügen  fertiggestellt  wai-en,  trat  dem  Fortgange  des  Druckes 
ein  unerwartetes  Hinderniss  entgegen.  Dr.  Lottner,  der  die  Heraus- 
gabe der  auf  Dynamik  bezüglichen  Theile  des  Nachlasses  über- 
nommen hatte,  war  kurz  vorher  der  Arbeit  durch  den  Tod  entzogen 
worden,  und  konnte  ein  Ersatz  für  ihn  nicht  sogleich  gefunden 
werden.  Ich  musste  mich  daher  entschliessen,  selbst  an  seine  Stelle 
zu  treten  und  zunächst  die  grosse  Abhandlung  „lieber  diejenigen  Pro- 
bleme der  Mechanik^  in  welchen  eine  Kräftefunction  ewistiri,  und  über  die 
Theorie  der  Störungen"  einer  sorgfältigen  Durchsicht  zu  unterwerfen. 
Aber  ehe  ich  damit  zu  Ende  gekommen  war,  erkrankte  ich  und 
blieb    mehr    als    zwei   Jahre   lang   arbeitsunfähig,    vv"ährend    welcher 
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Zeit  für  die  Vollendung  des  noch  nicht  zur  Hälfte  fertigen  Bandes 
nichts  Erhebliches  geschah.  Erst  vom  Monat  Mai  dieses  Jahres  an 
konnte  der  Druck,  dessen  Überwachung  seitdem  einem  ebenso 
zuverlässigen  als  kenntnissreichen  jüngeren  Mathematiker,  Herrn 
Dr.  Fritz  Kötter,  anvertraut  gewesen  ist,  wieder  aufgenommen 
und  in  verhältnissmässig  kurzer  Zeit  zu  Ende  geführt  werden. 

Ich  freue  mich ,  dem  Vorstehenden  hinzufügen  zu  können, 
dass  auch  der  Druck  des  folgenden  Bandes  bereits  im  Gange  und 
bis  zum  vicrundzwanzigsten  Bogen  vorgeschritten  ist. 

Berlin,  im  November  1890. 

Weierstrass. 
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NOVA  METHODÜS,  AEQUATIONES  DIFFERENTIALES  PAR- 
TIALES   PRIMI    ORDINIS    INTER    NÜMERÜM    VARIABILIIIM 
QUEMCDNQüE  PROPOSITAS  INTEGRANDI. 

(Kx  (U.  0.  G.  J,  Jacobl  maiiuscriptis  posthumiw  in  meilium  protulit  Ä.  OieljHuii.) 

Ueductio  problematis  generalis  in  forniam  sinipliciorem*). 

1. 

Sit  Ffunctio  quaesita,  sint  q,,  q^.  .  .  .,  q,„  variabiles  iiidependeutes  atqm; 

Pii  Pai  ■  ■  •,  Pm  difFerentialia  partlalia  ipsius  V  secimdum  q^,  q^,  . . .,  q^ .     Pro- 

bleraa  de  integratione  aequationum  difterentialium  partialJum  primi  ordinis  inter 

numerum  quemcunque  variabilium  hoc  est: 

Data  aequati&ne  inier  quantitates  V,   q,,  q.2,   .  .  ..  q,„,  'p,,  ih;  ■  ■  ..,  p,„,  '■psarti 

V  ui  functionem  tpsarum  q^,  q.^,  ,  .  .,  q,,^  determincfre. 

Supponam   aeqLiationem   propositam   ipsam-  functionem    quaesitam  V  non 

contlnere.      Quoties  enim   continet,    pi'oblema   ad  aliud  revocari  potest,    in  quo 

numerus  variabilium   iiidependentium    unitate    auctus    est ,    sed    functio    ipsa  in- 

cognita  ex  aequatione  differentiali  evasit.     Introdueta  enim  nova  variabili  t,  sit 

W  ^  t,  V, 
erit 

Quibiis  valoribus  substitutis  in  aequatione  inter  V  et  quantitates  i;,,  q.^,  .  .  .,  (/,„, 
;?,,  p.^,  .  .  .,  p,„  proposita,  prodibit  aequatio  inter  variabiles  independentes  t,  q,, 
q^,  ...,  q,„  atque  ditferentialia  partialia  functionis  TT  seeundum  variabiles  ilks 
sumta,  ipsam  functionem  W  non  continens.  Hinc,  quia  numerum  variabilium 
independentium  ?n  quemcunque  assurapsimus,  concessa  est  suppositio,  aequationem 
differentialem  propositam  functionem  incognitam  non  continere. 

*)  Epitomae  paragraphoium  in  ipso  manuscripto  praeter  päragraphos  S6,  67  aou  m\ eniujitm     Quae  tarnen 
in  «siim  lectoris,  nt  longioris  commentationis  deoursus  facilius  perspiceretur,  adjieiendae  videhaiitui      C. 

")  Signilicandia   diffürentialibus   partialibus   Signum   charaeterisficum   —  r>  ^,    siimficmdi'.   (Ornplefis 
Signum  —  d  —  adhiliebo.     Qiiod  beiie  tenendiiia  est. 

1" 
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4  >;OVA  JIETIIODUS,  AEQUATrONE«  IHFFERENT1ALE3  PARTJALES  PRIMI  ORDINJS 

Problema  snb  ea,  qua  in  sequeiitibiis  utatur,  forma  propouitur. 
2. 
Si  functio  incognita  ipsa  aeqnationcm  differentialetn  partialem  propüsitam 
Tion  ingreditur,  problema  maxima  generalitate  sie  eniintiari  potest: 
Pt'oposiia  expresstone 

Pidq^-^-p^dq^-i \-p,^dq^^, 

si  data  est  aequatio  inter  quantkates  q^,  q^,  . . .,  q„„  p^,  p.^,  .  . .,  ^„,,  inveidre 
m  —  1  alias  aequationes  inter  eäsdem  qimntitates,  e  quibus  quantitates  p^, 
P-ii  •  •  -i  Pm  tc-^s  prodeant  functiones  ipsarum  q^,  q^,  .  . .,  q^,  ut  expressio 
proposita 

evadat  differentiale  completum  dV. 
Ut  expressio 

'P^dq^'^p„_dq^-\ hl>  „//?,„ 

Mit  Differentiale  completum,  satisfieri  debet  — ^-^ — -  aeqnationibiis  coiiditionaii- 
biis  hoc  schemate  contentis : 

\dqj  \8q.')' 

in  qua  aequatione  mdicibus  i  et  k  valores  1,  2,  3,  ...,  m  tribui  possunt,  vel 
ut  aequationes  tantum  inter  ae  diversae  obtineantur,  indici  i  tribuantur  valores 
1,  2,  3,  . , .,  m  —  1  et  pro  singulis  ipsius  i  valoribus  tribuantur  indici  k  valores 
tantum  ipso  i  maiores. 

In  aequationibus  praecedentibus  quantitates  2hi  Pi)  •  ■  ■>  P,n  ^^  functiones 
ipsarum  q^,  g^,  . .  .,  q^  considerataß  sunt.  Quod  quoties  fit,  differentialia  par- 
tialia  illarura  quantitatum  uncis  includam,  sicuti  antecedeiitibus  factum  est. 

CoE{iitioiium  iutegrabilitatiN  forma  prima  exhibotur. 
3. 
Negotium,  quod  suscipiam,    primuin  est  transformatio  aequationum  con- 
ditionalium.     Quippe  quas  ita  exhibeamus,  quales  iiunt,  si  non  ut  antea  omnes 
Pii  Ps>  ■  ■  ■>  Pm  "t  ipsarum  ^,,  jj,   .  . .,  (/,„  functiones  considerantur,  sed 
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LXTER  XUJIKRUM   V 

\RIABll.iUM  QUE^iCÜNQU 

■;  PROl'OSITAS  ISTEG 

UND). 

p^       nt  ipsarum  p 

,    P,,    F„    ft.     ■  •  •. 

P..> 

?1. 

S,,     ■  ■ 

.      <1.. 

p.^       nt  ipsaaiim 

ft.     ?..      Pi,      -   •   •. 

P.,, 

5,. 

3,,     ■  ■ 

.      ?.. 

p..       iit  ipsamm 

ft,      P,,      ■    ■    ■, 

P..' 

5p 

?„     .  ■ 

'      3„, 

P.,-.,  »t  ipsarum 

P,.: 

«1 

q,,     .  . 

.     9. 

p,_^      ut  ipsarum 

Vi' 

«!.     ■  ■ 

.     1.. 

functiones.  Ad  quam  sappositionem  referam  sequentibns  differentlatioiies  per 
partes  instituendas,  nisi  aliud  disei-tis  verbis  statutum  sit,  aut  differentialia^  uneis 
iiiclusa  reperias,  quo  facto  semper  innmtur,  omnes  p,,  p.,,  ...,p„,  taraquam 
ipsarum  q,,  q^,  ■  ■  •,  q„,  functiones  spectari. 

Syetema  primum    aeqnationum    eoiiditionalium,    quod    respoiidet    valori 
i  =  1.  hoc  est: 

(Sp,\  _  (9p^\      fdp^\  _  (dp^  \ 

\dq,  )~\dq^  j'     \dqj        \dq,~)' 

Quod  e  supra  statutis  sie  repraesentari  potest: 


(öp^] 


\dq,. 


*  (Sp,\       Bp, 
dp,  V  %,  ;       dp. 

(Sp, 

)- 

Bp,    (BP.\        dp. 

-(Ir) 

Sp,  (Bp,\       8p, 
äp,    \  aq,  1        dp. 

)- 

dp^^  V  dq,  1        dq. 

-dr) 

*,  (  dp,  \     *, 

Bp,   ^SqJ^  dp. 

(SP> 

)- 

,     Bp,    (dp.\        dp, 
'^y^J        Sil 

-(If) 

Quae  aequaüones  per  aequatione 

conditionales  in'has  transformari  p 

dp,  (dp,,\  ^    äp, 
dp^   V  dq,  }       dp. 

(Sp, 

)+■ 

,    dp,   (Sp,\       dp, 
dp.  ^dqj       dq. 

-(Ir) 

dp,   \dq,  J^  dp. 

(Sp, 

)- 

^dp,   (dp,\        dp, 
'dp.  \dqj        dq. 

-(Ir) 

Dp,   (8p,\       dp, 
dp,   \dq,)~^  dp. 

(Sp, 

)- 

dp,   (dp,^       dp, 
dp..  ^dq.J        dq, 

-(-Ir) 

dp,   /dp,.. 

dp.^   \  dq^  . 


dp. 


SP^\ 

dq.) 


Multiplicemus   aequationem   2™,  3'" 


dp,  (  dp..  \  dp, 

dp,..  V  dq,„)  dq,., 

,        IV...  S, 

....  (m -!)'■"■  per   j. 


1 '  ^pi ' 


et  pi'oductaruni   summara  deducamus  a  prima;    multiplicemus  aequationem  3""', 
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4''"".  .  . .,  (m— 1)"""  per  - 


et  productaram  BLimmam  subdu- 


camus    de    secunda:    multiplicemus   aequationem  4""",  5"'",  .  .  .,  (m  —  1)' 
dp^        dp,                dp 

— ,  -;:; — ,  ,..,  ^t—       et    productarum  summam  dedacamus    de   tertia; 

dP;  Opfi  Dp,,, 

poiTO.     Quibus    patratis   aliud  eruimus  systema  aequationum,    systemati  ] 
aequi Valens,  hoc: 

dp^     6p.j        dpj     dp.^        8p^  dp.^  dp^  dp,^  dp^      8p^ 

dp.^     dq^        5p.,     9g,         dp^  dq^^  dp^  dq^  dp^^^     dq^^ 

dpj        dp.,    dpj         6p.^  dp^  dp^  öp,  dp,^      6p^ 

öq..        dp^    dq^        dp^  dq^  dp^  dq.^  dp^     8q^^ 

^P\       ^Pi              ^i'l        ^Ps             ^P\    ^Pn  ^Pi    ^P'i  ^Pl          ^Pi 

dp.,     dq^        dp.^     dq^        dp^  dq^  dp^  dq^  dp^^^     dq_,^ 

dpi         dp^  5p|  öpj  dp^  9p,      dp^ 

^ffi         ^Pi  ^1i  ^Pb  ^?j  ^P,„     ^^,j 

dp^     dp^        dp^     dp^        dpj  dp^  dp^  äp^  dp^      dp^ 

^P-2      ^1i            ^Pi       ^^S            ^P4    ^§4  ^Pf,   ^%  ^P,„       ^?„, 

öpi  dp^  8p^  dp^      dp^ 

8q^  dp,^  dq.^  dp^^^      dq^^^ 


(1) 


(2) 


ß) 


per 
et  ita 


dp^ 


<5ft 


(,.~2) 


(,,.-1) 


Spj  '5f,„_,      dp^  8p  _| 
dp.^     dq.,        8p,_     8q.^ 


dp^    dp.^^        dp^     dp,,^ 
dp,^     dq,i         dp.,     dq., 


8p ^    dp^i^_^  8p ^   ^P,,,-! 

^PuL—i  ^loz—i  ^Pm        ^^m 

8p  ^  8p  ^^_^   8p .^ 

dp^      dp^  dp^      dp^^^ 

^P,„-,  ^?,n_|  ^P,„       ^5ra 


+ 


Vj  quibüs  aequationibiis  dift'erentiaiia  partialia   nncis  inclusa  evaserunt. 

4. 
Systema    -lecundum    aequatioiiiitii    ciinditinnaliuia,    quod    respoiidet 
/,'  =  2,  hoc  est: 

\  dq.,_  )      \  dq^  J  '     \  8q^  /       \  dq,,  J  '  '     \  dq^^J       V  dq,^  J 

Designante  k  quemlibet  e  nunieris  3,  4,  .  .  ,,  m,  aequatio 
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(Sp-2\  _{^Pj\ 
\  dq,  )         \  '8q,  }    - 
sie  etiani  exhiben  potest: 

dp^   /  ^Pi  \       öpg   /  dp^  \  dp^  f^P,„  \       ^Pi  ( ^Pk  \ 

quae  adhibendo  aequationes 

/^\  _  (^P,_\ 

V  ö?  J  ^  l  dq,.  ) 
m  sequentem  abit: 

'^P2     f  ^Pi   \  ^Pj     (^Pi\,       ...       ^P-^     f^Pi\  ^P2      ^    f^P>.\ 

dp^    \  dq.^  )        dp^   \  öq^  )  dp^   \  dq^^  )        dq^^  \  Bq^    ' 

Si  aequalionem  1""',   2™,  . . .,  (m— a)""™  vocamus,  quae  prodeunt  ex  aequatione 
praecedente  ioco  k  respective  ponendo  valores  3,  4,  .  . .,  m,  multiplicemus  ae- 

Bp-        8p,  dp„ 

quationem    2™,  3"",  .  ,  .,  (m— S)**"'  per    -5-^)    'W^'  "■■'  X~^    ^^   pi-oductarum 

summam  deducamus  de  prima;    multiplicemu^  3*™,  4"'",  .  .  .,  (m— 2)"'"  per  ^, 

Bp^  Bp 

-?j— - ,  ■■■,  ä —  et  productamm  summara  deducamas  de  secimda:    et  ita  porro, 

Eruetur  his  transactis  systema  aequationum  hoc: 

^Ps      ^Ps  ^P2      ^Px  ^Pi   ^Pl  ^Pi        ^P'l 

dp^     dq^       .dp^    Bq^        6p.  Bq^  6p^^     ög^ 


CB) 


^P-ä          ^P)      ^Ps            <^Pi    ^Ps 

'^Bq.^        Bp_^     dq^         dp^  dq^ 

^Vi          SPi 

~'~6p^"dq~ 

3«, 

öpj     dp^        6p^    dp^        6p^  6p^ 
Bp^    ö?s      '   ^Pi    ^3*    ~^^Pö  ^25  '^ 

8p^      8p^ 

öpg        Bp^  Bp.^ 

6p^      8p^ 

Sa 

8q^        Bp^  dq^ 

^P«.     ^1,.. 

-uiT 

Bp^  Bp^^__^      dp^  ^l*,,,— 1                       ^Pi    ^Pm— 
Bp^    Bq^      '   dp^    dq^                       Bp     ^8q 

Bp^   Bp     1 

■;4 

^p,„^\  ^P^ 

-     dq. 

^Pl       ^Pm             '^P2       ^Pm                                        ^P'i         ^Pm 

^P.>.     ^5,„ 

^1. 

Sp. 

^™   ^^    fl«  "fi^ 


Cm-2) 
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Qiiod  aequatioiium  systema  e  praecedente  (A)  eruitur,  ei  indiees  omnes  iinitate 
augentur,  quantuin  üeri  per  limites  indieutn  potest. 


Proi'sus  eadem  ratione  demonstratui"  generalis  aequatio:. 

(ö/-,      dpi,  dp.      dp^  dp.      dp^  dp.    dp^ 

Sp^,  %+i       %+2  H^2       ^ft+a  %^^"'      oft«  "%,„ 
I  dp.  dpj^      dp.  dp^      dp.  dpj.    dp^  dp^ 

in  qua  i  desigiiai-e  potest  unumquemque  e  namens  1,  2,  3,  .  .  .,  m^l  atque 
pro  singLiUs  ipsius  i  valoribus  designare  potest  k  numerum  luiumquemque  ipso 
V  majorem  usque  ad  valorem  k  =  m.  Quae  igitur  aequatio  generalis  amplec- 
titur  nuinerimi  ■■■  ■-■— ^ — —  aequationum  inter  se  diversarnm,  quae  e  totidem 
aequationibus 

(-a^)-(-lr) 

derivatae  sunt. 

Do  forma  usitata  coiiditiüouni  integrabilitafe  ex  ea,  ([uao  proponitur,  derivauda. 
(i. 
Vice  versa  ex  aequationibus  (c)  deduti  possunt  acquationes  conditionales 
initio  propositae 

(  dp,  \  _  rdp,^\ 
VdqJ  \öq,'}' 

sive  deinonstmri  potest  Thcorema  seqiieny: 

Tlieorema  I. 


Supportaätr : 

Pj    functio  quanfi/ofun, 

'■      V-i: 

!'.. 

1\< 

?',-.■       ■ 

■  ■.  p... 

iv 

?!.       ■ 

■    ■•       J... 

P, 

P,. 

P.. 

!'»■     ■ 

•  •.  ?,.. 

Si. 

Sj.     ■ 

■  -.     '!..• 

T, 

1».: 

Ps>     ■ 

■  ■.   p„. 

«|. 

1,,     ■ 

■  ■■     «... 

P.,-i      - 

r.,< 

1i' 

?,.     ■ 

-  ■.     «... 

/'„. 

5.. 

?!,       ■ 

■  ■'     ^„.^ 
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quae  iales  sint  functimies,  ut  kabeatur  identice: 

9pj,         9p;     Opj.  5p;     öpj.  dp.    df^ 

\       "^  "e?^  ~  dpj^,  d^  ~  dp^,  dq,^,  dp^  dq„^ ' 

designante  i  unumquemque  e  nuniei'is  1,  2,  3,  .  .  .,  m— 1  et  pro  singulis 
ipsius  ivalonbns  designante  h  unumqiiemque  e  num&ris  «'+1,  «4-2,  . . ,,  m, 
unde  numerus  totus  aequationum  est  - — ^-^ — - ;  einrnt  aequationes  illae  nu~ 
mero  — -- — -  condilioiies  quum  necessanae  tum  sufßcientes,  ut,  expressis 
Omnibus  p^,  p^,  .  .  ,,  p,„  per  quantitates  q^,  q^,  .  . .,  q„„  expressio 

p^  dq^  +p^  dq^-^ ^Pm'^%, 

evadat  differentiale  comp/etum. 

Forma,  «ecunda,  conditio num  integrabilitatis. 
7. 
Conditiones  illas  esse  necessarias  antecedentibus  comprobavi,  quippe  qiias 
locnm  habere  demonstravi,  qiioties  expressio 

p,dq^-^p,^dq,^-\ \-p„dq^^ 

difieventiale  completuin  sit.      lam    demonstrabo,    easdem   conditiones    esse  sufß- 
cientes,   sive,    quoties    aequationes  ilJae  numero  ^ — —  lociim  habeant,     ex- 

pressionem 

Ptdq^-\-p,^dq.^-\ \-p„ß^„. 

esse  (litte rentialc  completum, 

i'osito  k  =  m,  aequatio  proposita  fit: 

V  ö^;  ./       dp.^^\dq.^^J       6p.__^^^\dq^^^J  '^P^^^'^lm'       %„. 

üncis   rui'sus    utimui-,    si  p^,  p>^,  ...,p„,   ut  solaruia   q-^,  q^,  .  .  .,  q^   functioiies 
jeriLiue   scriui   pui/usi    -r. —  öive   l"^'    )■ 
Posito  k  =  m. —  1,  fit: 
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^P,a-1  ^Pi      ^Pm-i  ^Pi      ^Pm-1  ^Pi      ^P^,-l 

dq.         cl^Y_|_i    ö?f+i         ^Pi-^'i  ^öi+a  ^Pm     ^1„, 

^Pi  ^Pm—l      ^Pi 

^p,-i 
Ciii  aequationi  si  addimus  aequationem  (1)  niLiltiplicatam  per  -7^-,  proait: 


'^Vm-l             ^Pi      ^Pm-"              ^Pi      ^P:—S  ^Pi      ^P,«~-2 

dq.        9p.^|  8q,-+i       8pi+'i  ^?,4.a  ^P-.     ^%. 

dp.        8p,^-2    dp.  dp„^i    8Pi 

^'im-i          dPm~y  '^'im-\  ^Pm        ^^m 

multiplicatam,  prodit: 


"^Pui    V    Ög__^ 


Et  ita  continimndo  demonstras  aeqiiationem  generalem: 

(  Sp^  \        dp-    {  dp,  \         dp,    f  dp.    \,  dp    (  dp,   \ 

dpi 

in    qua    k  valores   omncs   induere   potest  m,  m— 1,  m~2,  .  .  .  usque  ad  {+1. 
Unde,   si  ipsi   i  rursus  valores  1,  2,  3,  .  .  .,  m— 1  tribuuntur,  niiinerus  aequa- 
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Forma  tertia,  quae  est  usitata. 
8. 
Ex    aequationibus  (a)   Theorematis   I.    dediixi    totidem   aequationes  (6). 
lam  ex  bis  deducam  aequationes 

quaram  Idem  est  numerus. 

Suppoiiam,    pro    omnibus  numeris   t'  et  k,    qui  dato  numero  i  inaiores, 
ipso  m  non  majores  sunt,  iam  probatas  esse  aequationes 

Quarum  ope  aequatio  (fi)  transforniari  potest  in  haue: 

V   dq.  J      dp._^^  \  d(i, ')      df.^^  V  dq^  )  üp^^    \  dq^  1 

^%    ' 
quae  eadein  est  atqiie  haec: 

o-(t)-(t)- 

In  qua,  si  planet,  etiara  k  =  i  ponere  licet,  quippe  quo  casu  identica  fit. 
VaJentibus  igitur  aequationibus  (b),  si  aequatio 

comprobala  est  pro  omnibus  ipsorum  i'  et  k  valoribus  i'+I,  ?-|-2,  .  .  . ,  m,  fiadem 
valebit  pro  ormiibus  ipsoriim  i'  et  k  valoribus  i,  2-1-1,  .  .  .,  m. 

Si    ponitiir    i  ^  in  —  1,    in    aeqoatione   (Jj)   ipsi   k   unicus   convenit   valor 
k  ■=  m,   unde  fit  ilia: 

n  —       (  ^^-  \  •  ^-^"'-'  (  ^^■"  '\  •  ^^"'-' 
~       W.V       ^F„.   ^  5?.  -^       Sq„^  ' 
sive 

Valent  igitur  aequationes  (e),   in  quibus  i>i  statnatur,    si  {=m— 1.     Undc 
ex  antecedentibug  valebunt  etiam,    si  V=m— 2;    unde  ex  antecedentibus  vale- 

2* 
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bunt  etiain,  si  «~m— 3,  et  ita  porro;  sive  valebunt  aequationes  (c)  pro  Om- 
nibus ipsius  i  valoribus  m — 1,  m — 2,  m — 3,  .  .  .,  3,  1.  Q.  D.  E.  Comprobatis 
aequationibus  (e),  sequitur,  expressionem 

differentiale  completum  esse. 

Systema  conditionum  — ^-^ — —,  quibus  satisfieri  debet,  ut  expressio 
praecedens  diiferentiale  completum  evadat,  sub  tribus  formis  (a),  (&),  (c)  ex- 
hibui.  Quarum  forma  («)  ad  solvendum  problema  propositum  sive  ad  deter- 
minandas  funetiones  f^,  p^,  .  ■  .,  p^,  quae  expressionem  illam  ditfeventiale  com- 
pletum efficiant,  prae  ceteris  idonea  est. 

De  intcgratioiiibiis,  quas  e  forma  prima  conditionum  integrabilitatis  .solutio  problematis  pi-o- 

positi  postulat. 

9. 

His  praeparatis,    iara   integrationes  transigendae  accuratius  describi  pos- 

sunt.      liedit   enim  problenaa  in    determinationem    functionura    p^,  p^,  ....  p^, 

quae    aequationibus    (a)    satisfaciant.      Ipsa  quidem  p^   ut   functio   ipsarum  p^, 

ps,  .  .  .,  p>n,  q,,  ^3,  .  .  .,  5„,  per  aeqimtionem  differentialem  partialem  propositam 

data   est.     Deinde  ponendo  jn   (a)   i^\,   k=2,    determintitur  ^^    ut  functio 

ipsarum  ^g,  p^,  .  ■  .,  p^,  qi,  q^,  ....  q^  per  aequationem: 

^P\      ^P3  ^P\      ^Pi  ^P\      ^Pi 

^Ss      ^fs  ^1\     ^Pi  ^1m    ^Pm 

Quae  est  aequatio  differentialls  pai'tialis  linearis,  cujus  nota  est  integratio.  In- 
venta  functione  jh^  quaeeunque  aequationi  praecedenti  satisfacit,  ponaraus  in 
aequationibus  (d):  i  =  1,  2  atque  k  =  3,  prodeunt  aequationes; 

dp^  dp^         dp^    6p g         dpj    Öp^  dpi    dp.^ 

^Il  ^P2     ^Ss  ^Pi     ^1z  ^Pm    ^2,„ 

^^1      ^^3  ^Pi.      ^Pz  ^Pi      ^Pi 

dq^    dp^         dq.    6p^  dq^    öp,^,  ' 


p) 


^P2  ^Ps  ^P2       ^Pi  ^P-2       ^Pi  ^Pi       ^Pi 

dq^  Sg^         dp^    dq^         dp^    dq^  6p ^^   dq^^ 

^Pi    ^Ps         ^Pi    ^Ps  ^Ps    ^Ps 
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Si  fun'ctionem  p^  non  ut  ipsai'um  p^,  p^,  .  .  .,  p^,  q,,  q.^,  .  . .,  q„„  sed, 
substituto  ipsius  pn  valore  per  integrationem  aequationis  (1)  invento,  sieuti  ipsam 
pj,   iit  fiinctionem  ipsarum  ^3,  p^,  .  .  .,  p,„,  q-,,  5«,  .  .  .,  q„,   considerare   placet, 


mnltiplicetur  aeqviatio  posterior  per  -~-  et  priori  addatur.     Quo  facto  obtines, 

si  Pj  et  p^  ut  functiones  quantitatum  reliquarum  spectantur: 

öp,           dp^         8p,    dp^         dp,    6p^                  dp^    dp.,^ 

6q^    ~~    6q,         6pg    6q^  ^    dp_^    dq^                 6p^_^   dq^^^ 

6p,    6p          6p,    6pg                  6p,    dp^ 

^^4       ^Pi              ^1t       ^Pb                             '^1'm     ^Pm    ' 

(2*) 

dp^           dp^         6p^    dp^         dp^    dpy                  öj>3    6j}^ 

^%             ^1-!  ^   ^i";     ^1z          ^Pi    ^54                   ^Pn,    ^%, 

dp^    6p^         dp^    dp^                  dp^    dp,_ 

Quarum  aequationiim  altera  ex  altera  invenitur  indices  1  atque  2  inter  se  per- 

imitando.      Binis  aeqaationibus  (2)  sive  (2*)  ipsa -^g  ut  functio  quantitatum  p^, 

P,r    ■■;  ß,.,    q 

,  q.,,  .  .  .,  q„,  determinanda  est. 

10. 
Inventa  per  aequationum  praecedentium  integrationem  etiam  funetione  p^, 
ponatur  in  (a)  i=  1,  2,  3  atque  k  =  A,   prodeunt  aequationes  tres  sequentes: 
6p,  dp^        6p,    dp^        dp,    8p^  6p,    8p^ 


a,. 

^^l               ^P'i       ^1"              ^Ps       ^§3                             ^P„,     ^9'f« 

dp^    6p^         dp,    dp^                 d2\    8p^ 
"^"Ö^^^"a^"0p7'^         '"  dq,^   Öp„, 

% 

dp^         5p„    6p^         6p^    dp^                  öpg    6p^ 

"Sj. 

^?3               ^^3       ^?3               '^Pi      ^1i                             '^Pm     ^üm 

dp^    dp^         6p^    6p^  ■               dp^    8p^ 

^5ä       ^Pi               ^ln     ^Ps                             '^^m     ^P-i. 

% 

8pf          dp^    dp^         dp^    dp^                 6p^    dp^ 

%7 

dq^_          dp^    dq^         dp,^    öq^       '"       6p ^^^   dq^ 

8p.^    Oft         &Ps    öpi                  Sp^    SPi 

^?j      ^Pi             ^%      ^P6                        ^^m     ^Pa. 

Si,    substitutis  ipsai'uin  p-^  et  ^3  expressionibus  per  integrationes  iam  transactaa 
inventis,  omnes  tres  jj,,  p<,,  p^  ut  solarum  j^4,  ^5,  .  . .,  |?„„  q^,  q^,  .  .  .,  q^  func- 
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tiones  considerare  et  ad  hanc  suppositionem  differentiationes  per  partes  i'eferre 
pkcet,  prinuiiii  aequatio  tertia  per  -^-^  multipUcata  addatur  secundae,   prodlt: 


8p^ 


3«. 


op^     6p^          öjig     ^p^ 
dp^    ög,         3pr^    Sq- 

1     ^P-^    ^P^    , 
3q^    dp,^ 

3Pi    Sp^ 

Uaec  aequatio   miütiplioata    per  -^-^    et  tertia  aeqnatioiiiim  (3)    miilti- 


plicata  per  -^--   addatur  primae,   prodit: 


dp^ 


6q^ 


dp^     Bp^ 


dp^    dp^ 

dp^    dp^ 
6q.^    dp^ 


■+>■■■  + 


Spi  ^P.i 

^P,„  ^?,„ 

öp,  dp^ 

^1„.  ^P,n 


Determinanda  igitur  est  p^  ut  functio  ipsarum  ^j,  p, 
quae  simiil  tribus  sequentibus  aequationibus  satisfaciat,  in 
ßmctiones    ipsarum  p^,  p-^,   .  .  .,  ;j,„,   q,,   q^,  .  .  .,  q,„ 
.  determinatae  sunt: 


(3-) 


Sp, 


dp^ 


dp^ 


dp^    6p^ 
6p  ^    dq^ 


^P'j    3pi 
6p^    dq^ 


öp^    d)}^ 
6p  ^    dq^ 


dp^  dp^ 

8p.^  dq.^ 

^P,  ^P\ 

dq.  dp-^ 

dp.j  dp^ 

dp^  öjj, 

dq.^  dp^ 

dp.^  dp^ 

dq-  3p - 


2i,  qs>  ■■■,  q., 

Pl>  Pif   P.:   ''''"' 

t|uales    per   integrationes 
8p  I    dp^ 

^Pm     ^'hii 

^P\    ^Pi 
ö?,„  ^P,„  ' 

^P2       ^P\ 

dp„    dp^ 
^1i„    ^P,i.  ' 
8p.j    8p^ 

^Pm     ^Iti, 

dp^    8p^ 
^1,„    ^P,„ 


Quae  aequationes  tres  plane  simiics   sunt  et  commutando   iiidices    1,  2,  3  aliae 
ex  aliis  obtinentHr, 
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Aequatioiiew  dift'tivöiitialcs  partialcs  lineiires  simnltaneae,  guibus  ad  singulas  qua.iitifates  p 

erucndas  satisfieri  oportet;  quae  fonnam  quartam  conditioiium  idtegrabilitatis  constitmint. 

11. 

Sie    pergendo,     determinatis    j?,,    ^£,    .  .  .,  j);    iit    fiinctioiiibus    ipsanim 

Pi^i,  pi+i,  •  •  ■.  Pmf  It,  </s!  ■  •  -j  5mt  generaliter  detenninanda  erit^,.,.!  ut  fnnctio 

ipsarum  p:^^,  p^^-^,   ...,  p„„  q^,  q^,  . . .,  q„,    per    aeqtiationes    sequentes,    qnae 

sunt  nuiiiero  i: 


« 


f    Sp, 

_    %Ul 

3j>, 

öp                öjj|        f^Pi+1                    ^Pi     dp,-^, 

3?,+, 

s?, 

S)V. 

öpj      ^^,+1                6pj    Sp 

Sp, 

09, 

3i>, 

0^,+,              Bp.j         ^Pi+i                         ^Pi      ^Pi+, 

dp,j       9pl_^_J                   dp^     ^P;+i 

3p, 

3?, 

3?, 

6/>              dp.       dp                      dp.    dp 

dp.       5^.^j                  dp.    3p._^^ 

Aequationes  («)  constituunt  formam  ^liar^am,  qua  exhiberi  possiant  conditiones 

integrabilitatis  expressionis  Pidq^-i-p^dq^-] [~p„,dq^.     E  qua. forma  haec  col- 

ligis.  Data  pi  ut  functione  reliquarum  quantitatum  per  Ipsam  aequationein  diffe- 
rentialem  partialem  propositam,  iiivenitur  pi  per  integrationem  imius  aequationis 
differentialis  partialis  linearis  inter  2  m  — 1  variabiles;  delndej^^  satisfacere  debet 
simul  duabus  aequationibus  difFerentialibus  partialibus  linearibus,  quae  singuiae 
sunt  inter  2m ^3  variabiles;  deinde  p^  satisfacere  debet  simul  tribus  aequa^ 
tionibus  differentialibus  partialibus  linearibus,  quae  singuiae  sunt  Inter  2m  —  5 
variabiles,  et  ita  porro.  Ac  generaliter,  invmtis  ipsarum  p^,  p.^,  .  .  .,  p^  ex~ 
p7'esswmbus per  quantüates  p,.^.^^,  p^^^,  •  •  ■,  p«,y  9i>  1^,  ■  •  ■■>  <im^  determinatar p^^^ 
per  i  aequationes  diffej-entiales  partiales  lineares,  quibus  singulis  satisfacere  debet 
et  quae  singuiae  sunt  tnter  2m— 2^  +  l  variabiles.  Numerum  igitur  variabilium 
in  investigatione  cujusque  insequentis  functionis  duabus  unitatibus  minui  videmus ; 
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numerus  quidem  aequationum ,  quibus  simul  satisfacere  debet  functio  qriaesita, 
pro  quaque  insequente  functione  unitate  crescit,  sed  haue  integrationem  eimul- 
taneam,  a  qua  abhorruisse  videntur  Analystae,  non  tantis  difficultatibus  impe- 
ditam  esse  infra  patebit.  Attamen  antequam  ipsam  aggrediar  integrationem 
istam  simultaneam ,   conditiones  integrabilitatis  sub  alüsadhuc  fonnis  exliibebo. 


Theorema  üq  fünim  coiiditioimiii  iiitegrabilitatis  masime  generali. 
12. 
Si  loco  v,-hI   scnbimus  k  atque  per  i,  numerLim  quemÜbet  ipso   Ic  minorem 
denotamus,  aequationes  (a)  sie  repraesentare  licet: 

(  dp^         5pj     öpj  3^^        dp^  dp.        dpf,  dp.     dp^, 

dpi.  dp.        8p^  6p.        dp^  dp.    dp^, 

^1:  ^?c+,      ^P^,  ^1k+i     ^P^+2  ^5m     ^P„. 


(a) 


In  hac  aequatione  est  p^  functio  ipsaiomi  jh+i,  Ih+'A-.  •  ■  ••  P,,.^  $i-  ?u)  ■  ■  -i  9«' 
functio  autem  f^  praeter  has  quantitates  etiani  ipsam  j)/.  eontinet.  lam  vero 
patet,  expressionem 

dp^    dpi         dp.    öpi. 

dp^,    dq,^        dq^,    dp^, 

dp.        dp. 
eandem    manere ,    sive    in    formandis     „  '  ,   -;=,—     differentietvir ,  etiam  quatenus 
'  dp^,       dq^.  '  ^ 

2)t-,  <lk-  a»  fk  implicantm- ,  sive  tantum,  quod  in  aequatione  praeeedente  suppo- 

situm  est,    quatenus  in  p^   explicite  praeter  p).  inveniiuitur.      Priori  casii  eiiim 

accederent  termini  se  invicem  destmentes 

^Pi  f  ^Pk    ^Pk        ^Pk    ^Pk  \ 
3p^  \  ^p^,    dq^,         dq^,    dp^..  j 

Praeterea,   si  ipsa  p^  diffei-entiatur  secundum  q^,   etiam  quatent^  q^  implicatur 


mqum 
lontm pi,+xf  pk+-ii  ■  ■ -1  Vi.o  Q\:  'h^  ■■■'  q,„  functiones  cons-ideras,  sie  exhihere  licet: 


dp.        dp.    dp  ,  . 

-^ 1 — p-^-^- —      Unde  aequatwtiem  j>meceäentem,   st  et  p^  et  pf,  tamquam  so 
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Idpi_,         6p^  6p^        dpf,  dp.        dp^  dp.    dp^ 

^Pi  ^Pi  ^Pi  ^Pk  ^Pi      ^Pk 

^    Ö^i+l     ^Pl-+i  ^?iH-a     ^-P*+2  '  ^2m    ^Pm 

Ortlo,  in  quem  variabiles  q  et  quae  iis  respondent  p  disposuimus,  indicibus 
subscriptis  indicatus,  pi'oi-sus  arbitrarius  est.  Qua  de  re  in  formu]a  praecedente 
Qi)  variabiles  g,-,  g^  binae  quaelibet  esse  possunt  e  numero  variabilimn  q,  et 
?jH-i)  2*+!)  •■■!  ^m  ^'i^ß  quaelibet  harum  variabilium  ab  illis  duabus  divereae  et 
cuiuelibet  numeri,  qul  tarnen  numemm  m  —  2  superare  non  potest.  Statuendae 
autem  sunt  a_  g';,  q^  diversae,  quum  in  formula  (ß)  suppositum  sit  i<Zk  ideoque 
i  inter  numei'os  /e+1,  k-\~2,  ...,  m  non  inveniatuc.  Habemus  igitur  Theo- 
rema  sequens: 

Theoi'ema  II. 
Sint  2h',  P'if  ■  ■  ■^  P»^   eiii^modi  functiones   ipsarurn    5,,  q^,  . . .,  q,,^,    fU 
expressio 

P,  <^?i+?'2<^?2H ^P„.^%, 

sit  differeniiak  complettim;  si  binae  quaelibet  p^  et  p^  exprimuntur  praete?' 
?i!  52)  ■  ■  ■)  ?m  P^'  <^^*'«5  quasdam  e  quantitatihus  p  a  p/  et  p^  diversas, 
fxi  P^  ß^*^-»  quotcunqv£  placet,  id  quod  infinitis  modis  licet,  atque  diffei^en- 
tiat'lone.'i  per  partes  instituendae  ad  hanc  repraesentaiionein   referuntur,   erit 

^Pk  ^Pi  ^Pi      ^Pk  ^Pi      ^Pk 

dq,         dq^  6p,_    dq^        dp     dq 

^Pi    ^Pk         ^P:    ^Pt 

^2j  ^P»  ^lu         ^Pu 

Neque  necessarium  est,  ut  in  Theoreuiate  praecedente  Pf  atque  p^  easdem  aut 
eundem  numemm  quantitatum  p  contineant;  casus  enim,  quo  ftmctio  datas 
quantitates  eontinet,  eum  amplectittii',  quo  functio  aliquas  harum  quantitatum 
vel  omnes  non  involvit. 

Tlieorematis  ante  ce  dentis  demonstratio  directa. 

13. 

'j'heorema  praecedens  tacile  etiam  directa   via  deducis  ex  aequationibus 

(^Pi  \  _  (  ^Pt\ 

\dqj~\dqj' 

Frimiim   enim    probari  potest,    in  forfnida  proposita    expressionem    ad    dextram 
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immutatam  manere,  si  differentialia  secundum  q^,  q^,  ...  sumta  uncis  in- 
chidantur,  sive  esse 

^Pi       ^Pk  ^Vi       ^Pi:  ]  [  ^Pi     (    ^Pk    \  ^Pi     (    ^Pk  \ 

^Px     ^^A  ^Pf^    ^1/1  i  —  j         ^^>'   ^^*i'^         ^Pf  ^^^f^ 

6p^    dp^         dp^    dp.  5pj  /  6p.  \        dpi^  /  8p^  \ 

y        dp^    dq^         8p      dq  )         {       öp^  \  dq^ )       dp    \dq   ) 

Kepraesenteinus  enim  aeqiiationis  antecedentis  dextram  partem  hoc  modo: 

^  ^i  {  ^Pk  \      y  %  /  ^Pi  \ 
T   5^,  \  dq,  )     '»    9p^  \dqj' 

subscripto  l  indicando,  summam  ad  onines  valores  A,  f.t,  ...  extendendam 
esse.     Erit  porro: 

/  %\  _  _^,    y  ^Pk  ('^Pk-\ 
\^lj  3?i        ^  dp,,\dqj' 

(  ^^^  —  -^       ^  ^Pi  (^P>..\ 
\dqj   ~     8q^  "•"-?    Sf^XdqJ' 

snbscripto  X'  similiteT-  summam  indicando  ad  eosdem  valores  /,  ,«,  .  .  .  extendi. 
Hiiic  prodit: 

(  öp;  /  dp^  \       dp^  /  6p.  \1  [  d-p.    Bp^  6p^    6p.  1 

^[dp^Vd^J        Sp^\~dq^)]~'^[W^~^  ^"^j 

—  yf  ^^>-    y  ^-^^  (^^A  ^P"    y  ^^1  (^^'A\ 

—  y    V     ^Pi        ^^t     (^Pl-\  y    y     ^.y^i        ^Pi      (-^PA 

~  TT  ^Pi  ^Px-  ^^ix^     7  7  ^Pi  ^Px-  ^  ^2a -^ ' 

Indicibus  X  et  Ä'  quinn  omnino  iidem  valores  convenlant,  ^  et  X'  in  duabus 
siimmis  praecedentibns  inter  se  commutare  licet.  Quod  si  in  posterior'e  facimus, 
expressio  antecedens  fit: 

y  y   ^Pi  ^   U^PA       (^PA] 
ff    dp^    dpA\6qJ       \dq,Jj' 

quae  est  expressio  evanescens,  quia 

(öPxA  _  (^PA 
\  dqj  \dq,.)' 

Unde  aeqnatio  (1)  comprobata  est. 
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lain  ex  aequatione  (1)  sequitui-: 

öpj  dg^  dp  dg 
öpj,  dp^  8p^  dp. 
dp-^    dq^         dp     dq 

_  _^  (  ^P).  \        ^Pi  (^P>^\ 

"    Sp,'  \  dqj^  dp^  \  dqj^'" 

dp^  /  dp^  \  dp^  f  dp  \ 
dp^  \  dq^  J  dp^  \  dq.  ) 
{  ^Pi  \        ^Pi        {  ^Pk  \        ^Pk 

dp.  dp 

ö^j         dq. 
Q.  D.  E. 

Si    loco    k    in    formulis  (ß)   poziitur  i    atque    ^  loco   i,    patet   e    formulis    illis 
sive    e    Theor.   II,,    in    formulis  («)    esse    ^,,  p2,    .  .  .,  pi    tales    ipsarum    q,, 


habeat  aequatio: 

Pm, 

""  ''■' 

fiinct 

lones ,    ui 

t   iiiter  binas  earitm  p 

dp, 

dp                     6p^    dp^ 
dPi+2                      ^^«1    ^i'« 

dp. 

3?,+, 

3?j                  Sp,    dp, 

Haec  est  relatio,  qua  fit.  siciiti  inl'ra  videbimuS;    iit  aequationes  («)  simul  iute- 
grari  possint. 

Problem!!,  alio  modo   proponitur,     Finictioiies,  qiiibus  constantibus  aequiparatis  ipsae  p^  per 
^ii  g-;:  ■  ■  -j  q„i  expriinaiitur,  aequationibus  simuUaneis  — ^^-^ — —  definiuntur. 


34. 
Froblema  de  integratione  completa  aequationis  differentialis  partialis  inter 
m  +  1    variabiles    F,  ^j,  q^,  . . .,  q,^,   quae  functionem  quaesitani    V  ipsam  noii 
continet,  sie  etiam  proponi  potest. 

Sit    V  ipsarum  q,,  q^,  ....  q,„  functio  m  constantes  //j,  /ig,  .  .  .,  h„,  in- 

3* 
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volvens,  quaruin  nulla  per  additionem  tantum  ei  iuncta  sit;  sint  p,,  p^,  .  ...,  ^,„ 
differentialia  partialia  ipsius  V  respective  secundum  q,,  q^,  .  . .,  q^  sumta.  Quae 
differentialia  partialia,  quum  ipsas  constantes  quoque  A, ,  h^,  .  . .,  A„  involvant, 
vice  versa  aequari  possunt  ki,  h^,  .  .  .,  /i,„  ipsarum  q-^,  q^,  ,  .  .,  ^„,,  |3i,  Pa,  .  •  ..  jo,« 
functionibus.     Sint  aequationes  sie  inventac: 

■  //^  =  A, ,    H.^  =  \,    .  .  .,    E^^^  =  A,,, 

designantibus  iZ,,  H.^,  ....  //,„  fimctiones  ipsarum  5,,  q^,  ....  q^^,  Pi,  p^,  ....  a,,, 
a  se  invicem  independentes  et  nullam  constantium  Ä,,  A.,,  .  .  ,,  A„,  involventes. 
Quaeritur,  data  una  haruw,  aequationum,  ex.  gr. 

H^  =  ^1, 
indagare  reliquas  m  — 1. 

Investigemas  aeqaationes  conditionales  identicas,  quibus  Hatisfecere  debcnt 
t'unctiones  Hi,  H^,  .  .  .,  //„,,  ut,  ipsis  /j,,  p.^,  .  .  .,  p,^  per  q,.  q.^,  .  .  .,  o  ^  ex- 
pressis  ope  aequationum 

77,  =  A^ ,     B,^  =  K,,    H.^  =  h.,,    .  .  ..,    //„_  =  h^^^ , 
expressio  diflfcrentialis 

pi  '-hi  -^T'ßi'i  H — y-p,,.  ^k,,, 

sit  difFerentiale  completuni  dV. 

Ponamus  in  Theoremate  ü.   loco  indicum  i,  k  indiees  1,  2   ac  loco   iii- 
dicum  :2,  /*,  ...  omnes  reliquos  3,  4,  5,  . . .,  m;  unde  eruitur  aequatio: 
dp^         6p  ^         dPi    dp,^         6p  ^    6p^ 


0  = 


dp^   dp. 

_6p^dp^ 

_  Sr    Sft 

6p^    6q.^ 

dp^    dq^ 

3y„,  äs. 

(1) 

Sint 


duae  qiiaelibet  ex  aequationibus  propositis,  quaruin  ope  determinetitur  2h  et  p2 
ut  functiones  ipsarum  p^,  p^,  . . .,  p,„,  q^,  q^,  .  . .,  q^,  quarum  quantitatum 
ipsae  pi  et  ^2  in  aequatione  praecedente  functiones  esse  supponuntur.  Sumtis 
deinde  ipsarum  p,  et  ^2  difFerentialibus  partialibus  secundum  quantitates  Ulas, 
substituantur  in  differentialibus  illis,  quae  etiam  constantes  h^  et  A^  involvunt, 
loco  harum  constantium   functiones  iis  aequivalentes  H^  et  H,,,   unde  emergent 
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eonim  valores  per  quantitates  j)^,  p..,  .  . .,  p„„  q^,  q^,  , ,  ,,  q^  expressi  i 
ulla  constanti  h.  Quos  valores  si  in  aequatione  (1)  substituimus,  aequatio  illa 
evadere  debet  identica,  cum  nulla  exstare  possit  aequatio  inter  quantitates  p,, 
Ps>  ■  ■  -5  Pm!  ?n  lii  •  ■  ■;  l«!  ^  constantibus  /i,,  /(;,  .  .  .,  A,„  prorsus  libera,  nisi 
aequatio  identica. sit. 

Ad    eruendos   valores    differentiaiimn   partialiiim    ipsanim    p,    et    yü^,    in 
aequatione  (1)  substitiiendos,  aeqimtiones 


H,  =  h„ 

Ih' 

=  h. 

secnndum  jj^,^^,  . ... 

,j),„  clifferentiemiis. 

Sint  ) 

■  et  t  binae 

quaelibet 

harum  quan- 

titatum,  erit 

aH, 

Sp,        SB, 

dp. 

dH, 

'aJT 

dr          5j\ 

"St     ■ 

dr      ' 

3H. 

Sp,        dH, 

dp, 

dB, 

dp, 

sr^-Wp-; 

dt 

"       et    ' 

BH, 

Sa      äff. 

dp. 

dB, 

dp, 

isr^'^ 

a>.   ^ 

dr      ' 

SB, 

dp,        dH, 

dp. 

3-ff, 

öp, 

dt    +  dp. 

-äT' 

dt      ■ 

Unde.  miütipHcatis 

prima  et  quarta,  secunda 

et  tertia-, 

subductisque  productis, 

nanciseimur: 

(- 

Si/,    SJJ,         du,    dH,  \  ( 

Sp,    dp. 

dp,    dp,\ 
dr      dt     ) 

cJ 

'Sl\^Sp 

Sp,     dp,  )\ 

dr   'dt 

dH,    dH 

dH    dB, 

1 

dr        dt 

dt        dr 

Forro  ex  aequatione  prima 

et  tei-tia  sequitur 

a/i. 

dH,    dH,  \ 
dp„      dp,   ) 

dp, 

dB,  ■  dB,          dB, 

SH, 

äp. 

-W 

dp,      dr 

-    ar 

dp,    • 

3H, 

dH,    dB,  \ 
'  dp,     dp,   ) 

dp. 

'   dB,    dB,         dH 

dB, 

äp. 

dr' 

~    dp,     a.- 

dr 

op, 

Miiltiplicemus  aequationem 

(1)  per 

SB,    dB, 

dB 

.     dB, 

dp,      dp„ 

-Si, 

-    dp. 

ac  ponamus  in  aequationibuf 

>  (3)  «,  et  }, 

loco  ) 

;  in  aequatione  (2)  q„ 

,   ?.-    ■■■,?, 

loeo   r,   simulque 

r 

espective  p^,  p^,  . . . 

1  h.- 

loco  t.      Quo   facto  ex  aequatione 
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aa, 

ai/,      aa 
a?,    '   ay, 
aij,     ■  aa 

aa.            ai/, 
äff,            as, 

du, 
ajj. 

1      a,, 

a;jj            ög^ 

«p,            a?. 

<*.. 
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(1)  prodit: 

Cr) 

Quae  est  aequatio  identiea  quaesita,  a  constantibuK  h  proi'sus  libera. 

15. 
Si    in  aequatione   ()')  indiciluis   i  et  k   valores    omnes  tribuiintur,    quos 

induere  possunt,    nanciscimur    aequatioiies  — ^^-^ ,   quae  et  ipsae   tamquain 

conditiones  spectari  possunt,  ut  expressio 

Vx  '^1\  +Fs  '^^s-l f-i',„  ''?„, 

integrabilis  evadat.     Habetui"  enim  etiam  Theorema  inversum: 

Theorema  III. 
Sint  Hj,  Hl,  . .  .,  H„,  variabilmm pi,  p^t  ■  •  •,  Pm;  9i,  $3»  ■  ■  ■,  9™  func- 
tiones  qitaecunque  a.se  mdepmdentes,  quarum  hinae  quaelihet  H^,  H^.  satis- 
faciant  aequationi: 

BN.  SR..  dH  8  IL.  dH.  3B., 

dp^  dq^  dp^  8q^  6p^^  dq^^^ 

dS^  8H..  dH.  ÖH..  BH  BH., 

3q^  öp^  dq^  8p^  8q^^  dp^^   ' 

si  ex  aequationibus 

in  quihiis  hi,  h^,  .  . .,  h„,  smit  constantes  arhitrariae  ipsas  functiones  H^, 
//j,  .  -  .,  H„^  non  afßcientes;  eruuntur  ipsarum  p,.  p^,  .  .  .,  p^,  valores  per 
?i:  q-2,   ■■■>  9m  expressi,  expressio 

p^dq^-^p.^dq,^-^ Hp,,/^,,, 

differentiale  completum  fit. 

Quod  est  Theorema  gravissimuin. 
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definienda  directa  via  confliinatur. 
16. 
Uemonsträtio  directa  praecedentis  Theorematis  haec  sese  offert.     E  difte- 
rentiatione  aequationis 

ff  =  /'; 

secundLim  qi,.  facta  Sequilar,  si  subscripto  k  signo  sammationis  indicanms,  sum- 
main  ad  valores   1,  2,  .  . .,  m  ipsius  k  extendi'): 
dH.   /  dp^  \        dH. 


--  0. 


dH.. 


facta: 


Unde,  etiani  miütiplicatione  per 

dH.    dH.,  /  dp,  \  dH.     dH. 

k      dp,     dpi^.    V  dq,,  )  6p,.     8q^, 

In  qua  aequatione  loco  k'  ponendo  omnes  ejus  valores  l,  2, 


'-  0. 


dH.   dH..  /  dp,  \         dH.   dH 

f'^~d^~dp^\dq^}'^f~öp^~dq^ 


--  0. 


Unde  etiam,  permutando  H^  et  H,,, 

dB.     dH.  (  dp,  \  dH..    dH 

TT  ^Pk-    ^Pk  ^  '^ik'  '     V  ^ik-    °Pk- 

Hanc  aequationem  detrahendo  de  antecedente,  cum  sit  ex  hypothesi: 
f  BH..     dH.         dH.     dH.  I 


Z^ 


f(- 


'  I  dpi^,     dq^.  dq,.     dp,, 

dH     dH..         dH.    BH 


)ii 


dp,,      dpj.  )  \  Bq,.   ) 
Permutando  k  et  k',  quippe  quibiis  iidem  valores  1,  2,  .  . 
pressionein  ad  laevam  sie  qiioque  seribere  licet: 

'  öiT.    BH,        dH.    dH,.  \  {  dp,. 


.  conveniunt,  ex- 


-^^1 


d^y,     Bp,. 


■-){- 


Sl, 


*)  Simili  notatione  saepius  in  öeqiientibus  iitar,  qiioties  sab  sigao 
yeniuntur,   quorum  iJij  coustaiites ,   alii;   iit  ila  dica 
rioies  aigim  summatorio  subscribara. 


)  phires   mdicGS  in- 
s  perspieiiitatia  causa  poste- 
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ünde  aequationem  aiitecedentem  hoc  modo  repraeseiitare  possiiiniis; 
/  dH.    dB..         dB.    dB..  \  U  dp^  \  _  r_dp^.  \1  _ 

siquidem  extenditiir  summa  ad  — ^^-^ — ~  combinationes  numerorum  1,  2,  ...,  m 

pro    ipsis    k    et    k'    poneiidas,    sive    si    ipsi    k   siib    signo    siimmatorio    valores 

1,  3,  . . . ,  m— -1  tribuimtiar,  et  pro  singulis  k  ipsis  k'  valores  k-\-l,  i-h  2,  ...,  in. 

Si    in    aequatione   praecedente  pro  ipsis   i  et  i'   bini    qnilibet  e  mimeris 

1,   2,   ...,   m   poniintur.    eruuntur   ex    ea   — -^ aeqnationes.      In    quibiis  si 

quantitates 

ut  incognitas  consideramus,  sunt  aequationes  illae  respectii  hariini  incognitaruin 
lineares,  numerus  incognitarum  idem  atque  aequationum,  et  partes  constantes 
omnes  evanescentes.  Unde  ipsae  quoque  incognitae  omnes  evanescunt,  sive 
pro  qiTolibet  ipsomm  k  et  k'  valore  fit 

■  5?^,  ^      (  dp,.  ■] 

Q.  I).  E. 

Demonstratione  anteeedente    etiaoi  niaxinie   direeta   via    comprobai'i  po~ 
tuisset,  si 


(-^:;)-(-?r)-' 


m-itt-)-^- 


integrabilis  sit,  fieri 

dB.    dB.,         dB.  BB..  dB.  dB., 

dp^      dq^           dp.^  dq.-,  dp^^^  8q_^^ 

dB.    dB..         dB,  dB..  dB.  dB,,    __ 

dq^      Bp^           dq^  dp,^  dq„^  9p„_ 
Ceterum.  quod  in  demonstratione  anteeedente  Theoi-ematis  III  adluic  dessderari 
potest,  ut  comprobetur,  e  — A_, 


-  dB,    dB.,         dB.    dH.. 


■  =  .'/;,.■ 


yGoosle 
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in  quibus  cmantitates  X).j..  incognitas,  quaiititates  y^;,  partes  aequationum  con- 
stantes  designant,  iiuUam  e  reliquis  fluei'e,  facile  variis  modis  probatiu-,  quam 
adeo  eiiismodi  aequationes  ex  elementis  algebraicis  sine  negotio  geiieraliter  re- 
solvantnr.     Qtiae  resolutio  tum  demum  ilhisoria  fit,  si  habetur 

indicibus  1,  2,  .  .  .,  m  sub  signo  summatorio  omnmiodis  penimtatis  signisque 
±  pro  ratione  nota  alternantibus.  Haec  autein  aequatio  ipsa  est  conditio,  ut 
inter  quantitates  £?i,  i?^,  , .  .,  H^,  q^^  q^,  .  . .,  q„,  aequatio  locum  habeat,  ab 
ipsis  p  prorsus  libera;  quod  si  foret,  haberetur  etiam  inter  ipsas  q,,  q^,  .  .  .,  q,„ 
et  constantes  arbitrarias  relatio,  neque  ex  aequationtbus 


.omnes  'p^.  p-2,  •  ■  ■,  pm!  quod  supposuimus,  ut  fuuetiones  ipsarum  gj,  q^,  .  .  .,  q„, 
determinari  possent. 

Ti'ansformatio  systematum  aec[uationum,  quaruin  soliitione  simultaiiea  Kecundum 

§.11  singulae  p^  obtiiieiitur. 

§.17. 

lain  ipsam  aggressuri  integrationem  revertamur  ad  fonnam  aequationum 

conditionalium  (a)   §.11.      Difficultatem  rei  videmus    consistere  in  invenienda 

functione,  quae  simul  numero  i  aequationum  differentialium  partialium  lineariuni 

satisfaciat. '  Sit  /"functio  ipsarum  p^+i,  pi+2>  pi+3>  •  ■  ■!  P„ti  9n  5«)  ■  ■  -j  ?«?  atque 

f=a 
aequatio,    qua   deterininetur  fimctio    quaesita  p,^^    per  Pi+i,  A+a?  ■■■)  P">;   l^j 
Sä!  •-•!  9",!    designante    a   constantem   arbitrariam,   quae   ipsam  f  non  afficiat. 

.  . ,  p„,   atque 
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(d) 


df          3f, 
6q^          ^9i+i 

Sf         aji, 

Sft+,     '     Sq„ 

3/                   Bj),    df 

3p, 

af         dp. 

3/                    3y,    3/ 

%+i 

3«m       fl?.+. 

a?,+8           Sp,.  a<r„ ' 

Sf     '     3p, 
9?.        %,-+i 

%+,           Sq._^, 

3/                    3j,,    3f 

a?«  "^■■■"^  as.  3;,. 

Sp, 

äf             3p, 

3f                    3p,    3f 

>',+. 

Sft+,        SPm 

a?,+s           ap,  3q^  • 

Sf          Sp, 

3/            Sp, 

3/  _           ap,   3/ 

^Pi+2                             ^im      ^Pm 

Sp, 

3/            dp, 

df                    dp,     3/ 

3f,^ 

%■+,      sy« 

asi+s           a;),,  3}_ 

In  bis  aeqaationibus  considerantnr  pt,  j:)s,  - .  .,  i>;  tamquam  funetiones  datae 
ipsaram  p^^i,  p,.+2,  . . .,  p„„  §1,  q.^,  .  . .,  q„„  inter  quarum  binas  p^  et  p^  locum 
habet  relatio,  quam  sub  finem  §.13  apposui;  et  quaerenda  est  earandem  quan- 
titatum  fiinctio  /  talis,  quae  aeqiiationibus  praecedentibus  simiJ  omnibus  iden- 
tice  satisfaciat. 


Theorema  afl'ertur  circa  aequationum,  quae  supra  occui'i'unt,  integratioae  simuUauea. 
§.  18. 
Non  ego  hie  immorabor  quaestioni  generali,  quando  et  qtioraodo  duabus 
compluribusve  aequationibus  differentiahbus  partialibus  mia  eademque  fiinctione 
satisfiei-i  possit,  sed  ad  casum  propositum  pai-ticularem  investigationemrestringam. 
Quippe  quo  praeclaris  «ti  licet  artificiis  ad  integrationem  expediendam  com- 
modis.     Maxime  autem  res  absolvitur  Theoremate  sequente: 


Theorema  IV. 
Si7it  X,  X  quilibet  diversi  e   numeris  1,  2, 
quodcunque  unius  ex  aequationibus  (d): 

df         öp,       df  öp,       df 

~  "%,         n-.+i    ^'Pi+i         ^1i+'i    ^Pi+: 
dp^       df  dp^       df 


i;   Sit  <fi  =  f  integrale 


H— 

a«. 

3f 

sp„ 

ap. 

Sf 

a?., 

Sq. 
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erit  expressio 

da) 


3y, 

d(f            dp.       6(ii                   8p     8<f 

dp, 

5y              öpj        5y                       8p.^     d(f 

%., 

.  ög,-+i      öp.^,  dq.^.,           dp,,^  eg,,, 

alterum  ejusdem,  aequationis  integrale. 

In  hoc  Theoremate  designant  p,,  pi_  ipsarum   q^,  5,,,  5,_i_i,  ^^+^5  ■  ■  ■<  ^».j 
p,+i,  p,+sj  ■  ■  -1  ^m  fiinctiones,  quae  satisfaciunt  aequationi 

dp^        8p^  Sp^      Sp^  öp^      8p^  -  öpj    8p ^ 

dp^       8p^  8p^       dp^  dp^    dp^ 

^Pi+l     ^2(+I  ^Pi+S     ^1i+'i  ^Pm    ^9,„ 

Quae  ftinctiones  si  etiam  alias  praeter  5,  et  qt   e   quantitatibus   q^.  q^,  .  ,  .,  q- 
mvolvunt,  eae  tamquam  quantitates  eonstantes  considerantur. 

Quomodo  ope  Theorematis  aiitecedentis  integratio  simultaiiea  succedat,  ostenditur. 
§■  19- 
Ope   Theorematis  praecedentis  sie  absolvitur  integratio  proposita.      Sint 
yli  yl'i  ^a";  etc.  functiones,  quae  proveniunt  ex  expressione 
8f         dp,        8f  6p^       8f  dp,    8f 

ponendo  loco  /^  successive  functiones  5p,  ^j,  yj,',  ....  ita  ut  generaliter  habeatui': 

dqiy  dp,       5(pj    ''  dp,       dif^~^'  dp,     öy^    '' 

^Pi       öyj""''  6jJ;       5y'"~^'  ö^^     öy'^"~^' 

Sit  jam  y  =  /'  integrale  quodcunque  aequationis 

0/  6pj        Bf  dp^        5/  öp,     8/ 


m 


öy,        6f  dp,        df  dp,    df 

5^7'%^^         ?Äir  3?i+i  8?.,  3«.,  ' 

4* 
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enint  e  Theoremate  IV  etiam  ^p^,  (p'^,  <p'," j  etc.  integralia  ejusdem  aequationis. 
Id  quod  patet,  si  in  Theoremate  citato  in  locum  ipsius  <p  aliae  post  alias  sub- 
stituunttTr  functiones  5P3,  (p'^,  etc.  Sed  exstant  tantummodo  2(m  — z)  integralia 
aequationis  praecedentis  a  se  invicem  independentia  et  quorum  aliud  integrale 
quodvis  fnnctio  esse  debet,  quam'  functionem  praeterea  etiam  quantitates  §2, 
^3,  . .  .,  q^i  tamquam  constantes  ingredi  possunt.  Sit  igitur  ^p^**'  'prima  funetio, 
quae  per  antecedentes  (p,  if[,  <p'^ ,  . . .,  y^"~''  et  ipsas  53,  q^,  ...,  q^  exprimi 
potest,  erit  index  fi  numero  2(7n  — t)  avit  inferior  aiit  certe  non  major.  Sta- 
tLiatur,  ipsam  H  esse  functionem  ipsaruui  (p,  p[,  if'.^,  .  .  .,  y^""^',  g^,  q^,  ■  ■  .,  qi, 
erit  etiam 

f  =  n 

integrale  aequationis  (1),   quippe  cujus  integralia  e  Theoi^emate  IV  sunt  (p,  (p[, 

y«',  ...,  ^^"~",    ipsae  vero  q.^,  q^,  ...,  q^    in  aequatione  (1)    pro    constantibus 

habentur.     Substitute  valore  f^  II  in  aequatione 

f       ■  Sf  dp,       df  dp„ 

0  =  /;'  =  -^  ■      ^^  ■      ^' 

(2) 


8a    Sf 

'.       3/ 

dp,    df 

H-,    a«„ 

dp^   dq^  ' 

5/7         t„ 

*+ 

eil 

:,  ■■■,<pf 

-1} 

q^.      Cujus  aequa- 

baee  aequatio  hanc  Indult  forniam: 

in  qua  variabiles  independentes  sunt  <p,  <p\,  (p'^, 

tionis  integratio  jam  suppeditat  functionem  f^  II,  quae  satisfaciat  simiil  dnabus 

aequationibus  (1)  et  (2). 

Evenire  potest,  ut  identice  evadat  50^  =  0,  quo  casu  sine  ulteriore  inte- 
gratione  ipsa  functio  f  ^  <p,  aequationis  (1)  integi'ale,  etiam  aequationis  (2)  inte- 
grale habetur.     Si  generalius  est  (p\  =  c,  deslgnante  c  constantem,  erit 

iitriusque  simul  aequationis  (1)  et  (2)  integrale. 

20. 

Postquam  antecedentibus  monstratum   est,   quomodo  functio   H  =  f  in- 

veniatur,    quae  simul   duabus  aequationibus  (1)    et  (2)  satisfacit,    id  quod  ope 

Theorematis  IV  successit,  jam  ejusdem  Theorematis  ope  ex  inventa  functione  JI 

aliara  dedueam  ?P,    quae,    loco  ipsius  f  posita,  duabus  aequationibus  illis  atque 
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(3) 


dq. 


af 

3f 

3/ 
35„ 

dq^    dp 
9p^   8q^ 


satisfaciat. 

Erunt  eiiim  e  Theoremale  IV,  siqnidem  in  eo  loeo  <j)  poiüniLis  TT,  atque 
statuimus  X  =  3,  ipsi  k  vero  valores  1  et  2  tribuimus,  functiones  H-^,  JI^' ,  .  . . 
simul  utriusque  aequatioiiis  (1)  et  (2)  integralia.  Sit  H^'''^  proxima  fimetio,  qaae 
per  praecedentes  TTj,  H^,  .  .  .,  IIj"'~"  et  ipsas  q^,  54,  . .  .,  q^  expriini  potest: 
numerus  /i'  rursiis  ipsum  2(m  — ?')  siiperare  iion  potest.     Posito 

/=  ip, 
designante   ?P  functionem    ipsarum   JT,    IZ3,   Hg,   ...,  Jli"'"^'',  q^,    quam    etiara 
quantitates  q^,  qi„  . .  .,  q^  tamquam  constantes  ingredi  possunt,  abit  (3)  in  hane: 

^n  ^    ^^ 

Quodcunque  integrale  hujas  aeqnationis,  in  qua  JI,  Jll,  Jl^',  ....  'ilif'~^\  q^  sunt 
variabiles  independentes,  suppeditat  functionem  quaesitam  /■=??,  quae  simul 
tribus  aequationibus  (1),  (2),  (3)  satisfacit. 

Et  sie  pergi  potest,  usque  dum  habeatur  fimctio  f  simul  omnibus  i 
aequationibus  (d)  satisfaciens. 

21. 
Ex  antecedentibus  hie  fit  integrationura  decursus,  quibus  eruatur  functio  i 
aequationibus  (d)  simul  omnibus  "satisfaciens.    Ante  omnia  quaerenda  erat  functio  <p 
aequationi  (1)  satisfaciens.     Quam  notum  est  halben,  si 


(30     0  =  - 


du''     ■' 


dn\ 


est  integrale  unum  quodcunque  systematis  aequationum  ditferentialium  vulgarium 
sequentis: 


C«) 


'^li      ^   ^9,+t  ' 
M+i           dp, 

dq^         dqi+,  ' 

%+,                dp, 
'^?i                  ^Pi+i 
dq,^^                  dp, 
dq,                   dp.   ,^ 

dp^             dp^ 
dq^              dq^^    ' 

^.,                  dp, 
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Aequatio  enim  5p  =  Constans  integrale  dieitur  aequationum  differentialium  vul- 
garium  (a),  si  pei'  eas  aequationi  rfy  ^  0  identice  satisfiat.  ■  Id  quod  fieri  non 
potest,  nisi  aequatio  (1)  identice  locum  habeat. 

Inventa  functione  (/>,  ex  ea  deducantur  fiinctlones  y',  w",  .  .  .,  öiI''~''  ^— 
indices  subscriptos  rejicio  —  atque  exprimatur  «p^-"'  per  q^,  w,  w',  . ,  .,  »<''"'', 
quam  expressionem  etiam  j,,,  q^,  ,  , .,  q^  afficere  possunt  tamquam  constantes. 
Quo  facto  inveiiitur  fuiietio  U  aequationi  (2°)  satisfaciens,  si  aequatio 

JI  =  Constaus 
est  ununi  integrale  quodeunqiie  systematis  aequationum  differentialium  vulgarium: 

Sit  ipsius  (f'-"'>  haec  expressio: 

sequitiir  ex  antecedentibus,  si  sit 

n\Q«:   f>!  -^—1      ,  o     ,  ...,  ^ — ?^)  =  Constans 

unnm  integrale  qnodcunque  aequationis  differentialis  vulgaris  fi'^  ordinis  inter 
duas  variabiles  y>  et  ^3 

fieri 

n(q^,  (p,  g)',  gt",  .,.,  ff'^i'—^'^') 

lunctionem  JI  quaesitam,  quae  simul  aequationibus  (1)  et  (2)  satisfacit. 

Tertio  loco  e  fmictione  JI  deducantur  funetiones  JI',  Tl",  .  .  .,  JI^'''"^^' 
atque  per  has  et  ^j  exprimatur  II'-'''^;  sit  expressio  inventa 

nC-J  =  n^^'\q^,  n,  n',  n",  ...,  n^'~'^); 

proponatur  aequatio  differentialis  /n'^'  ordinis  inter  duas  variabiles  JI  et  q^: 
,,      d'-'n        ,,„■)(       „     <^"       d'il  d''-'n\ 

cujus  integrale  imum  qnodcunque  si  est 

*P|(/.,,  /7,  —, — ,       .  ,,    ,   ...,  ^-^—7-     =  Constans, 
\  ■^  dq.         da-  dq''-~'   } 
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est  expressio 

y'((7.,,  D,  n',  n",  ....  77'"'"'') 

functio  quaesita  ?P,  qiiae  simul  tribus  aequationibus  (1),  (2),  (3)  satisfacit.  Id 
quod  simili  demonstratione  liqnet  atque  in  functione  II  investiganda  dedimus. 
Functionen!  ^  etiam  quantitates  q^,  q-^,  .  .  .,  q^  afficere  possunt  tamquam 
constantes. 

Et  sie  pergi  potest,  usque  dum  habeatur  functio  /  omnibus  ^  aequatio- 
nibus  (d)  satisfaciens.  Ad  quam  inveniendam  primum,  quod  est  principale, 
eruendum  est  integrale  quodcunque  systematis  aequationum  differentialium  vul- 
garium  primi  ordinis  inter  2  (m  —  ^' )  4- 1  variabiles ,  quod  locuio  tenet  unius 
aequationis  inter  duas  variabiles  (2  m  —  2i)"  ordinis.  Deinde  condeiidae  sunt 
aliae  post  alias  i — 1  aequationes  differentiales  vulgares  inter  duas  variabiles 
ordinis  ,**",  /t'",  f^'"',  .  .  .,  /t''"^'"',  et  singalarum  inveniendum  est  unum  integrale 
quodcunque,  quod  formandae  aequationi  differentiali  insequenti  inservit,  Numeri 
autem  /u,  /i',  ju'\  . . .,  fi''~^^  omnes  erunt  ipso  2(m^i)  aut  minores  aut  certe 
non  majores.     Si  postremae  aequationis  integrale  est 

/  =  «„ 

designante  a^  constantem  arbitrariam,  atque  ex  hac  aequatione  petitur  ipsius 
jf>;_i_i  valor  per  jii+g,  _Ph-3,  ■  ■  -,  Pm>  ^i>  Ss)  ■  •  •;  ^,n  expressus,  erit  valor  ille  talis, 
qui  omnibt^  i  aequationibus  (et)  §.  H  simul  satisfacit.  Quo  invento  etiam  pi, 
P2,  ■  ■  ■,  pii  quae  datae  supponuntur  functiones  ipsarum  ^,+1,  p,+2,  .  ■  .,  jJ^,  q,, 
Ja,  .  .  .,  q^,  exprimi  possunt  per  ^,-+2,  Pi+3,  -  ■  .,  p»,!  5i)  5?)  ■  ■  ■>  ?m>  ßt  pergi 
potest  ad  integrationem  simultaneam  insequentis  systematis  *-|-l  aequationum 
differentialium  partialium,  quae  ex  aequationibus  («)  proveniunt,  si  i'-l-l  loco 
i  ponitur,  et  cujus  aequationes  singulae  numerum  variabiiium  duabus  unitatibus 
minorem  continent, 

Aequationes  differentiales  vulgares  inter  binas  variabiles  /t",  ^i  "■',  etc. 
ordinis  tamquam  aitxtäares  spectari  possunt;  dum  systema  aequationum  diffe- 
rentialium vulgarium  (a),  quae  sunt  primi  ordinis,  sed  inter  2(m  — «')  +  !  va- 
riabiles, tamquam  principale  considerari  potest.  Quod  systema  principale  si  per 
eliminationera  variabiiium  omnium  praeter  duas  earumque  differentialia  ad  unam 
revocas  aequationem  differentialem  inter  duas  variabiles,  ascendet  ea  ad  ordinem 
2(m  —  i)  neque  ad  minorem  ascendere  potest.  Ordo  autem  aequationis  cujusvis 
auxiliaris  pendet  ab  eo,  quod  inventum  est,  integrali  aequationis  auxiliaris  prae- 
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cedentis,  et  prout  hoc  vel  illud  inveneris,  ordo  major  aut  inferior  fieri  potest, 
qui  tarnen  ordinem  2  (m  —  V)  aequationis  prineipalis  numquam  egredi  potest. 
Quin  etiam  e  numeris  fi,  fi',  ...  existere  possunt  qui  evanescant,  ita  ut 
«na  aut  pluribus  aut  adeo  omnibus  integrationibus  auxiÜaribus  omnino  super- 
sedeatur. 


Integration em,  quibus  totius  problematis  aolutio  aecundum  methodum  propositani 
absolvatur,  decuraus  describitur. 

22. 

Si    totum  negotium    inde  ab  Initio  prosequimur,    iiic  erit   rei   processus. 

.Data  p,  ut  functione  ipsarum  p-^,  p^,  .  .  .,  p,^,  q^,  q^,  .  .  .,  q„,,  quae  est  aequatio 

difierentialis   partialis  proposita,    reliquae   quantitates  |)2,  j^s,  . .  .,  p„^  ita  deter- 

minandae  sunt  tamquam  functiones  ipsarum  5,,  5^,  .  .  .,  §„,,  ut  evadat  expressio 

Pidq^-^p^dq^-^ \-p„dq,,^, 

ipsa  qttoque  j:)i  per  (/i,  q^,  . ..,  q„,  expressa,  differentiale  completuro:  quo  facto  erit 
V  =  j\Pj^dq^-\-p^dq^--\ 'rP^.dqJ 

functio  ineognita,  aequationi  differentiali  partiali  propositae  satisfaciens, 

Gonditur  primiim  systema  aequationum  differentialium  vulgarium  sequeus : 

dp^        'öp,         dq^  öpj 

t^ff,    ~   ^Sa  '       <^2i    ~        3p2  ' 

dp^  dp^  dq^  öp^ 

(1)         dq^  Bq^  '       dq^  dp^  ' 

dp^^  dp^  dq^^^  öpi 

Cujus  systematis  si  est  integrale  quodcunqiie 

/.  =  «I' 
designante  ßi    constantem    arbitrariam,    ex  hac  aequatione    detcrminatur  p^  ut 
functio   quantitatum  p^,  p^,  .  .  .,  p,„,  q^,  q^,  .  .  .,  q,^,   mide  etiam  p,  ut  funetio 
eanmdem  quantitatum  determinari  potest.     Quo  facto,  conditur  systema  aequa- 
tionum  differentialium  vulgarium  sequens : 
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dp^  öpj  dq.j  6pj 


(2) 


dp^  8p  ^  dq^  8p  ^ 


dp^^^  8p^ 


^^m  '       '^Si 


Cujus  systematis  si  est  integrale 


fofmantur  expressiones 


dtp                  8p  ^    8<ji 

apj  d<p       dp^ 

8<p                  dp^    Sy 

8p^    8q^         dp^ 

8q^               8p^^  dq^  ' 

8qi'         8p^    8(ft'         dp^ 
^"  ^  'W^  öq,     6p^  -^-6^ 

8(p'                dp^   d<p' 

dp^    8ip'         dp^ 
dp^    8q^         8p^ 
etc. 

8<f'                dp^    8<f' 
dq^                 8p ^^   dq_^  ' 
etc. 

usque  dum  perveniatur  ad  functlonem 

a^-c,.-!)      dp^  e^(^-i)      dp^ 

SgiC"— 1'                    dp^    8(p'-f~''y 

f^"^            ög,         '     Sq,      8p,         '     8q, 

8p^    drp(f~'>          dp^ 

öyjc^-i)           dp,  ay<^-') 

8p,       8q,               dp^ 

dq^                      dp,^-     dq^ 

quae  per  antecedentes  ^,  (p',  (p",  . .  .,  ^''"''  et  ipsani  q,  exprimi  potest,  quod 
semper  evenit  pro  numero  //^2m  — 4.     Si  expressio  ipsius  ^'"'  est 

<p^^(q  ,   y,   <f',   qj'',   ...,   yf''"'!), 

tbrinatiir  aequatio  differentialis  ^"  ordinis: 

d  w  d^~  if  \ 


(?') 


dq^ 


'*">«..  f. -,i^. 


dq^   '     dqi. 


Cuius  integTale  quodcunque  si  est 


f.[i. 


d(p        d  ff 

dq^  '     dq^ 
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dcsignante  a^  constantem  arbitrariain,  formatur  aequatio: 

atqne  ope  uequationum 

/,  =  .„  /,  =  «, 

exprimuutnr  f-^,  p^,  p-^  per  p^,  p-^,   .  .  .,  p„,,   g,,  ^g,   .  .  .,   (/„, 
systeraa  aequationnm  differentialium  vulgarium  sequens: 


(3) 


* 

Sp, 

"!?. 

dp. 

dg, 

3S.' 

rf,. 

Sp, 

*. 

ay, 

iq. 

%, 

* 

S?i  ' 

dq. 

Sft 

*. 

.Sy, 

•ll,. 

3p, 

*/, 

35„.  ' 

dq. 

%., 

Quo  facto  conditnr 


Ciniis  systematis  integrale  si  est 


ibrmantur  functiones: 


dn        dp. 

dn         dp. 

an            dp. 

dn 

Sa 

dn        dp, 

8q^      apj 

an            öp. 

dn 

an'     Sy, 

an'     ay. 

an'           apg 

an' 

Sp, 

dn'        dp^ 

dn'              dp. 

dW 

etc. 
iisque  dum  perveniatui'  ad  i'unctionem 


nw 


ö^j,  örr'^- 


6q^      d2\ 

dp.,  an"-'' 

quae  per    antecedentes    Ji,  U',  Tl",  ....  Tl^'" 

existente  y ^2m  —  (i.     Quam  expressionem  etlam  53  tamquam  constans  afficere 


^ 

3s,. 

3P„ 

dp. 

anl- 

1) 

3p,. 

as. 

'   et 

ipsam    q, 

exprimi 

potest, 
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potest.     Scribcndo  igitnr  loco  Ji*"'  han«  exprcssiouem; 

eonditur  aequatio  differentialis  v"  ordinis: 

(3.)   ^  =  «■"(</„  n,  4^  ^""'^ 


Cniiis  aeqiiationis  integrale  aliquod  quodcunque  si  est 

n^  =  Constans, 
formantuL'  functiones 

öfi^      öjD,  eiT,  a?»3  5/7, 

5/7,'      ei?3  ö/i;  öp^  an; 

^  9  g,,  ßg^     ö/'^  dq      dp^^^ 

etc.  etc. 

Tisqiie  dam  perveniaiLir  ad  functionem  IIl'"\  quae  per  praecedentes  IT,,  H[, 
n",  ...,  Jjf/''^'^  et  ipsam  5,,  exprimi  potest,  rureus  existente  y' <  S-m  — 6. 
Qaac  expi'essio  si  est 

JT^'c^j,  n^,  n],  77^',  ...,  nf'^"), 
conditvir  aequatio  differentialis  *■'"  ordinis: 

cr'n,         , .,  /  (/J7,      ffn,  d''-'n,  \ 

^  agj^  I     \Jii       1'     ,/^^  f/gj  "i/'~    y 

CLiius  imuui  quaeritur  integrale  quodcunque 

/  dir,        d^J7,  (^'■'"^/Ij  -i 

desiguantc  (T.  constantem  arbitrariam.     Quo  invento  formatur  aequatio 

h  =  A(?3'  J^P  ■",'-  -'^1''  ■  ■  ■>  -"f'"")  =  «,,' 
et  ope  triam  aequatioaum 

/,  =  «„  /,  =  «.,   /;,  =  <>, 
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exprimuntiir  j3,,  pa,  p^,  p^  ut  functiones  ipsarum  p^,  .  .  .,  p^,  q^,  q^,  .  .  .,  q,„. 
Et  ita  porro.  Totum  negotium  in  has  iiitegrationes  desinit.  Scilicet  inventis 
per  methodum  assignatam  aequationibus 

/,  =  «„  /■,  =  «„  .  .  .,  4,-2  =  «™-.' 
in  qmbus  «i,  a^,  ...,  a„_9  sunt  conetantes  arbitrariae,  quamm  unaquaeque  a, 
functiones  /;+i,  ^,^2,  .  . .,  f^_2  neque  vero  ullam  eas  praecedentem  f\,  f^,  .  . .,  /) 
afflcit,  exprimantur  ope  harum  aequationum  et  aequationis  differentialis  partialis 
propositae  p^^  p^,  .  .  .,  p^_i  ut  functiones  ipsarum  p„„  q^,  q^,  .  .  .,  q„„  et  pro- 
ponantnr  aequationes 

'^■Pm  ^Pl  ^^».  ^P\ 

qiiac  qunm  diio  integralia  habeant,  sit  alterum 
^  =  Constans, 
et  formentur  functiones 

8<p        öpg    dip        öpg    dtp 

^?2  ^Sm    ^Pm  ^Pm    ^ff™  ' 

3ip'        dp^    dijj'        dp^    dtp' 

si  )!>'  est  fimctio  ipsius  ^p  ipsarumque  q^,  q^,  •■■,  q„,'- 

intcgretui'  aequatio  priini  ordinis: 


dip 


■-  n>' (.([,,  <py, 


si  vero  ip'  non  est  functio  ipsius  ip  ipsarumque  </g,  q^,  ...,  q,„,    certe   ent  ^" 
fimctio  ipsarum  ^,  yj'  et  quantitatum  q^,  q^,  .  .  .,  q,„: 

tp"  =  ip"(q^,  y>,  xp'), 
quo  casii  quaeratur   alterum  integrale  aequationis   differentialis  secundi   ordinis: 

quibiis  in  aequationibus  considerantur  5^,  q^,  .  .  .,  q,„  ut  constantes;  sit  integrale 
hiiius  vel  Ulius  aequationis 

(/f,  =■  Coiistaus, 
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designante  tp^  priore  easu  ipsai-um  q^,  ip,  posteriore  ipsariim  q^,  i//,  —~ 
functionem,  ae  restituatur  postei'iore  casu  i/^'  loco  —,—  in  fnnctionc  'tp,,  quo 
facto  formentur  nirsus  functiones 


ti 


^1z  ^?,„     ^P„,  ^P         ^5m   ' 

erit  aut  i/'i  ipsaruin  i/r,,  q.^,  q^,  ...,  g,„  aut,  si  hoc  locum  non  habet,  certe 
ip^  ipsamm  i/'^,  yj[,  q-^,  q^,,  ....  q^  functio;  quaeratur  Integrale  priore  casu 
aequationis 

posteriore  casa  aequationis 


^  Vi    _ 
dql  ^' ' 

siquidem    in    ii'['    loco    yj-^   ponitnr   --: — ,    ipsis    ^4,  5,,  .  .  .,  q,^   in    hac   vel   illa 
aequatione  consideratis  at  eonstaiitibus ;    si  integrale  qnaeKituin  est 
i/jg  =  Conatans, 

ac  posteriore  casu  in  y^  loco  -  ;  ■■  restittiitur  ifl,  iam  simili  modo  e  y^  de- 
ducatur  fnnctio  ip^,  ex  hac  ip^  et  ita  porro;  postremo  ex  inventa  fimctione 
'/'n,-s  formetur  functio 

Tm-s  dq^^^_^  dq^_^        6p^^        ■     6p^        Q^^      ' 

quae  si  est  ipsarum  W-S)  ?ni-i)  %  functio,  quaeratur  integrale  aequationis 
dip    , 

sin  minus,  formetur  adhuc  fimctio 

Öl/'4_ä  ^P-n:--\      ^'/'w-3  ^Pm-l      ^^'m~S 

erit   i/',''_3   ipsarum  V,„_s,  V-'m-ä;  ^lm-\i  C[,„  functio;   in   qua    si  loco   i/',',_^  ponitur 
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'""^  ,  quaeratur  integrale  aequatlonis  differentialis  secuiidi  ordinis 
in  hac  et  Üla  aequatione  considerata  5^  ut  constante;  sit  integrale  quaesitiun 

/.,-,  = «,.-. 

iii  quo  posteriore  casu  restituendum  est  ifl„_3  ioco  -7^- — ,  designante  a„_j  con- 
stantem  arbitrai'iam;  erit  inventa  fnnetione  f„,_i  totum  negotium  finitum.  Scilicet  ■ 
erutis  ex  aequationibus 

/,  =  «„     f,  =  a„     ...,     /._,  =  «„_, 
et  ex  aequatione  differentiali  partiali  proposita  ipsannu  p^,  p^.,  .  -  .,  j),,,  valoribus 
per  q,,  q^,  .  .  ..  q,„  expressis,  fit 

differentiale  exautum  atque 

V=  j{2>idq^+p,^dq^-\ i-p„dq„,\ 

integrale  aequationis  differentialis  partialis  propositae,  praeter  coiistantem  ar- 
bitrariam  additione  addendam  alias  m  —  1  constantes  arbitrarias  involvens  a^, 
ö-j,  .  . .,  a,„_i. 

Systemate  aequationum  differentialium  vulgarium  revocato  ad  unam 
aequationem  differentialem  inter  duas  variabiles,  ordo  systematis  secundum  huius 
aequationis  differentialis  ordinem  aestiraetur  sive  secundum  numerum  constantium 
arbiti-ariarum,  quas  integratio  eins  eompleta  secum  fert.  lam  si  aequationum 
differentialium  auxiliarium  systemata  omnia  ad  summum  ordinem  ascendunt,  ad 
quem  ascendere  possunt,  per  methodum  antecedentibus  propositam  quaerendum 

systematuni    aequationum    differen- 


est    unum 

int-egrale 

quodcunque 

2 

il 

systema 

tialium 

inter  duas  variabiles;   et 

quidem 

nniiis 

(2m- 

-2f 

ordinis, 

•luarum  (2m- 

-^r 

trium 

(-2m- 

-CO" 

■       ' 

m— 1  2"'       -       . 

Sed  systematum  aequationum  auxiliarium  ordo  pleramque  multo  inferior  evadit; 
qua  de  re  accuratius  dicetur,  m — 1  systematum,  quae  alia  post  alia  conduntur 
atqiie  respective  (2m— 2)*',   (2«i  — 4)",  .  .  .,  2"  ordinis  sunt,    slngulorum  nnum 
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integrale  quaerendum  esse;  atque  insiiper  pro  singiilis  systematls  (2m  —  3()" 
ordinis  formanda  esse  i — 1  systeinata  auxiliaria  alia  post  alia,  quae  ordinem 
(2m  — 2«')'™  iion  excedunt,  plemmque  multo  inferioris  ordinis  sunt,  et  quorum 
singulorum  unmn  integrale  investigandiim  est.  Methodi  hactenus  notae  pos- 
cebant  systematis  (2  m  —  2)"  ordinis  integrationem  corapletam,  quod  post  imum 
integrale  inventum  ad  integrationem  completam  aequationis  differentialis  vulgaris 
inter  duas  variabiles  (2  m — 3)'^  ordinis  redacitur,  Dicere  solebant  Änaiystae, 
se  aequationem  differentialem  integrasse,  quam  ad  integrationes  aequationum 
differentialium  inferiorum  ordinum  reduxerint,  Hac  mente  aeqiiatio  Üla  (2.m — 3)" 
ordinis  per  methodos  a  me  antecedentibus  propositas  generaliter  integrata  est, 
qtiippe  ad  aequatioiies  ordinis  (2m — 4)"  et  inferiorum  ordinum  reducta. 


Agitui-  de  deinonstratione  Theorematis  IV  §.  18,  quo  antecedentia  nituutur. 
De  inversione  operationum  differeiitialmm. 
23. 
.DeiTionstrandum  restat  theorema  IV,    quo  analysis  antecedens  tota  imii- 
titur.     Quam  demonstrationem^  paullo  altius  repetam. 

Sit    /  functio  n  variabilium  x,,  x^,  ...,  x„,    ac   proponantur*    duae    ex- 
pressinnes: 

A[/]  =  A, 
B[/]  =  -B, 

in    quibus  -A-^,  A^,  ...   atque  B,, 
fiinetiones  quaecunque.     Ipsae 

AM,  B[/] 
sunt  notationes  mere  symboücae,.  expressiones  notantes,  quae  post  eertas  ope- 
rationes  circa  functionem  /  transactas  prodeunt;  quas  operationes  primam  et 
secundam  dicam.  Subiiciamus  expressionem  B[/']  opei-ationi  primae,  expres- 
sionem  A[/']  operationi  secundae  et  expressiones  inde  prodeuntes  alteram  de 
altera  dedvicamus,  dico,  expressimiem, 

A[B[/]]-B[A[ni 
differentialia  partialia  secunda  functionis  f  non  continere,  sed  in  ipsam  formam 


It--. 

-^+- 

'^^2 

-A^, 

1^--. 

^+. 

-«..^. 

'„  B„  . . 

.     SlUlt 

datae    ipsarum    Xj 
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redire: 

Nam  in  altera  expressione 

evoluta  multiplicatur    -g— /—  per  A;ZJ;  atque     „    ^ — ,  si  i  et  k  inter  se  diversi 

sunt,  per  A-ßt  +  Äi,Bi;  altera  vero  expressio  quum  de  altera  prodeat,  A  at  B 
inter  se  permutando,  quo  coefficientes  illi  non  mutantur,  ex  utriusque  expressionis 
differeiitia  terminos  illos  prorstis  abire  patet.  Eruitur  pon-o  in  aequatione 
inventa 

A[B[/]]-B[A[/]]  =  C[/] 
ter'minus  generalis 


a 

dB             dB-                   dB. 

SA.             SA.                     SA. 

— -ß, -„-^  — R^^ B  -^ 

1  Sx^          ^  öx^                  "  öui^ 

Statuatur  generaliter 

A'[/]  =  Ä[A"[fl], 

ita  nt  Sit: 

A.\f]  =  A[A  [fll, 
A'[/']  =  A[A'[/]1, 

ac  simili  modo  sit  generaliter: 

B'[/]  =  B[B'  ■[/]]. 
porro 

B'A'[fl  =-  B'[A'[/]L 
A'B'A'[/]  =  A[B'A'[/]], 


ita  ut  obtineatur  ex.  gr.  expressio 

si  functio  /  siibjicitur  i  vicibiis  iteratis  operationi  primae',  ^expressio  proveniens 
/;  vicibus  iteratis  operationi   secundae,    expressio   proveniens   /    vicibus  iteratis 
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rarsus   Operation!  primae,    expressio   proveniens   m  vicibus    iteratis  rtirsus    opiv 
rationi  secundae.     His  positis  siippoiiamus,  expressionem 


3B      .       SB. 

dB. 

■■  +  A,-.— 

dA.            dA. 

dA. 
.  —  B  -.-'■ 

identice  evaneseere   pvo  qnolibet  ipsius  {  valore,   erit  identiee,  quaeciinque  sit 
/'  f'unctio, 

AB|y]  =  BA[/], 
sive  duarum  operatiomim  ordo  intei-verti  potest.     Unde  deduci  potest  Theorema 
generale,  expressionem 

B"A'B'A'[/'] 

eandem  evasnram,  qincimque  sit  operationum  ordo. 

Ad  demonstrandani  Propositionem  praeeedentem  generalem  observo,  fiei'i 

B'A[/]  =  B'-'BA[/]  =  B'^'AB  [/] 
=  B'"''BAB  [fl  =  B"AB'[/'] 
=  B'-"BAB"[/)  =  B"AB"[/] 
=  B"BAB'[/]  =  B'-'AB'[/] 


=  BAB'-'     [/]  =  AB'[/]. 


B'a'[/]  =  B'AA'-'[^]       »=  AB'A'-'[/]  —  AB'AA'"'!/] 
=  A  AB'A'-'C;']  =  A'b'AA'^'i/] 

=  a'ab'a'-'[/]  =  a'b'aa"[/] 


=  A"B*A[fl      =  A'  'AB"[/]  =  A'B'[fl. 
Hinc  etiain  enjitni' 

A'jfk'lf]       =A'AB*[/]      =A'+'B'[/-]      =B*A"[/] 
B-A'B'A'[/]  =.  B-B'A'-f'[/]  =  B'+'A^tfl 
=  A'+'ß-+'[/]. 
üiide  Propositio  demonstranda.  patet. 
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Formula  §.  aiitecedente  iiiveiita  alia  via  confirmatur. 

24. 

Propositio  inventa,  si  6'-  =  Ü  pro  quolibet  ipsius  i  valore,  fieri 

AB[/]  =  BA[/], 

his  considerationibus   contirmatur.      Sint  x^,  x^,  .  .  .,  a.;,  i'unctiones  dLiarum    va- 

riabilium  t  et  ii,  quae  neque  in  ipsa  f,  neque  praeterea  in  ipsis  A;,  Bi  inve- 

niantur  explieite.     Quas  funetiones  supponamus  determinari  per  aequation^: 


(1) 


~dr^^"     ~dr^^-"    ■  ■  ■'    '~ai' 

du  ''  du  :>'■■■'         Q^^ 


Quae  aeqtiationes    ut  locum   habere  possint,   fieri  debet  pi'o    quolibet    ipsius    i 
valoi'e : 


Sequitur  autem  e  (1): 


dB.        BA. 


^  =  ^lfl      |^  =  ß[n, 


unde  ctiam 

^  =  BÄ[/],,     -|"-=iB[/J. 

Quae  expressiones ,    quum  ditferentiationum  secundum  t  et  u  institutarum  ordo 
inverti  possit,  inter  se  aequales  existunt.     Quod  est  Theorema  propositum. 

De  usii  formiilae  iovoiitae  iu  integiatione  aequalionum  ditt'erentialium 
partialium  lineavium. 
25. 
Antecedentibus    erat   /  fiinetio    quaecunque.      lain   supponamus,    esse  /' 
integi'aie  aequationis 

.^^-i-A  --^A h/1  -^ 


CD    0  = 


sive  esse  /'  functionem  talem,  ut  identice  habeatur 

Hf]  =  0. 
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lam,  st  nirsus  B^,  B^,  ,  . .,  B^  sunt  functiones  i'psm-um  .r,,  x.^,  . .  .,  x„  tales,   ut 
pro  quoUbet  ipsius  i  valore  identice  sit 

dB.  dB.  dB 

BA.             dA.  dA. 

^B^-^  —  B, -^-^ ß„  -^--^  , 

sequituT  e  Fropositione  demonstrata,  etiam  funcHonem 

esse  aeqiiatbnis  (1)  integrale,   sive  generalius  functionem  B"'[/'].      Quippe   qnod 
ut  fiat,  identice  esse  debet 

AB'"[/]  =  0. 
Sed  qiiLim  sint  quantitates  C',.  =  0,  fit  identice 

K\r[f]  =  B"'Ä[/], 
quae  expressio  identice    evanescit,    quum  ex  hypothesi    expressio  A[/']  identice 
evanescat. 

Fieri  potest,  ut  expressio  B[/]  et  ipsa  identice  evanescat  sive  constanti 
aequalis  evadat.  Quod  vero  si  locum  non  habet,  eognitis  ipsis  B^,  B^,  . . .,  B„, 
e  quovis  integrali  aequationis  (1)  ^  =  /  alterum  50  ^  B[/]  deduci  potest,  ex 
hoc,  posito  novo  integrali  in  locum  prioris,  tertium  ^  =  B  [/']  et  ita  pori'o. 
Sed  qnum  constet,  aeqiaationem  (1)  plura  quam  n  — 1  integralia  non  habere  a 
se  independentia,  habemus  Propositionem, 
si  pro  quovis  ipsius  i  valore  Sit 

0  = 


dB.         dB. 

SB, 

dA.             dA. 

SA 

dx            ^   dx.,                    "   da: 

= 

inter  functiones  f,  B[f],  B"[/'],  ...,  B"""  [/]  unam  vel  plures   aequationes 
dari,  quas  ipsae  x^.  x^^  . .  .,  x„  nwi  ingrediuntur. 
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Anteccdentium  in  aequationes  problematis  propositi  applicatiü.     Tlieorerna  generale 
expressiones  {(f,  ip]  concernens. 
26. 
lam  ipsis  A^,  A^,  . . .,  A„,  B,,  B^,  . . .,  B^  valores  qiiosdam  tnbiiamus  par- 
ticiliares, quibus  fit,  ut  expressiones  C^  omnes  ejusdem  funetionis  evadant  diffe- 
i-entialia  partialia.      Quam  deinde  expressionem  si  evanescere   statuimiis,   etiam 
ipsae  C;  pro  omnibus  ipsius  i  valoribus  evaneseunt,  qiiae  est  conditio  reqtiisita. 
Initio  aiitem  generaliorem  Propositioneni  condam.     In   finem  propositum  pono 

n  =  2  m, 
atque    in   loco    variabilium    independentium   x^,  x^,  ...,  x„    inti'odiico    systema 
(hipiex   variabilium 


atque  statuo: 


A[fl 


nn 


-<^^< 

■■-<'k 

^<4k-< 

-<€ 

3},          ■ 

-<"!: 

dp, 

-^■^: 

AB[fl-BA[/]  -  Cl/J 


^c 


3q, 


-^l7-'^|^--^€- 

Bis  positis,  fit 

c;" 

(    ,  eB'           ,    öB"           ,   dA'           ,    DA' 
JS   4    .   •    +Al    .   •        B*         '        B'         ■ 

C^ 

1    .  dB':          ,    dB'          .  dA]          ,   dA] 

=  SiAl^^  +  Al-T^—Sf.-^-^-B]^,-^ 

,    {    '    dg,.                 öp,            ^    öq,                 op. 

idem    ipsi  ic  sub   sigiio   ^  valorei^    1,  2,  .  .  ,,    m  trlbumitiir.      lam    ut   ex- 
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pressiones  sub  signo  ^  evaclant  differentialia  partialia  ejusdem  expressionis,  statuo 

*        ^Pk  '        *  ^Qk  ' 

B"  =  -^-        5^  =  -.-^ 
unde 

Unde  etiara  permiitando  A  et  B,  <p  et  ifj  fit: 

„   a^"          ,  dB".           ^  Sq~~%>,' 
ß« '_ A  '_  __  i'^ ^« 

ideoqne 


9p. 

Permiitando  p  et  g,  Tinde  simiil  pennutari  debent  A    qX  A  ,  B    dB,  mutatiir 
etiam  C/    in  C^.     Unde  formnia  praecedens  suppeditat  permutando  p  et  q: 

Designaho  sequeatibus  per  [/",  y]  expressionem  seqiteritem: 

\f  „1  =  ^f   ^y  I  ^^   ^y  1  -  I  ^f   ^y 

Bf     d<p         df     d<p  df     d<p 

Bp.^    dq^         dp,^    8q^  dp^_^   dq^^^  ' 

unde  eiit 

[f,n  =  o,  [f,<f]  =  -[9,f]- 

Qua  introducta  Tiotatione    iam   erit  pro  iis,    quos   ipsis   /!,,  Bt,  A^,  ß,    valores 
tribuimus: 

A[/]  =  [/,  9], 
B[/]  =  [/,  -p], 
AB[/]  =  [[/,  ¥■],  f\, 
BA[A]  =  [[/,  <f],  <PV 
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Porro 

(f  =  —  _.^_.[V_'_^_  t''  =  ■-^^-'-'^  . 

'  dp.       '  '  dq. 

Quibus  snbstitntis  valoribus,  lit 

<:m  =  ilv,  V],  /■]. 

Unde  tandem  formula  supra  inventa 

AB[/]-BA[/]  =  C[/] 
in  hanc  abit: 

[[/■,',"],!fl-[[A9>],*l  =  [[?>,  V],/l; 

quae  concinnius  sie  exhibetur: 

IK »],  fi+[[T.  *].  n+W'p,  n,  5=1  =  0, 

sive  habetur 

Theorema  V. 
Generaliter  designeiur,  quaecunque  sint  R  et  S  ipsarum  q,,  q^,  . .  .,  q,„, 
Pif  Ps,  ■  ■  ■,  p„,  functio7t€s,  per  Signum  \R,  S]  }mec  expressio: 

_  _dR__dS_    _dR__dS_  SR   ds 

'-    '     -•  6q^    öpj         dq.^    dp. 2  dq^^   dp^^ 

_^_dS___d^_dS__  _         dR     OS 
Bp^    Bq^         8p^    dq^  Bp^^   dq^^^  ' 

ponahir 

\q,,ip\  =  F,      [</y,/]  =  *,       \_f,<f\  =  »P, 
erit  ulent'ice: 

[f,  fl+t*.  »]+[f,  *]  =  0- 
Quod  est  gravissimum  Theorema. 

De  systemato  aoquatioiium  differentialiuin  vulgariiim,  quod  aequationi  [/,  y]  =  0 
respondeat,  de  eiusque  tei'tio  integrali  e  biiiis  qiiibuKlibet  iiiveuicado. 
27. 
Sit  /  data  functio,  erit  aeqnatio 

[/,  f  J  =  0 
aequatio  diff'erentialis  partialis,   cui  functio   5p  satisfacei-e  debet,      Ätque  notum 
est,  obtineri  omnes  functiones  5p  aequationi 

8f     dg)  df     d(p  Bf     drp 


(1) 
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satäsfacientes ,    si    quaeruntur  integralia    systeniatis    aequatioimin    difFerentialium 
valgarium  sequentis: 

j  rfp,   ;    dp,j  :•■■  :  dp^^  :         dq^  :        dq^    :■■■■.        dq^ 

(2)  !     IL. IL. ....IL. ?f ?L...... .3I_. 

(  ö(/^  '   dq^  '        '   dq^^  '         dp^  '         Bp^  '        '        dp^^^ 

Quoties  enitn   liiiius  systematis    aequationum  differentialiiim  vulgarmm  integrale 
quodeunque  est 

q>  =  Coiist. , 
erit  if  functio  aequationi  (1)  satisf'aciens.     Tarn  sit 

1^  ^  GoBst. 
alterum  Integrale  quodcLinque  aequationum  (2),  erit  identice: 

K»]  =  o,   [/■.  v]  =  o, 

sive,  si  notationem  §.  antecedente  adhibitam  rursus  adhiberaus; 

*p  =.  0,    *  =  0. 
Hoc  autem  casu  aequatio  identica  Theoremate  V  proposita  in  lianc  abit: 

[/,  n  =  0, 

Unde  sequitur,  aequationum  (2)  integrale  quoque  esse 

F^[^;  t/>]  =  Const.; 
sive  habetur 


Theorema  VI. 

Sint 

(f  =  Const.,      yj  =  Const. 

duo  integralia  quaecunque  aequatiorium 

dp    :    dp,  ■■■■ :  dp^    :        dq    :         d.q^  : 

■■■■■        •*«■ 

_  _SL.JL.....1L. K. ^.. 

.         Sf 

e)-ii  aequatio 

Com..  =  If,  V.]  -  #■#  +  ##  +  ■■ 

6(f     dip 

öy     Btp          3(p     Btp 
öpi     aj,          Bp^     öq^ 

Sp~  dq^ 

tertium  integrale  eiusdem  aequationum  differeatialium  vulgarium  systematis. 
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Dilucidationes  circa  Theovema  §.  antecedeiite  pvopositum. 
28. 
Antecedeiitibas  evenire  potest,  ut  functio  [5p,  v]  in  quantitaten»  c-oji- 
stantem  sive  generalius  in  ipsarum  5p  et  -i^  fnnctionem  abeat,  quo  casu  e  duobiis 
integralibns  inventis  tertium  ratione,  quam  Theoremate  praecedente  indicavi,  non 
derivatui'.  Sed  observo,  hos  casus  tantuin  ut  exceptionales  conslderandos  esse. 
Generaliter  dicere  debemus,  e  duobus  integralibus  aequaHonum 

dq^  :    dq,^  :■■■:  dq^^^  :        dp^  -.        dp.^  :■■•:        dp  ^ 

deduci  passe  p&i'  solas  differeiOiationes  tertium,  ex  hoc  combinato  cum  duobus 
propositis  quarium  et  qumium,  etc.  etc.,  ita  ut  e  datis  duobus  integralibus  per 
solas  operationes  diferentiationis  per  partes  cuncta  deducantur  propositi  aequa- 
tionum.  diferentialium  tmlgarium  systematis  integralia.  Scilicet,  si  aequationum 
propositariim  integralia,  quorum  numerus  2m^I,  haec  sunt: 


.bus  ßj,  ßg,  .  .  .,  Ö3,„_,  constantßs  arbitrarias,  quae  ipsas  functiones  %i,, 
«a,  ...,  t*B,„_,  non  ingrediuntur,  erit  expressio  gene^'aUs  ciuorum  integraliiim: 
0  (Mj,  Wg,  . . .,  ^^„,_-i)  =  Const,, 
0j(m,,  Mg,  ...,  M2„,_i)  =  Const. 

Ac,    nisi  functio nibus  0,  0^  formae  quaedam    particulares   conciliautur,    senipt-r 
eveniet,  ut  ex  bis  duobus  integralibus 

0  :=  Oonst.,  0j  =  Const. 
per  niethodiim  Theoremate  praecedente  propositam  identidem  repetitauj  cuncta 
integralia  proveniant.  Ac  reapse  semper  infinitis  inodis  bina  ejusmodi  integralia 
®=Gonst.,  0,  =  Const.  assignare  licet,  e  quibus  per  operationes  propositiis 
cuncta  reliqua  derivai'i  possunt.  Id  quod  eo  majoris  momenti  est,  quum  sy- 
steraa  aequationum  differentialium  vulgarium  propositum  idem  est,  cuius  inte- 
gratio  motum  suppeditat  numeri  cuiuslibet  punctorum  materialium,  quae  vii-ibus 
quibuscunque  attractionum  'seu  repulsionum  sollicitantur,  ac  praeterea  quibus- 
cunque  conditionibus  subiecta  sunt.  ■  Ad  Theoremata  antecedentia  V  et  VI 
pei-veni  neccssitate  quadam  cnactus,    diun  inquirereui,    quinaui  sit    aequatioiiuüi 
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(a)  §.11  habitiis  et  quaenam  compositio,  cLuibns  eveniat,  ut  omnibus  simul  una, 
eademque  functione  jj;_|_i  satisfacere  liceat.  Nam  hoc  fieri  posse  aliunde  con- 
stabat,  quum  satis  notum  esset,  extare  functionem  V  aequatioai  dlfferentiali 
partiali  pi'opositae  satisfacientem,  quae  m  —  1  constaiites  arbitrarias  involvat, 
unde  etiam  patebat,  iiiveniri  posse  praeter  aequationem  ülam  propositam  alias 
m  — 1  aeqiiatioiies'  inter  quantitates  ^i,  q^,  .  .  .,  §„,,  ^i,  p^^,  .  . .,  p„,,  totidein 
constarites  arbitrarias  involventes.  Hinc  rursus  concludis,  semper  darl  functionein 
pi+i  aequationibns  (a)  omnibus  simul  satisfacientem  eamque  continere  posse 
constantem  arbitrariam.  Inquirens  auteni  in  conditiones  possibilitatis  eiiisinodi 
integrationis  simultaneae  quum  ad  Theorema  fundamentale  VI  delapsus  essem,  ■ 
ingenue  fateor,  Theorema  illud  me  per  aliquod  tempus  pro  invento  plane  novo 
habuisse.  Quid  enim  magis  mirum  fingi  potest  ac  paene  fidem  superans,  quam 
quod  inde  sequitur  et  mox  videbimus,  m  omnibus  problematibus  mechanids,  in 
quihts  virium  vivamm  conservatio  locum  habet,  generaliter  e  duohus  intep-a- 
libus  ■praeter  principium  illud  inventis  reliqua  omnia  absque  ulla  ulteriore  inte- 
graiione  inveniri  posse?  Hoc  Theorema  quomodo  notum  crederes,  quum  in  nuUo 
Traetatu  Meehanico,  in  nullo  Tractatu  Aiialytieo,  in  quo  de  integratione  aequa- 
tionum  differentialium  agitur,  reperiatur,  quum  tamen  ubique  tamquam  smnmum 
Calculi  Integrahs  inyentum  circumferri  deberet.  Ättamen  inventum  illud  — 
ipso  nescio  auctore  dicam?  —  inde  ab  annis  novem  et  viginti*)  factum  est  ab 
Hl.  Poisson,  quippe  quod  prorsus  idem  est  atque  Propositio  illa,  in  formulis 
eiu3  perturbatoriis ,  quibus  differentialia  elementorum  perturbatorum  lineariter 
exprimuntur  per  differentialia  partialia  functionis  perturbatrieis  respectii  elemen- 
torum sumta,  coefficientes,  per  quos  differentialia  illa  partialia  functionis  per- 
turbatrieis multiplicantur,  et  quorum  formatio  eadem  atque  expressionum  [f,  i//] 
a  viro  111.  inventa  est,  a  tempore  t  liberos  esse  sive  solorum  elementorum  esse 
functiones.  Quae  Propositio  vix  pro  nova  et  memorabili  habebatur;  nam  quum 
formulae  perturbatoriae  Lagrangianae  et  Poissonianae  aliae  aliai-um  iiiversae 
sint  et  qimm  de  suis  formulis  III.  Lagrange  iam  coefiicientium  a  tempore  in- 
dependentiam  demonstrasset,  res  sponte  de  Poissonianis  fonnulis  patebat  seu 
certe  Mathematicis  nihil  habere    videbatur,    quod  admirationem    movere  possit. 
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Scilicet  sola  formatio  differentiallum  elemeatoniin  perturbaton im  cui-abatur,  et 
qxuim  ibrmulae  Lagrangianap.  cum  in  iinem  commodiores  censerentur ,  for- 
mulae  Poissonianae  et  Propositio  illa  stupenda  nonnisi  ut  propter  demonsti-a- 
tionia  difficultatem  meinorabilee  obiter  citabantur.  Nemo,  quantiim  scio,  sus- 
cepit,  Propositionem  illam  per  se  examinare,  niillo  ad  theonara  perturbationum 
respectu  habito,  quod  si  quis  feciaset,  fugere  eiim  non  pottiisset,  quaiitum  sit 
eiue  in  tractando  imperturbaio  probleniate  momentum,  eamque  esse  totius  Me- 
ehanicae  Analyticae  gravissimam  Propositionem,  cuius  analoga  per  totum  Cal- 
ciilum  Integralem  non  extat.  111.  Lagrange  dum  in  Mech,  Anal.  (Vol.  U, 
sect.  VIII,  art.  6)  memorat,  in  formulis  pertiirbatorüs  Poissonianis  coefficientes 
differentialium  functionis  pertiirbatricis  a  tempore  independentes  esse,  „sed  de- 
monstratio directa",  addit,  „hxiiiis  proprietatis  singularis  fit  perdifficilis,  nti  videre 
licet  in  palchra  commentatione  Cl.  Poisson  inserta  tomo  VIII  Diarii  Scholae 
Polytechnicae,  ac  nemo  unquam  fortasse  eam  qiiaesitum  ivisset,  nisi  antea  con- 
stasset  de  veritate  hviius  Theorematis".  Videmus  ipsum  summum  magistrum  ne 
suspicatum  quidem  esse,  quid  sit  id,  quod  re  vera  Theorema  singulare  reddat. 
Habemus  hie  praeclarum  exemplum,  nisi  animo  praeformata  sint  problemata, 
fiei-i  posse,  ut  vel  ante  ociilos  posita  gravissima  inventa  non  videamus.  For- 
maverat 111.  Poisson  e  binis  integralibus  per  düferentiationes  partiales  coeffi- 
cientes formularum,  quibus  elementorum  perturbatorum  differentlalia  expnmuntnr, 
eosque  a  tempore  liberos  esse  doeuit.  Sed  quiim  animi  Mathematicorum  toti 
in  formulas  perturbatorias  intenti  essent,  huius  inventi  id  tantimi  ut  memorabile 
notabatiir,  coefficientes  foniiularum  perturbatoriarum  a  tempore  non  pendere, 
non  id  multo  magis  admirabile,  e  binis  integralibus  per  differentiationes  par- 
tiales formari  posse  expi'essionem  tertiam  a  tempore  non  pendentem.  Cuius- 
modi  tarnen  expressio  generaliter  est  tertium  integrale.  Putabatur  ea  Propositio  . 
nibil  novi  suppeditare  ultra  Lagrangiana  inventa,  quum  Propositionis  Lagran- 
gianae,  qiiae  tamquam  aequivalens  considerabatur,  in  imperturbato  problemate 
omnino  nuUiis  usus  sit,  nisi  quod ,  uti  ipse  autor  eiusmodi  usum  cii'cumspiciens 
Innuit,  eius  Propositionis  ope  examinare  liceat,  an  inventae  expressiones  coor- 
dinatarum  per  elementa  et  tempus  iustae  sint.  Ät  Propositio,  ad  quam  diffe- 
reiitialia  elementorum  perturbatormu  directe  quaerens  pervenit  111.  Poisson, 
sammi  momenti  est  in  indagandis  ipsis  problematis  imperturbati  integralibus, 
eique  tamquam  fundamento  superstruere  contingit  theoriam  plane  novam  inte- 
grationis  problematum  mechanicorum,  in  quibus  principium  conservationis  virium 
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vivai'iim  valet,  ac  generalius  omnium  problematum,  quae  ad  iiitegrationem  aequa- 
tionis  differentialis  pai-tialis  primi  ordiuis  revoca,ri  possunt,  ad  quae  demonstrari 
potest  etiain  problemata  isoperimetrica  maxiine  generaliapertinere.  Et  quamvis 
fere  totnm  hoc  opusciilum  illo  innitatur  fundamento  ac  maxime  versetur  in  emi- 
cleandis  proprietatibus  functionum  \(p,  ip\,  quae  tertium  integrale  formatuiii  e 
diiobus  propositis  sive  coefficientes  fonnulanim  pertiirbatorianim  ab  111.  Poisson 
traditarum  suppeditant:  tarnen  longe  abesse  credo,  ut  oninia  exbauriat,  quae  ex 
hoc  fönte  in  integrationem  aequatioiium  differentialium  dymimicarwm  redundai-e 
possint,  immü  plurima  gravissima  cwas  posteriores  exspeetant. 

Qnum  omnibus  casibus  et  utile  sit  nee  elegantia  eareat,  Propositiones 
omnes  ad  meras  identitates  revocare .  Theorema  VI  tamquaui  CoroUarium  de- 
duxi  de  aequatione  identica  nova  et  simplicissima,  quam  Theoi*einate  V  pi'o- 
posui  et  quae  ad  alias  quoque  quaestiones  usni  esse  potest.  Revertimur  ad^ 
propositum. 

Demoiiüti'atio  Theoi'cmatis  lY, 
29. 
Ex  Theoremate  VI  deducamus  Theorema  IV,    quod  demonstratu  propo- 
sitLim  est,  et  quo  nova  methodus  nostra  aequationes  differentiales  partiales  primi 
ordinis  inter  nuraerum  .quemeunque  variabilium  integrandi  innitebatur. 
Docet  Theorema  VI,  si  identicc  sit 

\f.  <f\  =  0,    [/;  ü.]  =  0, 

füre  etiam  identice 

[/,  [f,  '/']]  =  0- 
Unde  rtiam  permntando  y  et  /  sequitur,  si  identice  sü 

[<p,  /]  =  0,      [»,  V']=0, 
fore  eiwia 

[»,  U,  'p]\  =  0. 

Designantibus  h  et  X  binos   quoscunque  e  numeris    1,  2,  3,  ....  ?'  inter 
se  diversos,  statuamus,  functionem  /  e  variabiHbus  5,,  q^,,  .  .  .,  q,,  p,,  ps,  .  .  .,  p,- 
tantum  continere  duas  q,,  q)_,  ac  praeterea  functioni  <p  adliuc  tenrlinum  — p^, 
functioni  xp  terminum  -—'pi  additione  iunctum  esse,  ita  ut  sit: 
&f_  _  ±f__  ^    Biß  ^   d<P  ^Q^ 

^l'x  ^Pi  "^l'i  ^Px  ' 

7* 
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Hinc  erit 


b,  n 


[•p,  n ' 


3f 


J3jp_ 


porr 


(3) 


1  -t- 


Jl ,  S,p  df 

df  dif  af 

a/     I  a»  a;* 

df  dxp  •  5;^ 


3q,+,        Sp,_^i   %.+a 


dtp  df 

d^Jf_ 

^P,„  ^9,„  ' 

dip  df 

dqi  dip 

6y  dip 

^Pm  ^1m 


Quibus  ipsanim 

[V,  fl      ['/',  /],      [V^.  ^.1 
valonbus   substitutis.    doeet   Fropositio   praecedeiis,    designantibus   (p  et  ip  tales 
ipsarum  q^,   q^,   q^^j,   q.-,_^.^.   .  .  ..   q„,,  p^+i,  p^+i,  ■  •  -,  p„,  functiones,    quae    satis- 


faciunt  aequatimii 

0  = ?^ 

d^ 

dip        a<y 
ai',+1      a5^._^ 

ai/,             ay   a./. 

Sg, 

^    S?.H- 

%+>           3,.,  ap., 

Bf 

d^ 

dip            df 

dip                    dif     dip 

fll. 

,  a?,^,      ay,^ 

a?,+s                 a;),,^   dq^^^ 

uhi  Sit 

f=F 

inUgraU  aegmitionis 

0  = 

3F           d<f. 

dF  ^   ^  a»  dF 

dF 

dip 

dF           3y 

a«,+,      a?,+= 

öF             d<f   dF 

fore  expressionem 

F  = 

dtp 

df     ,    a* 

^f          +        +    ^'/'        5^ 

-|7- 

dip 

a/        ai/. 

S/                       öl/'     0/ 
8<!i+.                 dp,,,    dq,,^ 
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eiusdem  aequationts  altm^um  integrale.  Quod  est  Theorema  IV,  siquidem  loco 
y>  et  ip  scribitur  p^  et  p^  atqne  if  loco  7'',  Unde  iam,  quae  deraonstranda 
restabant,  demonstrata  sunt. 


Qunin  antßcedciitia  forma  quarta  uoiiclitionum  integvabiUtatis  innitantiir,  iam,  ut 
problema  variis  i'ationibus  condatüv,  reditur  ad  formam  primam. 
30. 
Metliodo  integrationis  propositae  dilucidationes  addam. 
Sit 

designante  a  constantem,  aequatio  difl'erentialis  partialis  proposita ;  inventae  sunt 
per  methodum  propositani  aequationes 

/,  =  «„  /,  =  «„   .  .  ..  4_,  =  «,._„ 

e  quibus,   propositae  iunctis,   determinandae  ei-ant  p,,  jj.^,  .  .  .,  p,„  ut  ipsarum  §,, 

li:  •  ■  ■',  Im  functiones.     Eratque 

/■          functio  ipsaram  ^,,  ^j,    p.^,    p^,     ,    p^,  (j,-     q.^,  ■  ■  -,     q„^, 

fj         functio  ipsarum     a.    p^,    p^,    p^,     ,   p_^^.,  q,,     q^,  .  .  .,    q^^^. 

f^         functio  ipsarum     a,    a,,    p^,    p^,     ,    p^^,  q^,    q.^,  .  .  ..     q^, 

f^         fonctio  ipsanira     «,     «,,     a^,    j)^     '    f,„'>  2i'     li'  ■  ■  ■'     ^„.' 

fm-i    ^inctio  ipsaram    a,    a^,    .  .  .,    a,^_^,    F,„_p    P»,'    ?i'    ^2'    ■  ■  ■'    5™) 
/^_j     functio  ipsarum     a,     a^,     .  .  .,     a„_g,     <^,„^^!     P^,     ?it     §2'     ■  ■  -:     q^- 

Qüantitates  ttj,  %,  .  .  .,  «,„_,  sunt  Konstantes  arbitrariae,  a  est  coiistans  data, 
quam  nuUitati  aequiparare  licet,  quam  tarnen  nnifoi'mitatis  gratia  conservo. 
Determinatis  ex  aequationibus 

ipsis  pi,  j3j,  .  .  .,  p;  per  p>i+i,  Pi+Si  ■  ■  ■■,  Pmi  ?i)  93!  ■  ■  ■-,  ?»)  functio  /J  numero  i 
äequationum  (rf)  §.  17  identice  satisfaciebat,  unde  etlam  functio  /*,+i!  ^^  aequa- 
tione  f^:=  a,  expressa  per  Pt^^s  Pt+zi  ■  ■  ■;  Pmi  1i>  Qst  ■  •  -i  5™?  satisfaciebat  i 
aequationibus  («)  §.  11.     At  si  ope  äequationum 

non  p,,  P2,  ■  ■  .,  Pi  per  reliquas  qüantitates  p^+i,  Pi+^t  ■  ■  ■;  P,„t  ffn  9s)   ■  ■  ■■  9«, 
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sed,  qiiemadmodum  In  Theoremate  I  §.  0  faijtum  est,  e  primis  i  qiiantttatum 

Pn     l'i.     Pv      ■   ■   ■'     l^m^      ?!'      ^2'      ■    ■    ■'      5« 

uoaqaaeqne  per  insequentes  exhibetur,  ita  ut  ex  aequatioiie  f^a  exprIinatLU' 
]}^  per  'p^,  p^  etc.,  e  /^  ^  a^  exprimatiir  p^  per  p,,  p^  etc.,  e  f^  =  (^-2  exprimatuf 
Ps  per  p4,  ^5  etc. ;  tum  vidimus  initio  huius  commentationis  numenam  i  aequa- 
tioniiTO  («)  cum  totidem  convenire  sequentibus: 


0  = i^ 

3?, 

aj,    '    ap. 

ajj, 

0  =  — i^ 

3«.      '     3p, 

a?.     '   '  '  ay.  a,. 

% 
*i,« 

ap,+s        S(;,.^3 

3?,+,            ay,  a,v, 

0  = #±- 

<>P,+,   ,       ,    *,    ay,^, 
a?«            ay.,   ag. 

,     *, 

By, 

a?,«      % 

%+,            %  ay,^, 

■^  a,,^, 

%+, 

a?,«      3},^, 

aPi+,               %,.    3?, 

Qiiae  sunt  ipsae  aeqiiationes  (a)  in  Theoremate  I  propositae,  siquidern  in  Theo- 
remate illo  statuitur  k  =  i+1  atque  loco  i  suceessive  ponuntur  numeri  1,  2, 
3 (',     E  quibus  ipsis  aequationibus  (a)  supra  aequationes  (ci)  dediict-ae  sunt. 

Inti'oductis  i'unctioiiibus  f,  quae  in  solutioiie  problenmtis  siugulae  conslantibus  aequantur, 
aeqiiatiouibus  supra  adhibitis  forma  communis  [/,■/(,]  =  0  concilJatur. 
31. 
Multiplicemus  i  aequationes  praecedentes  per 

df-     df         df.     df,  df,     df._, 

dp.^^    dpj^  '       ^Pi+i    öpj  '     '  ■  ■'      dpi^,     dp.     ' 
atqiie  sola   in   eas   differentialia    partialia   iunctioniun    f,  f\.  f.^,  ....  f,    introdu- 
camus,   qiiod  per  aequationes 

/  =  «,  /,  =  «„  /,  =  «„   .  .  .,   /;  =  «, 

licet.     Quo  facto  induent  aeqnationes  praecedentes  hanc  formani: 
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0            f 

Bf            Bf 
B'h          Bp, 

Bf 

af 

Bf                    Bf 

Bf 
B%. 

Bf 

Bf, 

Bf 

Bf,                    Bf 

Bf 

Bl„ 

BP,^, 

%,+. 

äft+j                 S«.. 

3r.  • 

«-^ 

Bf          Bf, 
ä«,  ~'"    Bp, 

Bf 

Bf, 
-^    Bp. 

Bf,      ,        ,     Bf, 
Bl,                  Bp„ 

Bf, 
Bl,. 

BP,+ 

Bf, 

Bf,                   Bf, 
6p^  „                   dq^^^ 

Bf, 
Bp.  ' 

-If 

Bf   ^  Bf,^, 
B'J,        Bp,^, 

Bf, 

Bf,-, 

Bf          ,         Bf_, 

Bq,„^""^"Bp: 

Bf 
Bl. 

Bf,-, 

Bf, 

Bf,-, 

Bf,                 Bf_, 

Bf 

%„ 

BP,^ 

"       Bi„ 

Bp,-,-!                    Bq^^^ 

Bf. 

Quum  ftinctioties  /j  quantitates  p^,  p 

omnes  in  eandem  fonnam  redigere  licet  sequentem 


p^  non  involvant,   has  aequationei 


Bf 

Bf            Bf 
Bq,    ^    Sy, 

Bf                   Bf 

^-^■■■^-BK. 

Bf 
Bl., 

Bf 
Bl, 

Bf,            Bf 
Bp,          Bq, 

Bf                   Bf 

dp^                  dq^ 

Bf 
Bp.,    • 

Bf. 
Bf, 

Bf,           Bf, 

Bq,    '    Bp, 

Bf,                   Bf, 
Bl:                      t*P,. 

Bf 

Bq. 

Bf, 

Bf,          Bf, 
Bp,          Bq, 

Bf,                   Bf, 
dp^                   dq^^ 

Bf, 
Bp.    ' 

Bf.  . 
0  =    3  ^ 
dp, 

Bf      1    Bf_, 
6q^           dp^ 

öy,                   dp^ 

Bf 

Bq. 

Bf,-, 
Bi, 

Bf          Bf,_, 
dp^            dq^ 

Bf                  Bf_, 
Bp,                  3«. 

Bf, 
Bp.   ■ 

'J'erinini  enim,  qiii,  ut  eadem  forma  aequatlonum  omnium  sit,  addendi  eraht, 
sua  sponte  evanescunt.  E  notatione  antecedentibus  proposita  aequatioiies  prae- 
cedentes  sie  exhibentur: 

('•'")    o  =  lf„f],    o  =  [/;./;],    o  =  if„f.j,    .  .  .,    o  =  [f„f_,]. 
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Consideremus  unam  aequationimi  praecedeiitiuin : 

0  =  [/,.  AI. 

in  qua  k  qnemc.uiique  e  numeris  0,  1,  2,  .  .  .,  i  — 1  desigriat.  Designaute  n 
umim  e  niimeris  ü,  1,  ...,  i—l,  continebit  sive  altera  sive  utraque  fuiictio  /■, 
/i  constantem  a„.  Cuiiis  in  locum  si  ponimus  fiTnctionem  f,,  constanti  Uli  aequi- 
valentem,  abit  expressio  [/!■, /i,]  in  hanc: 

quam  expressio  aceedens 

sponte  evaiiescat.  Sed  ex  aequationibiis  (a'")  et  e  systemate  aequationmii, 
quae  ipsum  systema  aequationum  («'")  anteeedimt  sive  ad  minores  ipsius  i 
valores  pertinent,  seqnitiir: 

[/., /iJ^o,    1/;., /„j  =  o, 

ünde  videnius,  aequationem 

iU  /J  =  t» 

eandem  formam  retinere,  si  in  formandia  diffei-entialibus.  partialibus  functioniim 

fi,  ff.  in  locum  constantis   alicuius  a„,   quam   ttmctiones  illae  involvunt,   funetio 

aequivalens  subetituitur  f„.      Si   n  unus   e   mnneris  k,  ^  +  1,  ...,  i—\,  altera 

funetio  fy  constantem  a„  non  continet,  quo  igitur  casti  in  demonstratione  prae- 

dfu  .  .  8f, 

cedente  ponendmn  est  -^ —  =  0,  sive  termini  in  -^ —  multiplicati  i-ejiciendi. 

Prorsus  eadem  ratione  demonstratur,  aeqnationein 

U,,  fj  =  0 

immutatam  manere,  si  in  altera  funetionum  f^,  f^  retineatur  a,„  in  altera  in 
locum  eins  fiinctio  /„  substituatm-. 

Si  eodem  modo  cum  reliquis  constantibus  arbitrariis  agis,  quas  functiones 
fi,  fi.  involvunt,  deducis  Propositionem  generalem:  aequnliones 

[f„  /■.]  =  (> 

adhuc  vaiere,  si  in  altera  aut  in  utraqtie  functione  fi,  f^  ante  differentiaiiones 
partiales  instituendas  in  locwm  tmius  vel  flurium  vel  omnium  constantium  arbi- 
trariarwm,  quas  contineni,  ßmctiones  aequivalentes  subsHtuantur ,  seit  generalius, 
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qiiascunque  miitationes  functiones  f^,  f^  ante  dißerentialiones  partiaks  factas 
atmlio  aequationum  f  ^  a,  f-^  =  a-^,  .  .  .,  /^„_,  =  a«,_,  suheant.  Quae  Propositio 
etiam  e  Theoremate  II  §t  12  derivari  potuisset. 


E  l'oniiü  iillata  aequatioiie.'s  §.14  [i/^.i/j,]  =  0  deirao  obtiiientur.     Sy.steray.  aequationum 
differentialium  viilgaviiim,  ouius  aet|uatiou(is  i/.  ^=ConHt.  sunt  iutogi'aüa. 
32. 
Si  in  aequatioiiibus 

e  qoaqne  i'unetione  /;  ope  aequatiüimm 

/  =  «,  /,  =  »,,   /,  =  «„   .  .  .,  /;„,  =«_, 

constantes  a.  a^,  a^,  .  .  .,  u,_-y,  quas  /]  cootinet,  eliminantnr  atqiie  funetio  ind^ 


proveniens 


vocatur 


«.  =  /,. 

obtinemiis  aequationes 

7/  =  «,    //,  =  «^ ,    i/^  =  «^,     .  .  ..    H^^^__^  =  tt_^_^, 
in    qiiibus   H^  sunt   functiones   ipsaram  p,,  ^s,  . . .,  ^„,  jj,  q^,  . . .,  g„,    absque 
uUis  constantibus  arbitrariis.     Pro  illis  autem  functionibus  aequationes 

[II,  i/J  =  0 
identicae   evadere  debent,   quum   expressio  ad  laevam    nullam   eonstante'm  arb'i- 
trariam  contineat.     Quas  aequationes  supra  §.  14  iam  dedi,  ubi  H^,  h^  loco  H,_i, 
ßi_i    scriptum  erat.     Adhibitis  functionibus  H  Propositio  antecedens  sie   enun- 
ciari  potcst:  valere  aequadoncm 

[//,  H,]  =  0. 

quaecunqiie  variabilmm  pj,  p^,  etc.  e  functionibiifi   H;,  H^  o])e  aequationum 

S=a,    Äj  =  «,,    .  .  .,    -&„_!  =  <*,„^, 
aiite   diffei'&itiationes  partiales  instituendas  eliminatae   sint,   sive  quascunque 
miiiafiones  ope  harum   aequdtmmm.  'fu^ictiwies  H,,  H^,  suhierint. 
Ex  aequationibus 

[H,  i7, 1  =  0,     [E,  -f/J  =  0,     .  .  .,     |/7,  //,,^,1  =  0 
seqiütur,  aequationes 

l(  =  o,     /-/,=r-,     IL  =  a,,     .  .  .,     H  _^==a  _, 
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esse  m  integralia  systematis  aeqtiationum  differentialium  valgariam: 
dq^  :  d^j   :  •  •  • :  dg^  :         dp^  :        dp^  :  ■  ■  ■ :       dp^ 

dpi  '    dp^  '       '  dp     '         dq^  '         dq^  '       '        dq.^^  ' 
in  qiiibus  H  eadem  est  functio,  quam  supra  /'vocavi.     Unde  etiam  aeqiiatioiies 

/=«,  /.  =  «„  /,  =  «„  . . .,  /._,  =  «„_„ 

quae  cum  aequationibus  illis  conveniunt,  tamquam  systeina  m  aequationiim  in- 
tegralium  systematis  aequationum  differentialium  vidgarium  praecedentis  con- 
siderari  possunt,  Sed  quum  systema  hoc  habeat  2m— 1  integralia,  restat  ut 
reliqua  m  —  1  indagentur.     EiTin  in  finem  observo  seqitentia. 

Systematis  aequationum  diflerenttaHuin  vulgariiim  propositi  reliqua  integralia 
invostigantm'. 
33. 
Aeqiiationes 

sive  aeqnationes 

H=o,,     H^-=a^,     E.^  =  a^,     .  .  .,     /i„_,  =  «„_, 

ita  forinatae  sunt,  ut,  expressis  eamm  beneficio  ipsis  p^,  p^,  . .  .,  p„,  per  q,, 
<i'ii  ■'■  ■)  ^mi  expressio 

Pi  ^%-^Pi  ^<li-\ !-/>,„  dq^^ 

evadat  differentiate  completum.  Valores  Uli  ipsaruin  p^,  p^,  .  .  .,  p,,^  praeter 
variabiles  ^i,  q^,  •  ■  ■,  q«,  adlrnc  involvunt  constantem  a  et  constantes  arbitrarias 
tt,,  a^,  .  .  .,  «„.„i-     Secundum  quariim  iinam  ö;  si  expressionem 

p^dq^-^p^dq,^-\ hp^dq^n 

dift'erentiamus.  prodibit  expressio 

dp  6p^  dp 

öß;     ^'        da.     ^^  da.     "" 

quae  et  ipsa  dilYerentiale  completum  esse  debet.     lam  vero  ex  aeqnatione 

/  =  -, 

quae  est  aequatio  differentiaüs  partialis  proposita,  sequitiir  dift'erentiando  se- 
cimdum  k,: 

dp^     da.  dp.^     da.  dp^^    da. 
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Unde  ex  aequatioiiibus  Differential ibiis  vulgaribus  propositis 


dq^:dq.y.---:dq^,^  =  -^ 


Qf__.M_.        .ll_ 


dp^ 


(ieducere  possumus  aequationeia: 


dp  dp„  Bp 

da.     ''        öa^     ^^  oa      '"' 

in  qua  est  expressio  ad  laevam  differeiitiale  completuni.  Quo  integrato  positis- 
que  in  locum  ipsius  «,•  valoribus  ejus  «i,  n^,  ...,  (T„,_|,  prodeunt  m  — 1  iiite- 
gralia  nova  quaesita: 


dp,  Bp  dp^^ 

Ba,       ^1  da,        '^  da 


-dq,^-\ \-^r^  -^<l„A  =  h^ 


r{   dp,  dp„  dp  \ 

in  quibiis  sunt  6,,  h.^,  ....  J„,_i  constantes  novae  arbitrariae. 

Systema  aequationum  differentialium  vulgarium  ita  propositum  est,  ut 
düferentialia  vai-iabilium  datis  quantitatibus  existant  proportional  ia.  Fingatur 
differentiale  auxiliare  dt,  cuius  ope  quantitates  proportionales  evadant  inter  se 
aequales,  unde  systema  propositum  fit: 


dq^               df           dq^               Bf 

'"''?,«              ^f 

'"df  ~       ~dp[ '        dt                3p^  ' 

■   ■  ■'     "W  ~      ~Bp^/ 

dp,    _         df           dp^   _         Bf 
~  dt                dq^  '        dt     ~        dq,  ' 

Hinc   fit 

Bp,                  dp.. 
^    dq,    +-SI   dq.,   +-. 
Ba        -"           Ba        ^^ 

dp 

(  df     3p^         df     5p^ 

3/    dp  1 

At  differentiaiido  aequationem  propositam  /  = 

=  a  secundum  a  pfodit: 

df     Bp,        Bf     dp., 

__s/_Jp„,  ._  ^ 
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Linde  aequatio  antecedens  abit  in  sequentein: 

dp  dp,  dp 

-^ — d(J  -i — ^ — dq.-\ \-'-ä~^<^l.,  =  dt 

da      ■"         da      '^  da      '"'  ' 

cuius  pars  ad  laevam  est  diflferentiale  exactura.  Hinc  videmus,  ut  quantitas 
auxiliaris  t  obtineatnr  per  solas  quadraturas,  noti  esse  necessai-ium,  ut  omnes 
quantitates  pi,  p^,  .  .  .,  p„,,  q^,  q^,  .  .  .,  q,„  per  unam  ex  earuin  nuraero  ex- 
primantui-,  atque  tum  ex  ima  aequationum  differentialiuin  propositarum,  ex  gr. 
ex  aequatione 

dq, 

valor   ipsius    t    per  quadraturam    eraatur,    sed,    expressis    p,,  p^,  .  .  .,  p^    ope 

aequationum  f^=a,  f^  =  a^,  .  .  .,  f,„_i  =  a,,_i  per  qi,  q^,  ■  ■  .,  q,„,  haberi  (  per 

aequationem 

,'■<  dp,  dp.,  5p,.        1 

(+(i  =   j\^.dq~]-.^dq.-\ 1 — ^<%,„    . 

J   (  da      -"         da      '■^  öa      '■'"i 

in  (pia  /'  est  nova  constans  arbitraria. 

De  aiiteccdontibuB  Theoreraa  conditur.     Designatis  illis,  quae  desiderabantur,  integralibus 

per  f!^h-   ve]   Jl!  =  b.,  expressioiium  [II., H^],  [II!,  H^]  valores  indagantiir. 

34. 

Si  V  est  integrale  aequationis  differentialis  partialis  propositae 

f(q^,  q^,  .  .  .,  ci^^,  p^,  p.,,  .  .  .,  pj  =  a, 

quäle  invcmiur  per  aequationem 


V  =   {\p^dq^-\-'p^dq^^-^ ^-P^dqJ 


in  qua  p^,  p^,  . . .,  p^  ope  aequationum  f  =  a,  /i  =  «i,  fi  =  a^,  .  • .,  f^-i  =  o,„^| 
per  §1,  q^,  -  .  .,  q^  expressae  sunt,  licet  integralia  aequationum  differentialium 
vulgarium, 


Sf 

dl. 

df 

''1.. 

Bf 

dp,' 

df 

*,  '      ■ 

■  ■•        dt      - 

W.. 

Sf 

*, 

af 

*,. 

Sf 

"3^7  • 

dt 

äq,  • 

■  ■'       df' 

8?.. 
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'Di.,:, 

_          av 

=  ?.. 

ar 

-'..-..  i 

=  (+6, 

,  h„,_j    sunt    2/ 

n    constantes    arhi- 

INTBR  NDMEBUH  VARIABILIUM  QUEJICUNQUE  TROPOSITAS  IMTEGllANDI. 

hoc  modo  repraesentare: 

dV__  ^Z  — 

dv  ^i^      ^ "l  =  j 

da^  '"'       da.^  -"      '  '   '' 

in  quibus   a,  a^,  a^,  ...,  a,„_„  b,  61,  l 
trariae.     Uode  integratio  completa  est. 

Theorema  praecedens  gravissimum ,  iam  olim  a  me  demonstratum,  est 
amplificatio  alins  Theorematis  ab  111.  Hamilton  inventi,  quo  primus  aequationes 
differentiales  vulgares  dynamicas  ad  aequationes  differentiales  partiales  revocavit. 
Sed  ille  binas  simul  adhibuit  aequationes  differentiales  partiales,  quo  praeter 
necessitätem  problema  intricabatur.  Eratque  eo  tempore  integratio  aequationis 
differentialis  partialis  f  ^  a  problema  multo  difficUius  et  qtiod  multo  plures 
postulabat  integrationes  quam  integratio  systematis  aequationum  difFerentialium 
vulgarium,  quae  simul  sunt  aequationes  differentiales  dynamicae 
dq.  df  dp.  df 

dt  dp.  '        dt  dq^ 

Qua  de  re  tum  temporis  vir  111.  multo  magis  aequationum  differentialium  par- 
tialium  iiitegrationem  quam  dynamicam  promovisse  existimandus  erat.  Neque 
vero  viri  111.  merito  derogatum  esse  volo.  Summum  enim  videtur  quum 
in  omni  scientia  tum  in  analysi  mathematica  nexus  novus  patefactus  inter  ea, 
quae  nullo  vinculo  videbantur  coniuneta. 

Statuamus,  designante  i  unum  quemlibet  e  numeris  0,   1,  2,  ...,  ■m  —  \: 
8F  r  (  dp  dp^  dp  1 

157  =J  l-a^''«'+ a^*'+-+ ar*.j  =  ^■'.' 

et  quemadmodum  supra  (§-32)  suppositum  est,  e  functione  /^„^.prodire  l'unctio- 
nem  .&,_,,  si  in  functione  illa  loco  constantium  a,  a,,  a^,  .  .  .,  a,_2,  quas  con- 
tinet,  ponantur  functiones  H,  B^,  H^,  .  .  .,  -ff^-a,  ita  iam  supponamus,  e  func- 
tionibus  fl_^  prodire  functiones  Hl_,,  si  loco  constantium  a,  a,,  ag,  ...,  «„,_i, 
quas  continent,  ponantur  respective  functiones  H,  H^,  Hs,  .  . .,  H^_i,_ita  ut 
etiam  m  functiones  i/"/,  .Hj,  ...,  Hi,__i  sint  ipsanim  q^,  q^,  .  ■•.,  q„„  Pi,  Pst  ■  ■  .,  p„, 
functiones,  constantes  «,  a^,  . , . ,  a„,_i  non  continentes.  Designantibus  i,  k  binos 
quoslibet  e  numeris  0,  1,  2,  ....  m  — 1,  erat  identice 
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iani  valorem  expressionum 

w.  ";] 

investigemus. 

Ac  primum  observo,    in  expressione  üla.  loco  Hl,  poni  posse  fLinctionem 

/!,',    e   qua   Hl    obtinetur   ponendo    loco   a,  a^,  %,  .  ,  .,  a^_i    functiones    f,   f^, 

/e)  ■■■;  fm-i-    Etenim,  si  eandem  substitutionem  facimus,  postquam  expressiones 

df!        dfl  Bf! 

rH,  A'l.  -71 — ,   -t: — -F=, fomiatae    sunt,    identice  iit,    sicuti    e   foniia- 

>-    "  '"■"    da    '     öa,  '     öa^_^  ' 

tione  expressionis  [iT;,  Hl\  facile  sequitnr: 

Unde,  expressionibus 

[i/„  /i],     [//.,  //J,     [f/.,  i/J,     .  .  .,     [//,  -/i„_J 
identice    evaneseentibus,     quum    insuper    functio    fl    solas    g^,   5^;,    .  .  .,   5,,,.   (/, 
«1,  .  ■  -,  ö,„_,  neque  quaiititates  p,,  p-,,  ...,  p,^  eontineat: 


an, 

Bfl            an,  dfl 

dp,        dE. 

dp^           an.  dp 

dH. 

[IL,  h:]~[h„  /■;]  =  — j^-^, 

siquidem    in   i'uiictione  //,   in  locum    variabüium  ^1,  p^,  .  .  .,  yj,„   ad   formandum 

SH. 
ditferentiale  partiale  -^— ^  substitiiuntur  earuiti  valores,  qiii  obtmentnr  ex  aequa- 

tionibus: 

H=ü,    H,  =  a^,    .  .  .,    -H„_,  =  "'„,_!, 

sive  erit  identice  [H-,,  H[^  =  0,  quoties  i  et  k  diversi  sunt,  atque  =  — 1,  si  i=^  k. 

Qnod  attinet  ad  valores  expressionum 

primum  observo,    haberi  per  easdem  consideratioiies,    quibus  antecedentibus  usi 
aunuis. 


y  Google 


INTER  NUMERUM  VARIAlill.lUJI  QUEMCUNQUE  PROPOSITAS  INTEGRANDl.  C3 

eamque  aequationem  identieam  fieri,  si  post  ibrmatam  expressionem 

in  ea  loco  ipsaiTim  a,  a^,  a^,  . . .,  a,^,  restituamus  functiones  //,  //,,  .  .  .,  H„,_,. 
Quo(]  si  in  fine  operationum  signis  nostris  indicatarum  efficimiis,  fit  identice: 

w,  /■;]  =  [/;■  fD+  |§-m  a+^m,  /■.']+■•■+ ^^^k,-,.  /.'i; 

poiTo  antecedentibus  vidimus,  fieri  [^i,/i]  =  0,  quoties  i  et  A  diversi  sunt, 
atque  =  —  1,  si  i  =  Ä:,  expressio  autem  [fi',fk]  in  niliiliTm  abit,  quum  neque 
/'/  neque  /*'  qiiantitates  p^,  p^,  .  .  ..  2^m  contineant;   (inde  fit 

^  av      ^  dV 

dfl         df.  °   da,         ^  da. 

[U!,  un  =  -^  ~  ~  =  ^ ^"  =  0. 

"-    '        *  da.         oa^  öa.              dUi^ 
Jam  igitur  aeqimtionum  differentialimn 

dq^               df  liq^               df                       dq^^              df 

dt                 dp^  '  dt                dp^  '     '  '  ''       (it                Qp^  ' 

dp^               df  dp.^               df                       dp^^              df 

dt                 ö^i  '  dt                dq.,  '     ■  ■  ■'       fif                Qq^^ 
2  m  integralia  inventa 

f=H^a,  n,^a^,     H^-=a„,     .  .  .,     JI,„_,  =  a^_^, 

11'  =  b-\-t,      ii[  =  \,    b;  =  \,   .  .  .,   /?;_,  =  /;„,^j 

ka  comparaia  sunt,   iit  tribuendo  ipsis  i  et  k  valores   I,  2,  3,  ...,  m  identice  sü: 
[K,  H,]=0,     [B!,  i?;]=0, 

ac  si  i  et  k  inter  se  diversi  sunt, 

[H.,  ni]  =  0, 
deniqiie 

Quae  sunt  Propositiones  in  theoria  nostra  fundamentales. 

De  modificatione  formularum  praecedentium,  qua  opus  est,  si  functio  f  ipsam  continet 
variabilem  t,  quae  snpra  tamquam  auxiliaris  spectabatur. 
35. 
Siipposuimus,  in  systemate  aequationum  propositarnin 

*■  -^       dt     '~   dp^  '        dt    ~      'dq. 
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i'unctionem  /  ipsas  tantum  q-^,  q^,  .  .  .,  ^„,,  ^i,  p^,  .  .  .,  p,„  neque  quantitatem  / 
continere.  Sed  facile  iste  casus,  quo  /'  etiam  l  continet,  ad  praecedentem  re- 
vocatur.  Statuamus  enim,  in  praecedeiitibiis  variabilibiis  q^,  q^,  .  . .,  q,„  accedere 
variabiiem  t,  unde,  posito 

dV 

~3T~  =  "' 
etiam  statuendum  erit: 

(2)     dV  =  udt-[-p^((q^+p.,dq^-i \-p^rlq,„- 

Insuper  in  aequatione  difFerentiali  partiaii  pi'oposita  loco  /  scribatur  u-\-f,  ita 
ut  evadat  illa: 

C3)     .  +  /=»      »ive     -|il  =  _/+»>),    . 

l'unctione  /'  involvente  ipsam  i  neque  vero  ipsam  u.  His  statutis  mutationibus 
formulae  propositae  sponte  ad  casum  patent,  quo  /  ipsam  ;  involvit.  Nam 
quum  sit 

S(u+fl  _  d(u-i-f)  _  ^l_ 

du  ■  dt  dt  ' 

d{u+f)  ^    ai_        Sju  +  f)  ^  ^f 
aequationes    differentiales   vulgares,    quai'um   integrationem    vidimus   §§.  32,   33 


pendere  ab  integrati 
dt:  dq^ 


ione  aequationis  differentiaiis  partialis  propositae,  hae  evadunt: 
rfg'ä  '•■■■■  '^q,^  ■        i^M  :         t?P(  ;        dp^  :  ■•■:        dp^^^ 


8p^  '       '  8p^  '        dt   '        dq^   '        3q^  '      '        dq^^^  ' 
quae  eaedem  sunt  atqiie  aequationes  (1),  accedente,  si  plaeet,  aequatione 

^  '      dt    ~        6t 
Praeter  aequationem  proposita^n  u-\-f=  a  sint 

(5)     /,  =  <•„    /■,  =  «„     .  .  ■,    /■,=  «., 

integralia   aequationum  (1)  per  methodum   a   nie    supra  propositam   iudaganda. 

E  quibus  ipsae  ti-,  Pi,  p^,  -  . . ,  p„,  per  ;,  g,,  q^,  .  .  .,  g„,  ita  detenninantar,  ut  fiat 

udt+p^dq^-^-p^dq,^-\ [-p^^dq^^ 

")  Constantem  a  per  totam  disqiüsitionem  sequeiilem  etiam  =  0  ponsre  lici;!:. 
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expressio  integi'abilis.  Numerus  aequationum  (5)  unitate  maior  est  atque  in 
quaestionlbus  praecedentibus,  quum  variabilibus  iiidependeiitibus  ^i,  q^,  .  .  .,  q„, 
accesserit  nova  variabilis  t.  Ac  pei'  regalam  praescriptam  erit  f^  =  a,  integrale 
quodciinque  aequationum  (1);  in  quibus  quum  neque  u  neque  constans  a  ob- 
veniat,  etlam  /i  neque  u  neque  «  continebit,  idemque  valebit  de  functionibus 
/s)  /ii!  ■  ■  -j  f„i-  Quarum  fi  erit  fiinctio  ipsarum  p;,  Pj+i,  . . .,  p^^  t,  qi,  q^,  -  ■  -,  q,,,, 
dl,  Oä,  . . .,  £y;_i.  Si  in  f^  loco  a^  restituimus  iunctioneni  /j,  prodeat  f^  =  H^; 
si  in  f^  loco  «i,  (^  restituimus  functiones  fi,  H^,  prodeat /^  =  Sa,  et  ita  porro. 
Unde  generaliter  fit  Hi  fuoctio  ipsarum  py,  p^,  .  .  .,  p,„,  t,  q^,  q^,  .  .  .,  q,„  a  eon- 
stantibus  arbltrari^  vacua,  quae  ope  aequationum  f,^n^,  f^^=a^^  ,  ,  . ^  f._^  =  a-_^ 
ipsi  fi  aequalis  evadit.  In  locum  igitur  aequationum  (5)  hae  quoque  adhiberi 
possunt : 

(6)     i/,-«,,    ii,  =  «„    ...,    i/„  =  «„,, 
quae    et    ipsae    erunt    aequationum    (1)   integraiia,      Inventis    aequationibus   (5) 
eavumque   ope    expressis   f,  p,,  p^,  .  .  ■,  p^   per  quantitates   t,  g,,  q^,  . .  .,  q,„, 
(f,,  «3,  .  .  .,  a„,,  häbentur  e  §.  34  reliqua  integraiia  aequationum  (1): 


m 


designantibus  6, ,  h-^,  .  .  , ,  h^  novas  constantes  arbitrarit 
Äequatio,  quae  e  §.  34  addi  potest, 
3V 
da 

hie  mere  identica  evadit;  nam  quum  expressiones  ipsarum  /,  p^,  p^,  .  .  .,  p„, 
constantem  a  non  contineant  atque  sit  u  =  a^f,  eruimus  differentiando  (2) 
secundum  k  et  integrando; 

da 
quod  aequationem  praeeedentem  sponte  suppeditat. 

dv     dv  er  , 

.  ,  .,    -r, —  loco  ipsarum  ö^, 


— -ff- 

öf                dp                  dp. 

dp          1 

kc-/{- 

■^^<-^ 

-  t-'rb 


=  /•". 


da,  ' 
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ponimus  functioiies  H^,  H^,  .  .  .,  //„,,  fanctiones  mde  prodeuntes  voeemus  rursas 
Bl,  Hl,  ....  H'„.     Tum,  pro  his  fnnctionibus  sicuti  supra,  valebunt  aequationes 

[il,  RJ  =  0,     [£.,  El]  =  0,     ■[!}•,  r;}  =  0, 
[Ä,,  i/;]  =  -1, 
si  qTiidem  notatione 

[9,  <P\ 
semper  designamus  expressionem 

r       n  —    8<f8ip         dq>     8ip  dq/     diij 

Ly,  m  -  Q^^  'e^^'dq^  dp^'^      ^  ö?,^  öp„, 

d(p     dip         6(p     d>p  ög>     dip 

dp^    8q^         8-p^    dq„  dp^^   dq^^^ 

Quamquam  eiilm  casu,  quem  hie  consideramus,  variabüibus 

1l,       ^S1        ■    ■     ■'        5„,>       Pv       P2'       ■     ■     ■'       P,„ 

aecedunt  variabiles 

t,    u, 
nnde  videri   posset,    aequationibus  praecedentibus   accedei-e   debere   terminos    e 
ditferentiatione    sectindum   has    variabÜes  provenientes:    nnllo    tarnen    modo    in 
forraandis  expressionibns 

[R.,  Ji^],   [R,  RH   ir;,  R^] 

opus  est,  ut  habeamus  respectum  ad  variabilem  t  functiones  H^,  H-  afficientem 
atque  etiam  respectu  hiiius  differentiationes  pai-tiales  instituamus,  Nam  quum 
fmictiones  H^,  lil  non  contineant  ipsam  u,  evanescunt  tennini,  qui  addendi  foreiit, 

dR.  dR^       dR^  dR, 

dt      du  dt      du   ' 

dS^  dEl        dRl  dR. 

dt      du  dt      du   ' 

8E'.   dHl        dR;  dR!  ' 

dt      du  dt      du 


«+/  = 


Si  ponitur 

solis  expressiohibus 

[II,  fQ,    [H,  ff] 

termini  acccdimt  provenientes  e  differentiatione  respectii  ipsanim  t,  u  instituta. 
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Habetur  enim,  qtiura  /  ipsam  u  iion  iiivolvat, 

Linde   tei'miiii  addendi  valores  obtinent  sequentes: 

as  3K  dE,  as  afl 

Tf  äi  at  air "       air^ 

aH  aH',  aai  an   _  am 

3t  au  at  du  at 

Ijnde  seqiiitnr 

dH  an. 

[/A«]-  aV--[^>".■]-^^  =  »• 
^fl.'  air. 

l"-''!^-^=lf-"l^--air  =  '>- 

Quae  Ibrmulae  etisim  inde  deducuntur,  quod  sint  aequationca 

II^.=  Oojist,      H!  =  Const. 
intcgralia  aequatioimm  difFercntialiiiiii  propositarum 

_^^_K.       ^_ K. 

dt  öpj  '        dt  dq.  ' 

ita  ut,  substitutis  bis  aequationibus,  identice  fiat 

dH.  dli'. 

~^dt~^^'     ~dr 

quod  formulas  praecedentes   suppeditat.     Si  poniiiiLis,   analogiam   notationis  ad- 

hibitae  servantes, 

manent  aequationes 

[//',  H.]  =  0,     [H',  h;]  =  0, 

quum  functiones  H',  B,-,  B-    ipsam  7i  non    involvant  ideoque   termiiii  addendi 
evanescaiit.     Quod  attinet  ad  expressionem 
IH,  H'], 
obscrvo,  eam  evanescere,  quia  B'  nullam  contineat  variabilinm 

2,1       $.,       -    ■    ■:       Sm'      J'n      Pa'      •    ■    ■'      P^' 

sed  Yinicaiii  f. 


=  ».    -^-0, 
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Applicatio  in  aeqiiationes  dyuamica.s;   quae  sub  Lagrangiana  forma  piopoiiiintur. 

36. 

In  i'ormam  aequationnm  differentialium  vulgarium  propositanim 

dq.^  df  dp.  8f 

dt       ■    6p^   '        dt  dg. 

aequationes  diifereiitiales  dynamicas  revocari  posse  omnibus  casibus,  quibos  prin- 
cipium  minimae  actionis  sive  pnncipium  conservationis  viriiTm  vivarum  lociim 
habeat,  primus,  quantum  scio,  111.  Hamilton  docuit.  Adstruam  primum  tbr- 
mulas  dynamicas  generales  Lagrangianas  ex  iisque  deinde  formulas  propo- 
sitas  deducam. 

Proponaotm"  n  pimcta  materialia,  quorum  raassae  m,,  *%,  .  .  .-,  m„;  sint 
aj;,  j/i,  2;  coordinatae  orthogonales  puncti,  cuins  massa  TOj;  ac  sollicitetur  punctum 
illud  secundum  directiones  axium  cöcrdinatanim  viribus  X^,  JJ,  Z^:  erunt  pro- 
blemata  mechanica,  quae  hie  consideramus  et  pro  quibus  dicta  principia  valent, 
ea,  in  quibus  expressio 

:?mJXr/^.-[-  Y.di/.+Z.dz.\, 

extensa  ad  omnia  n  corpora,  est  differentiale  completum.  Cuius  integrale  si 
voeatuv  ü,  erunt  aequationes  differentiales  dynamicae  contentae  hac  aequatione 
symboliea: 

I  d%  d'y. 

'  l  dt/        '        df/ 


-*.+-si^fe,  =''^. 


cui  satisfieri  debet  per  variationes  omnes  virtuales  dx;,  d'i/;,  (Ts;,  sive  per  va- 
riationes  conditioncs  non  turbantes,  quibus  n  puncta  materialia  subiecta  sunt. 
Id  qiiod  docuit  olim  111.  Lagrange  combinando  principiura  d'Älemberti  cum 
principio  velocitatum  virtualium.     Posito  autem 

dat.  dy.  ds. 

-jf-       ^i  1        f^i    ~  ^'"'         dt  ^' ' 

fit  /aequatio  illa  symboliea: 

dSm.W  äx,+y'.  äy.+t'.  3z.\ 
IL'     *  ^^'  "' — l.-^^2m.[x'.6x'.-^y'.äy\-\-zl§z[\  =  äU, 

quae,  posita  semissi  virium  vivarum 

^^m.lw'.xl-^-y'.yl^z'.z'^  =  T, 


yGoosle 


TNTER  NUMERDM  VARIABILIUJI  QUEMCUNQUE  PROPOSITAS  IxXTEGRAXDI.  69 

sie  etiam  repraesentari  potest: 

Statneiido    U-\-T  =  R,  hanc  aequationem  ita  exhibeamus: 


rfß  ^ 


rf2.  \-^-n-  rf*;H-  "ä-r  03/,+  -g-r  ö^,- 
'  l  ox'.       •       dy'.     ""        oz:       'J 

dt  —— 


id   quocl  licet,  quiim    U  quantitates  xl,  y',,  2/  omnino    non  eontineat.      Expri- 
mamiis  3n  quantitates  x^,  y^,  z^  per  m  alias  quantitates  5„  ^2,  .  .  .,  q,„  sitque  nirsus 


9,',,  fieri: 


,  f  SÄ  ,        SR  ,        (SR   ,  1 
''■'     1        SR  ,         AR  ,                SR  , 

Habetur  erilm 

,  (  3R     ,       ,    SR     ,           SR     „     1 

f  eß  öiC;      aß   ö!/;      QU   ds.  i 

j-  ÖÄ    dx.         dR    dij.         dR     Bs.  1 

{  dR  dx,      dR  dy.      dR   dz.  i 

'löic:    Öt;,^^         Ö^;     öq^^^         dz]     dq^^J    ''" 

At  qnnm  sit 

ei'it 

d^l 

dx.           ex.                  6x^ 

dx                .                  ei/!          öl/            62! 
=  -  „ — ,     ac  similiter       „— j-  ==  -3— ,      -  jr-r  = 

^9, 
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^(  SR    6w.         dR    dy.         dR     dz.  | 
"*'  \  doil    dq^         dyl    8q^         dz',     dq,.  J 

f  dR    dml         BR    dy'.         8R    dz;  \         dR 


ideoque 


[SR  ,         aR   ,         3E    ,\        _   dR 

qaod  probanduiii  erat.      Habemus  igitur,   expressa  R  per  novas  quaiititates  q^,, 
ql,  aequationem 

JdR   ,         dR    .     ^  dR    .    \ 


3R  == 

dt 

Si  71  est  nimierus  aequationum  coiiditionaliura,  quibus  3n  coordinatae  watisfacere 

debent,    fieri   debet  m   aut  =  3n  —  n  aut  >  3n  —  n.     Si  m  =  3n  —  ir+c,    de- 

signante  y  numerum  positivuin,  habetur  inter  quantitates  q,,  q^,  .  .  .,  q,„  numerus 

p   aequätioimm    conditionalium,    unde   totidem  emergunt    inter  variationes  äq^, 

<fq^, ...,  dq,„  aequationes  conditionales.    Ac  primam  quidem,  existente  m^3n  —  :i, 

quantitates  q^,  q^,  .  .  .,  q„^  a  se  invicem  independentes  simt  ideoque  variationes 

^iii  ^^2i  ■■■)  <^9m  prorsus  arbitrariae.     Hoc  igitur  casu  ex  aequatione  praece- 

dente  symbolica  hoe  fluit  aequationum  difFerentialimn  systema: 

,  dR  ,  dR  ,  SR 

dR    _         Sq[  QR    _         dql  3R    ^         dq^ 

dq^  dt       '       dq^  dt       '     '  '  ''      3^^^^  dt 

Hac  forma  aequationes  differentiales  dynamicae  iara  in  editione  prima  Mecdia- 
nicae  Lagrangianae  proposit-ae  inveniuntur. 

I''orma  Harailtoniaiia  a.equatioiiuiTi  ilynainioarmn  dcnvatur;  quae  cum  syateoiate  siipra 

considerato  coiigruit.     Theorema  VI  de  tertio  integrali  e  binis  quibusliliet  invoiiiondo 

applicatur  in  systema  dynamicam. 

37. 

At  111.  Poisson  in  laudatissima  commentatione  de  Variatione  Constantium 

(Journal  de  TEcole  Polyt.  Cah.  XY)  loco  quantitatum    q[,  q[,  ...,  q'„,  alias  in 

tbrinulas  dynamicas  introduxit, 

_  dR_  _  _8R  _  dR 

''  ßq[  '     ■'^         dq'^  '      "  "  "'     ^"1         Qq'^^ 
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Quibiis  ipsis  variabilibus  adhibitis  in  loeiim  functionis  R,  IlL  Hamilton  iiovam 
introduxit  fimctionem 

BR     ,  dR     .              öß     ,      „ 

8q[  ^'  dqt,   ■'^                05,^  ""' 

—        ?*:?.'+      Po^^H H      P„,5,',~^- 

Qua    fimctione    per  §,,  q.^,  .  .  .,  (/,„,  p,,  ^a,    ■  ■  ■)  Pm    expressa,    ubi    simnl    has 
omnes  quantitates  variamiis,  obtinemus: 

dR    ,  SR    ,  BR 

Evanescit  eniin  exprcssio 

y^ii^i/jM-      /^.tfgjH h    p,„'Jg4 

~\-eq',^^'-^-di[^''^^--^^^N- 

Expressio  ijJsiuH  J'S^  inventa  iam  suppeditat  differentialia  partialia  functionis  H 
soeiindiun   novas   variabiles  sumta  sequentia: 

dll  _    ,  d]^_    ,  ^A=    ' 

dH  __dR_        55^___öß_  eff  _       dR 

öji  öjj   '      öjg  dq^  '     '  '  ''      ög^  öj^^  ' 

Qiiibii;^  valoribus  substitutis,  vice  versa  li  e  functione  //  obtinetur  per  formnlam : 

^    =    Pill  -^P'ili  H '^Pm'iL  ~^ 

8M  dR  BH       „ 

Introdnctis  igitur   quantitatibus  q^,  q^,   .  .  .,  q^,  p,,  p^,  .  .  .,  p,„   at  vai-iabilibus, 
aequatio  inventa  symbolica  iam  haec  evadit: 

f       BH  BH  BH  ]  d{p^6q,-hpJq.,-{ \-p   dq    I 

<f(p,^+i',^+-+i',„^^-ßj  =  j, '- 

Facta  variatione  et  differentiatione  et  substitutis  valoribus 
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venit  in  aequationis  praececlentis  utraque  parte  expressio 


+P 

,* 

an 

sp.. ' 

qua 

reiecta, 

hanc 

nanciscimur  formu 

am: 

1 efl  .       eu  , 

+  ■■ 

+ 

SH   , 

(1) 


■»«.H-Ti^ ''?.+■••  +  - 


*    "■'■^    A 


(2) 


Si  m  =  3n  —  ü,  designante  n  numerum  aequationum  conditionalium,  quibus  co- 
ordinatae  punctoram  materialium  satisfacere  debent,  quantitates  ^i,  q^,  .  .  .,  q,^ 
a  se  invieem  prorsus  independentes  sunt,  earumque  variationes  äq-y,  dg^,  .  . .,  Sq^ 
omnes  arbitrariae.  Quo  casu  ex  (1)  fluunt  aequationes  differentiaks  dynamtcae 
in  variäbilibus  5,,  q^,  .'.  .,  q„„  p^,  p^,  .  .  -,  p,„  exhibitae: 

,        dB  dq,  dB  dq^  dl!  dq^^^ 

di\  dt     '  8p.^  dt     '     "  "  ■'  Qp^^^  fit     ' 

dU         d.p^  BH         dp.^  SH        4p,„ 

l         ö(/,  dt     '  dq,j  dt    '     ■  ■  ■'  6q^^^         dt 

Qua  forma  primus  111.  Hamilton  aequationes  dynamicas  exhibnit,  neque  pai'um 
inde  commodi  in  Meehanicam  Analyticam  redandasse  existimo.      Übservaverat 

dq. 
iam  I.  c.  111.  Poisson,  valores  ipsarmn  -~-  =  q^  per  quantitates  q^,  p-,  expressos 

ita  comparatos  esse,   nt  habeatur 

(Journal  de  l'Ecole  Polyt.  Cah.  XV,  pag.  275),  quae  ad  finem  sibi  propositum 
sufficiebant  ibnnulae.     E  formnlis  (2)  statim  etiam  seqtientes  fluunt: 

8q'.  dpi  dpi  dpi 

dq^  öf,    '        dq,.  dq-    ' 

siquidem  riirsus  p/  =  -tt^  ponimiis. 

Forma  Hamiltoniana  aequationum  differentialium  dynamicarum  eadem 
est  atque  systematis  aequationum  differentialimn  vulgarium,  cuius  integrationem 
supra  doeui  §§.  33,  34. 
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Si  in  aequatione  supra  (§.  36  (1))  probata 

in   loeum   ipsarum    Sx^,  rfi/,-,  ^z^,  d'q^  simul    ponimus   xl,  y-,  zl,  ql,    quod  licet, 
qiram  aequationes  conditionales  supponantur  ipsam  t  non  involvere,  eruimus: 
^i  SR     ,       dR     ,       dR    ,\        ^    dR     , 

Unde  substitvito  valore  H  =  T-\-  U,  quum  sit 

dR  _ _ör  _      ,     _eÄ_  __ _aT_  ^      ,     ^ß_  ^  dT_  ^  ^ ^, 

ö^!   ~~    da>'.       '     ^  '.'       8y'.   ~~   8y'.  '"'''       Ss'  6z'.  '  '' 

prodit; 

■^' 

In  äppiicationibus  igitur  ad  dynamkam  est  functio  //  ipsi  T—  ü  aequalis,  unde 
aequatio 

H  =  li, 
in  qua  h  est  constans  arbitraria,  est  ipsa  aequatio  consei'vatioiie'm  virium  vivarum 
concernens, 

Docet  Theorema  VI  supra  probatum,    si   babentur  aeqiiationum  (2)  duo 
alia  integralia  qnaecimque 

y  =:  u.       tp  :^  b. 

in  quibus  a  et  h  sunt  constantes  arbifcrariae  ipsas  <fj  et  %p  non  afficientes,  inde 
generaliter  deduci  integrale  novum: 

C„™t.  =  [,,  Mi]  =  .|t|t  +  |!L.|.r  +  ...+  3äL4t 

Exponitur  pi'oijlema  de  expressione  [y,  i/i]  per  maiorem  variabiliuni  immeriim  cxhibenda, 

inter  quas  aequationes  conditionales  datae  sunt. 

38. 

Quum  propter  i-ei  utilitatem,  tum  propter  egregiam  eins  difficultatem,  tmn 

etiam,  quia  accurate  examinare  iuvat,  quaecunque  spectant  ad  expressionem  [^,  yj] 

tantis  proprietatibus  gaudentem,  investigabo  hie  expressionem,  quam  induit  ['f,ip}, 

V.  10 
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si  in  ett  loco  quantitatum  5,,  q^,  .  .  .,  q^  a  se  independentium  restituuntur 
3n  coordinatae  Xi,  y^,  Zf,  qiiae  datis  conditionibus  quibusciinque  satisfacere 
debent,  sive  generalius  introdiicitur  maior  numenis  variabilium  li,  §.^,  ...,  S^, 
inter  quas  numerus  ft  —  m  relationum  locum  habet.  In  hoc  problemate  sup- 
ponitm-,  ipsas  (p  e,t  yj  11t  functiones  ipsarum  §,,  §,,  ....  i^  et  quantitatnm 

"1  dt  '  ^  dt  '  ■  ■  ■'  -"  dt 
datas  esse,  atque  ipsius  [5p,  »/^J  expressio  investiganda  talis  esse  debet,  ut  nuliae 
in  ea  inveniantur  quantitates,  ad  quariim  formationem  efficiendam  datae  esse 
debent  relationes,  qiiibus  quantitates  |, ,  ^^,  .  .  .,  i^  et  ^i,  §2,  .  .  ,,  q„,  aliae 
per  alias  determinantur,  ita  ut  in  formula  investiganda  nulla  variabilium  q, , 
q^,  .  .  .,  q„,  vestigia  remaneant.  '  lam  problema  accuratius  exponam. 

Problema  pi'opositum  hoc  est: 

Sint  inter  /.i  qnantitateti  li,  ^2,   ,  .  .,  |^    datae    aequationes    conditionales 


nnmero  fj,^m 

F=Q^     ^  =  0,     otc, 

nnde  etiam  inter 

ipsas  ^l,  ^2,-  ■  ■  -,  S'f,  habentur  aequationes 

-.-,^|,^...,-,.o, 

f  -l|^;-|-^'-- c^;-"' 

Quum  inter  ,u  quantitates  §^,  ^^,  ...,  ^„  datae  sint  ju  —  m  aequationes  condi- 
tionales, exprimi  possunt  quantitates  illae  per  m  q-uantitates  5,,  q^,  ...,  q,„  a 
se  invicem  independentes.     ünde,  posito 

exprimi  etiam  possunt  quantitates  |I,  lä,  ....  'i[^  per  </,,  q^y  ■  ■  ■;  <i«i  ?i'" 
</3,  .  .  .,  q'„,  ope  formularara 

■'S.    ,     °t,    , 

Sit   etiam  /?  functio  quaeeunque  ipsarum  ^j,  ^g,  ...,  ^^,  ^J,  |n,  .  .  .,  ^^   atque 

-'    ÖS'        "-   d'i'., 


■,  ä 

per 

«.> 

ÖE, 

■  +  lt 

f  «■ 

>,   ■■■> 

l„ 

1;, 

,    SÄ 
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positoqiie 

SR  _  BR  _  _öA  — 

ejj  ^'       d'§[  ^'      ■  ■  ■'      i9|^  ■"' 

exprimatur  H  per  ^i,  ^2,  .  . .,  |^,  fi,  v^^  .  .  .,  v^;  qua  expressione  differentiata 
respective  secundum  Uj,  %,  .  .-.,  v^,  sequitur  ex  atialysi  supra  tradita,  vice  versa 
obtineri  quantitates  ipsis  ^J,  i^,  .  . .,  ^^  aequales  sive  liei'i 

ünde,    cognita  expressione  illa    ipsius    H,    habetur    exprcssio    ipsius   R   per    ^"1 , 

§2,  ■  ■  ■,   '§/,,  Vy,  V.2,  .  .  .,  );„  ope  formulae 

Substitutis  iam  expressionibus  ipsarum  li,  I2,  .  . .,  ^^  per  qy,  g.^,  ....  q„  atque 
expressionibus  ipsarum  §',,  §1,  .  .  .,  |'    per  q^,  q^,  .  .  .,  q,„,  q[,  q'^,  .  .  .,  q'„„  ex- 
hibeatur   R   per   has    2m  quantitates;    quo    facto    demonstratur   prorsus    eadem 
ratione,  atque  formula  (1)  §.  36  demonstrata  est,  haec  aequatio: 
dR    ,  .^,  ö-R    ,        ,  ^,    SR 


dR        ,  dR  ,    dR 

■3-r  +9^  ä"  -^ M,„  -n— r  ■ 


Unde,    expressa  R  per.g,,  q^,  .  .  .,  q„,,  q[,  q^,  .  .  .,  q'^,    fi[nctio  H  per  easdem 
quantitates  sie  exliibetur: 

TT         -  aß         ,  6R  ,    5ä       „ 


^   dR  __   dR  __aß_ 

exprimatui-  H  per  ^1,  q^,  .  .  .,  g„,,  jj,,  ^3,  ,  .  .,  |)„,;  qua  expressione  differentiata 
secundum  p^,  p^,  . .  .,  p^,  vice  versa  obtinentur  quantitates  ipsis  q[,  q^,  .  .  .,  q'„, 
aequales  sive  habentur  aequationes 

,  __  _dn_       ,  __dN  ,  _  ai/ 

'^i~  dp^  '    ^ä      dp.^''   ■  ■  ■'    '-^'"^  ap^;' 

10* 
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Unde  erit 


dB        au              au 

li  =  II. ^i r"o^i t-----i-v     vj- 11 

His  positiB,   sint  ^,   i/j  binae  funetioiies  qitaecimque  ipsarLim  ^',, 

1.,  .  .  ■> 

^25  ...^1^;    quibus    expi'essis    per    q^,   q.^,  .  .  .,  q,„.   q[,  q!,,  ... 

.,   qi    ac 

ope  aequationum 

8R                  BR                             8R 

iisdem  expressis  per  (j^,  q^f  .  .  .,  §„„  p,,  Pi,  .  .  .,  p,^y  fornietur 

expressio 

r,.    ,„1         ^f    dip        dip    3if                Srf    aip 

Functiones  (p,  \p  etiam  per  quantitates   s,,  ^'a,  .  .  .,  |^,  ti,,  v.,,  .  . .,  v^   exhiberi 

possunt.     Qaibua  cognitis  expressionibus,  quaeritur : 

„datis  expressionibus  trium  functionum  H,  cp,  ip per  quantitates  4i,  '^y->  ■  ■  ■■>  l/,5 
i^i,  fa,  ...,  v^,  atqiie  aequationibus ,  quae  inier  ipsas  li,  I2,  ...,  ^^  locum 
habent, 

F=0,     #  =  0,     etc. 
neque  vero  coffuitis  relationibus ,    quihiis  quantitates  li,  I2,  .  . .,  |„  'per  alias 
independentes  g,,  q^,  ...,  q,^  determinantur,  invenire  valorem  expressionis 

[9,  «'■ 

Qiiod  est  problema  propositum. 

39. 
Exposition!  problematis  antecedentis  has  addam  dilucidationes.  Quanti- 
tatum  Ij,  §1,  M,  H,  y?,  yj  expressiones  per  51,  52,  . .  .,  §„,,  j)^,  p^,  ■  •  ■,  Pm  sunt 
prorsus  determinatae,  simulac  relationes  datae  sunt,  quarum  ope  advocatis 
aequationibus  F  =  0,  ^  =  0,  ...  quantitates  ^1,  Ig,  .  .  .,  ^^  per  g,,  g^,  . .  .,  q^ 
exhiberi  possunt.  At  expressiones  ipsarum  q,,  p^,  |/,  R,  H,  </),  y/  per  li, 
Ij,  . .  .,  4/,,  Vi,  ''h,  ■ . .,  v^  ope  aequationum  ii' =  0,  ^  ^  0,  .  .  .  et  quae  ex 
iis  differentiatione  deducnntur,  variis  modis  immutari  possunt.     Agauius  primum 
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de  determinatione  quantitatum  v^  per  ipsas  j'^,  S,'  atqne  de  formatione  functionis 
H  per  ipsas  |,-,  Vi  exprimenda.      Qua  in   re   proficisci   debemus  a  flinctione  R, 
qiiae  erat  fnnetio  .quaecunque  ipsaram  ^;,  ^,'.     Posito 
BF  dF  dF 


ftmctioni  Ä  addi  possunt  expressiones  F,  'P,  . .  .,  ^',  0',  ...  per  factores  arbi- 
trarios  ji,  ju,  .  .  .,  A,,  ,«1,  ...  multiplicatae,  quippe  quae  expressiones  ex  hypo- 
thesi  sunt  evaiiescentes.  Et  maxime  distinguendum  erit,  an  ipsi  R  soIi  termini 
ZF-hf^'P-i — ,  aQ  etiam  teiinini  Z,F'-i-f^i^'-\ —  addantur.  Nam  casu  priore 
valores  ipsarum 

_    dR_ 

prorsus  üdem  manent,  seu  potius  alias  non  patiuntur  mutationes,  nisi  quod  üs 
termini  in  functiones  evanescentes  F,  0,  .  . .  multiplicati  accedant.  Unde  etiam 
vice  versa  expressiones  ipsarum  ^,'  atque  functionum  R,  H  per  quantitates  ^,-, 
Vi  nonnisi  easdem  mutationes  subeunt,  scilicet  termini  per  quantitates  F,  ^^  ... 
multiplicati  iis  accedunt  neque  vero  termini  in  F',  *P',  .  .  .  ducti. 

At  longe   secus    evenit,    si   functioni    R   etiam    termini    ^li^'+^üi^'H — 
addantur.     Et  functio  quidem 

valorem  eei'te  numericum  non  mutabit,  quum  sit  identice: 


+y 

3F' 

+■ 

■■+K 

aF' 

-F'  =  0 

-1  as; 

+i; 

3*' 

-+■ 

■■+?; 

30' 

~^'  =  0 

Sed  quantitates  C;  non    tantum   formam  additione  expressionum    evanescentimn 
rnutabunt,  sed  alios  adeo  valores  numericos  indunnt.     Quippe  quae  evadunt 
_    dR  ^,    dF'  a*' 
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omissis  terminis  evanescentibiis 

8X  dfi,  dX  du 

Qua  de  re  etiam  Ibiima  functionis  H  per  ipsas  ^,.,  Vj  expressa  alias  subire  debet 
mutationes  praeter  accessum  funttionum  evanescentium,  quum  valor  ipsius  H 
immutatns  manere  debe'at,  dum  quantitates  v^,  v^,  .  ,  .,  v^,  quae  functionein  H 
ingredumtur,  alios  valores  induant.     Ut  mutationes  accuratius  indiceni,  srt 

dX  dfi  dl  dfi 

sint  poiTO  vf  quantitates,  in  qiiüs  ipsae  v,  abeunt,  si  loco  H  j^f^^^'t"'" 

Tum  erit 
porro  [Dosito 


X" 

=  -i-E; 

Sij--'"   '•  = 

-.;|^-.  . 

XI 

=  -ss; 

31., 

-*^ll  •■ 

abit 

H 

in  expressionem 

M° 

=  tl+).'F+fl'0  +  - 

■^XlF'-\-ii1^'-\- 

omissis 

quantitatibus 

se  mutuo  destriientib 

US 

k{^ 

■--},  .M 

atque  in  termino  primo  ö^  Joco  ipsarum  w,.  positis  valoribus  c,"  ^  ^,— X, .     Quibiif 
adhibitis  expressionibus  sine  miilto  negotio  invenitur,  quod  ficri  debet, 

dv'>    ~  dv.  ~^'- 

Rejectis  eiiira  terminis  evanescentibus  fit 

dB"  eil  dH  (  dh        ^h\  <^^'  ^*' 

ör".  ov.  '  dv,.  V  ou"         övY  J        '   öv'f         '  ot>r 


y  Google 


■OITO.     qniim 

ümnes    salaT'Liio     i",    functiones    s 

escarit, 

dJl 

81,             ,  31,         Sl,        ,  af 

'Svf  "  ^>f>  alf  "■  "alf  '^'^ 

3H 

aL.           ai.      aji"        ai, 

5$ '  3u,, 

öt-."     '-'  ö?;  ^ 

Unde,  rejectis  terininis  se  mntuo  destraentibus,  .prodit  forinola  demonstranda: 

dJP_  __  _6H_ 
(5rP  dv.  ' 

quae  valet  pi'o  qiiolibet  indißis  i  valoi'e.  Apposui  antecedcntiü ,  quaniquam  ad 
propositi  problematis  solutionem  non  necessai-ia,  sicuti  innui,  ad  dilucidationem 
i'iai;   prona  enim  est  in  hac  quaestione  ad  errores  via. 

Etiam  Hmctiones  ^  ist  yj  variis  modis  mutari  possunt  addendo  iis- ter- 
mino^  in  F,  ^,  .  . .,  F',  ^',  ...  mtütiplicatos,  sive  expressis  (p,  i/',  sicuti  re- 
qiiiritur,  per  quantitates  S^,  v,,  addendo  terminos  multiplicatos  in  F,  ^»,  .  .  .,  A, 
B,  .  , . ,  siquidem  per  j1,  B,  . . .  designamus  valores  ipsarum  F',  4'',  ...  per 
quantitates  1,-,  W;  exhibitos,  scilicet  expressiones 


SF 

dE 

dF 

an 

dF 

dH 

A  = 

'W 

^ 

-H 

*i 

^ 

-+-•■ 

■■+ 

es,, 

av^ 

a* 

SR 

a* 

dH 

a* 

dH 

B  = 

'W 

si; 

+ 

TC 

'av. 

+■ 

■  ■+ 

35,, 

äv^ 

Quae  expressiones  quiim   evaneseere  debearit,   sunt  ^  =  0,  B  ^=  0,  ...    aequa- 
tiones  conditionales,  quae  inter  ipsas  | ,  v^  locum  liabent. 

Ante  omnia  bene  tenendum  est,  e  variis  quidem  formis,  quas  functio  R 
per  aequationes  F=  0,  ^=0,  .  .  .,  i*"  =  0,  0' =  0,  ...  induere  potest,  quani- 
cunque  eligi  posse;  sed  hac  electa  atque .  ratione  praescripta  inde  dediictis  ex- 
pressionibus  ipsarum  V;  per  quantitates  |,-,  |,'  atque  functionis  H  per  quanti- 
tates I;,  V,,  supponi,  has  expressiones  per  aequationes  illas  non  denuo  umtari, 
Alioqui  enim  in  infinites  errores  delaberemur. 
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ExpresHioiium  quaesitamm  formatio  ad  duarum  summai'um  deteiininatiouem  revocatur. 
40. 
Adsti-uam  piimuni  aequationes ,   quibus  quaiititates    V;  detei'minantur  per 
ipsas  qi  et  Pi,  siquidem  data  est  expressio  functioiils  H  per  ipsas  ^,  et  V;  atque 
expressiones  quantitatum  |;  per  ipsas  q^.     Habemus 

■^^.. 

ÖR    B'S. 

Quum  habeatiir 

qiiia  in   expressione  ipsius  ^,'    per   quaiititates    q^.,  q[  ipsa    q[   tantuiii  lineariter 
obvenit  atque  in  -^—  ducta,  fit 


5E.                31                       dl 
dq,      -''^    dq,      -'^                    eq„^ 

ideoque 

eR     eg.                   dR     di. 

ideoque 


_  3B  „  dR  ,,  _^  SR  ,^  ^     ^  SR 

^'Sil^-  =  -air*'^  Sir*'  ä'C*' 


aü  .    ,    SR  .    ,      ,    3S  . 

öq[       '  cq^       ^                 dq^^       '" 
Quum  vero  positum  sit 

dR  _  dR  __ 

3?;    ^"''  Sqf^''" 

aeqiiatio  praecedens  sie  repraesentari  potest: 

(1)     »,(!S,+»,*|,4 Ho^ä?,  =  Piä^i+PiäJäH !-?,„*«.■ 

In  aequatione  (1)  variationes  ^q^,  Sq^,  .  .  .,  <?2„,  pi-orsus   arbitrariae  sunt,    du: 
ititer  variationes  J^i,  i?^^,  .  .  .,  cTg^  locnm  habent  fi  —  m  conditiones: 


as,  "''"^  as, 
a«  ..  ,   as 


«.+  #*.+-+^«, 
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Qua  de  re  quantitates  pt  quidem  per  |,-,  v,-,  sed  non  quaiititafces  *';  per 
ipsas  Pf  ex  aequatione  (1)  detenninantiir.  Habentiir  eniiii  e  (1)  tantuiii 
m  aequatioiies: 

"^  '   dq^  ^   dq^  f   dq^   ' 

p,  =  V  -^ 1-"9^ 1 l""„"a"i 


Ad  determinationem  completam  ipsarum.V;  praeter  jji  aequationes  praeeedentes 
adhiberi  debent  /t  —  m  aequationes  sequentes: 


(2) 


Conditis   aequationibus  (1)    et    (2),    quibos    quantitates    V;    determinantur ,    iam 
accedamus    ad    formatioiiem    propositara    expressionis    qiiantitatis    [<p,  ip]    per 
ipsas  Ij,,  v^. 
Fit 


fiF 

dH 

PF 

fiH 

PF 

dH 

u  = 

=  yl  = 

'ßs,' 

"ä^ 

+ 

"ö?/ 

~6v' 

+  ■■ 

■■+ 

~Sl. 

'dv,/ 

fl<T> 

fiU 

fi<t> 

fH 

Ö-f 

dH 

~ds;' 

'6v^ 

+ 

"öfT 

+■■ 

'■-+- 

S'i^ 

"eiT' 

a,f 

ai.            a»  as 

örf 

+  ■31,7 

a»,            a».  a«^ 

av^ 
% 

8(1, 

a«,      a.// 

ar^            a(^  ar 
^+-+a„;^^ 

His  duabus  expressionibus  multiplieatis,    habetur  valor  ipsius  -^    ■  ■  „■■     ,    e    quo 

pennutaiido   <p   et  ip  valor  ipsius  -^-^-  prodit;    quibiis    subductis,    habetur 
valoi'  expi'essionis 

dqi     dip        öy     61p 

dq.    dp.         dp.    dq.  ' 
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e  quo,    tnbuendo    ipsi  *  valores    1,  2,  .  .  .,  m    et  sumniando,   prodit  expressio 
ipsius  \(p.  ^>\  seqiiens: 

\  d<p     6<p  d<p     dip  \   &S.    '  OD,. 

I  L^,   (fjj  =  -:  I 

(3) 


i'f,      »P]  -   y    gg^        Q^^_  Q^^         Q^^   J       Q^_         Q^^ 


1  3..  a... 

1  9q,     dp, 

I   dif     dip  d(p    6ip  "I   öwj,    öif,,, 

l  "1  ötJj.    öiij^         9);^,    övj  /  dq^     dp. 

In  qua  expressione  sub  signo  süimnatorio  tribuendi  sunt  indicibus  k  et  k'  va- 
lores 1,  2,  .  .  .,  fi  atque  indici  ('  valores  1,  2,  ,  .  .,  m.  Snmmam  posteriorem 
sie  quoqiie  exhibere  licet; 

lam  pro  quibuslibet  datis  valoribus  ipsoriim  /:  et  k'  investigemiis  valoreoi  sum- 
marum  simplicium 

ö5,    dv^.        dt,    dv^,  ö|j    Ör,, 

5(ij    5t;^,         Ör^    dv^.,  dv,    dv^. 

ö'jj     öp,         d(j^     dp,^  dq^   dp^^ 

dr,,    Bv^        dv^.    dv,  ör,.    ßv^ 

dq,     dp^         ßq^     dp^  ßq,^  .Bp^^^  ' 

In  quibns  snmrnis  non  ipsae  v,,  v^,  . . .,  v^,,  sed  tantum  diflerentialia  eorum 
partialia  secunduin  quantitates  Pi,  qi  sumta  inveniuntur.  lam  quaeram,  quo- 
modo  binae  summae  per  solas  £i,  f»,  . .  .,  ^„,  r,,  v^,  ....  v„  exhibeantur. 


Summaruin  propositariim  piior  detorminatiH'. 
41. 
Sunt  quantitates  It  prorsus  determinatae  functiones  ipsarum  q^;  nam  ets'i 
^t  maiore  sint  numero  ipsie  q^,  quae  per  illas  expressae  supponuntur,  possunt 
tarnen,  advocatis  aequationibus  i^=0,  ^^0,  etc.  inter  ipsas  ^^  datis,  vice 
versa  ipsae  ^^  per  (/^  modo  prorsus  determinato  exprimi.  Quae  expressiones 
ipsas  Pf.  nullo  modo  involvunt.  Contra  sunt  ipsae  v^.  functiones  ipsarum  ^^  et 
Pi  per  (l)  et  (2)  determinatae.      Quibus  observatis,  dili'erentietur  (1)  secundura 
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fi,;    prodit: 


(4)      Sq^: 


Op.         ^  Op.         ^      •  OjJ.         '' 


Ex  hae  aequatione  et  ex  aequatioiiibus  (2)  et   ipsis  secundum  Pi  differentiatis 
nanciscimm"  aequationes  sequentes,  qimram  nuraeras  est  ;«  et  e  quibus  ipsarum 


dpf 


-^  valores  determinari  possunt: 


(5) 


dv, 

0=     TT-i- 

31,         Bv, 

SS, 

3»,   5?, 
■+  ap,  a,. 

dv, 

a?,         dv. 

dv„  a5„ 
a?,   5(^2 

dv 

55,      a», 

dp,     dq^ 

0  =  ^ 

dp, 

as,      a». 

3?! 

_,_  a.,     dt^ 

r.              3«. 

dA         Bv, 

a^ 

a»^  a^i 

Bv, 
0  =  -^ 

dp, 

as       dv, 

dv,         dp, 

SB 

a»^  as 

Eiusmodi 
1,  2,  .... 


et  post  m' 
sequente. 


aequationum  ünearium  eruimus  m  systemata  ponendo  loco  V  nuiueros 
m;   quae  systemata  multiplicemus  respective  per 

dq^  '        ö?g  '     '  '  ''       dq^^^ 

uitiplieationem  i'actam  instituamus  additioiiem.    Tum  adhibita  uotatione 
in  qua  k  et  k'  inter  se  diversi  accipiuntur; 

ö^j     öpj         dq^    dp^  dq^^   dp^^ 

81,  &v^.      d^,  dv,  eg,  dv, 

(9^1    ßp^         ßq„    dp.^  dq^^^   dp^^^ 


■  =  K 


■■  l'+^V- 


mvenimüs: 


11* 
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0  = 

35,-  , 

0  = 

3?,   ,■        «1   , 

35,  , 

0  = 

dÄ 

-1^*.-^^^=- 

3«,    '• 

dB 

^*.-^*=- 

ro 


Harum  aequationum  resolutio  revocari  potest  ad  aliarum,  quarum  numerus 
tantum  est  fj.  —  m  sive  idem  atque  aequationum  conditionalium  F=0,  ^'  =  0,  etc. 
Habetur  enim: 


(8) 


multiplicatoribus   ^f,  Xf\ 
aequätiones: 

(9) 


as,       '   es 


SF 


a« 


siquideni : 


(10) 


t    _  iW  3J^    ,   ,(1)  a« 

.,    qdOTmiri    niinienifi    est    ,(t  —  '»t 

detenninatis   pe 

3^    —  „  i«^/,  3'*-)^ 

— |^  =  (.,i»+«,;|'+..., 

öi'    Ö4         dF    dA                 3F 

dA 
3",  ' 

a*  a^      a*  a^            a^» 

as,   a«,      as,  a»,  ^      ^  as„ 

dA 

dF    SB         dF    dB                 dF 

at^   a»,  '^  ai,   s»,         '"  ai^ 

as 

a*  as      a*  as            a* 

"ai,   a«,  +  as,  "a»,         '"  as,, 

as 

3«„  ' 
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Aequjilitas  coel'ficientium  u.^  et  h^  facile  patet  ex  expressionibus  ipsarum  A  et  B 
§.  4ü  (2)  propositls.     Invenitur  enim  utriusque  expressionis  idein  valor: 
_  dF   80      d^H 

ipsis  k  et  k'  valorilms  1.  2,  .  .  .,  ^  tribntis.  Generaliter  aequationes  lineares  (9), 
ad  quarum  resolutionem  investigatio  ipsai-um  /r,,  k^,  . .  .,  k^  reducta  est,  ita 
comparatae  sunt,  ut  series  verticales  et  horizontales  coSfficientium  eaedem  sint, 
Qui  porro  coSfficientes  tantum  ab  ipsis  functionibns  F,  0,  etc.  neqne  ab  indice 
k  vel  k'  pendent;  index  tarnen  k  afficit  aequationum  (9)  partes  constantes. 
Posito  igitur 

eruis  m  systemata  eiiisinodi  formularum  tribuendo  ipsi  k  valores  1,  2,  .  .  .,  m, 
ipsis  cogfficientibus  ^ä  immutatis  manentibns.  Oeternm  e  noto  Theoreraate 
algebraico  fit 

sive  etiam  in  aequationibiis  (11)  eoefficientium  series  horizontales  eaedem  simt 
atqiie  verticales. 

Agitur  de  altera  summa  detorminauda.. 
42. 
E  duabus  summis  slmplicibus 

'■  dq     dp.  '      ^'  \  3g i    dpi      ■   dq.    dp^  j ' 
quaiTim  valores  §.  40  vidimus  investigandos  esse,  alteram  antecedentibus  deter- 
minavi  seii  certe  ad    alias   revocavi  qnantitates   ^i  ,  X^  ,  . ,  .,   quae  per  resoln- 
tionera  /t  —  m  aequationum    lineariiim   inveniuntnr.      lam  aiteram   investigemus 
summam  simpliceni 

'"'  ("  dq.     dp.         dq.     dp.  j  ' 
CLULis  eoraplicatior  iit  expressio. 

Statoamos,  e  sequentlbus  ,«  aequationibus  linearibus: 
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=  -„- — M,  +  -3 — «»H l--ä^-w„! 

=  -^ — "tH--ä^""H l-""a     "*'„i 


(12) 


A,    =  ^^^ — ) 
'  öv. 


^^2  ÖJ 

■  dA  dA 

dB  dB 


obtiiieri,  resolutioue  facta  iiieognitarum  ?(,,  v.,^^  ...,  ■«„,  valores  sequeiites: 

Si  in  aeqtiationibus  (lÜ)  ponitur  Mi  =  1,  reliquae  autem  omnes  M^,  M^,  . ..,  M„„ 

Ni,  N^,  . . .  praeter  M^  evanescunt,  aeqiiationes  illae  eaedem  fiunt  atque  aeqiia- 

6v         6v.  dv 

tiones  (5),  e  quibiis  valores  ipsarum  -^ — ,  -^ — ,  .  . .,  -^  petendi  sunt,  sive  fit 


dp,  ''' 


vel  generaliter 


-8^ 


=  C.,.,      . 


dv 
dp. 


iTum  u,,  iu. 


ünde,  facta  aequatioymm  (12)  resohitione,  obtinentur  incognilan 
vahres  sequentes: 

di>,             6v,  dv, 

dp^             dp^  dp^     '"         ''^     '         i.^     ^  ' 

öv.,              dv„  dv^ 


(13) 


öp, 


dv  dv 

op^      '       ap^      ' 


\-~^M  +Z),,  A,H-i>,„  A,-| 
dv 
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His  praeparatis,  diffei'entieiims  aequationes  binas, 

"'  ^  dq^         ^  dq. 


?,,  =  ' 


quae  ex  (1)  (§.  40)  sequuntnr; 


"  % 


priorem  secundum   qi,,   posteriorem  secmidam   q-^.      Id  quod  licet,    quam,   sub- 
stitutis  ipsarum  |j,  v,,  valoribus  pei"  pt,  q^  expressis,  aequationes  illae  identicae 
evadere  debent.    Facta  differentiatione,  partes  ad  laevain  ut  ab  ipsis  §;,  $;.  vaeuae 
evarteseunt,  partes  ad  dextram  commmie  iianciscutitur  aggregatum 
8%  d%  6% 


6(j;dq., 


'   ^ißi,' 


dq.dq.. 


Duabiis  expressionibus  evanescentibng  aequiparatis  et  aggregato  eommuni  reiecto, 


nanciscimur: 


(14) 


«1 

-3^ 

%  a»„ 


Ex  hac  aeqiiatione  obtinemiis  numemni  m  aequationum  tribuendo  ipsi  i'  valores 
1,  2,  .  .  .,  m,  quarum  aeqaationum  mia  valori  i^=i'  respondens  adeo  identica  est. 
PoiTo  ditferentiando  aequationes  Ä^ü,  B  =  0,  etc.  secundum  ^„   obtinemus: 

SA    Bt^         BA    St, 

BA    Bv,        BA    Bv, 
Bv,    Bq, 

dB   ai, 

BB    Bv, 

Bv.,    Bq^ 


(15) 


aß  ai, 

BB    Bi 
Bv^     Bq., 


BA  Si^ 

"aj^  Bq., 

BA  Bv^ 

Bv,,  Bq,   ' 

BB  8t^ 

SS  Bv^ 

Bv„  Bq^   ' 


Si  poniiiius 


ai,  a«,      ai,  a», 
ö^i  a(^^,      a<;^  Bq.,, 


a?;  a^^. 
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iitque 


iV.<" 


SA  as,      äA  aj, 

SB    a{,         SB    85, 

as7^,      517  3«, 


34    85^ 

3? ,     Sq^   ' 


systema  m  aequationum  (14)  iunctum  systemati  aeqaationum  (15)  eonvenit  cum 

v      ■     ■  ■  ^w,        öfg  Sv^  .  .  , 

aequationibus  (12),  siquidem  ^  quantitates  ~~ — ,  -^ — ,  ,  ,  .,   -^ —  pro  mcogmtis 

?/,,  n,^,  ...,  ?f^,  habentnv.     Hinc  yeemidum  formulas  (1!-!)  nanciscimur: 

3p,„ 
Statnamiis 


3«.  S>>.  Si; 

^r-  =  Wi  =  ^^-^i-t-^^ — 

3^;  ''Pi  3pj 


3", 
(16)     7.^ 


3». 


3i., 


■■+- 


=  (*'X, 


ita  ut  (_k)^,-~(k')|,   Sit  altem    summa  §.40  iiwestigatii  proposita.      Qiiii   adhibita 
notatione,  poteiit  aequatio  praecedens  hoc  raodo  repraesentari: 


(17) 


oft  dt  •    dt,  d'^a 


3*  '  ''       34 

+.D,,,A\'''+D„jV,"'h 

8abstitiitis  ipsarum  N^\  N./ .  ete.  valorlbus  positoquo 


(18) 


tequatio  praeeedeus  in  hane  abit: 


"f  =  (1).- 

-A. 

SÄ 
3l7 

—  D, 

SB 

"i"  =  (2).- 

-n, 

SA 

"si; 

-A, 

SB 

"-■;;■  =  öo.- 

-/), 

SA 

— -D, 

SB 

St,,       '" 

8v,       es,    „,     31, 


38. 
"3?, 


E  qua  iia]iciseimi!i'  in  farmiilas  tribiiendo  ipsi  f  valores  1,  2,  .  .  .,  ■ 


E  qnibus 
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ut  obtineatur  rnrsiis  systema  aeqiiatioiium  linearinm    formae    aequatiomnii  (12), 
investigemus  adhuc  valorem  expressionum 

N    -  -^^«^--^?  «,«-) ^l?-w^'^ 

■^  rJv       '  dl'       -  öl'        /' 


Quod  hoc  modo  lieri  potest. 


Habetur 


dA  dA  dA  dÄ  dA    dv,. 

-^-~C1),,+  ^(2),H H^— a*l  =  -^r.^— (^'l  =  -2',.,-J,-S- ^- 

5ii|  ^  ^^       ov^  ^  ^^  Ol'    ^   "■  *   öi'^,  ^    "■  '     '  dii^,.    öq^ 

Differentiando  aiitem  aeqiiationem  ^  =  0  secundum  q,  fit: 

dA    6v^.  dA   e^-,, 

"'''  dv^,,    dq.  "'^  9|j,,    dq^  ' 

nnde 


^     ö^  ,,,.               5^       ^     dA  ,, 

'"Si,,  <*  '•  =  ~-air-*'- %-*•■ 

Erat  auteiii 

'■          ■    "SS —     '   "äE — 

Ponendö  igitui' 

A  =  ^k- 

dt,.  '■'  -  ai,  *■  +  ai,  ^  +   +  as^  ■>■  ' 

f"*'        A,  =  S, 

a^  ,(1-)      a^  ,(1)  ,   SA  p,          3^  ,,, 

M 

^     äA 

ry-,    -        SA             aF            Sf 

Eadem  modo  ponendo 

*i  =  4f ''"^"If'''""^"'"^  ff  *■"■ 

(21) 

y  Google 


90  NOVA  JIETHODUS,  AEQUATIONES  DIFFERÜNTIALES  PARTIALES  PRIMI  ORDINIS 

fit 


■  s», 


-(*').  ^ 


31. 


-B, 


3F 
31.  " 


3i- 


et  similes  aequationes  pro  qualibet  aequatione  conditionali  obtitientnr. 
Statuainns 

I_dA_JSA_      J)A__eÄ_  SA__dA_  _ 

31,  3«,  +  35,  3«,  ^  ^  as^^  e,r  ~  "■' 


(23) 


SB 

3Ei 

BA          SB 

''s^-^'si. 

SA 

■^4f 

3.;  =  f 

SB 

SB         SB 

3«,  "^  si; 

SB 

-f 

#  =  /! 

Ö^ 


et  summationeni 


Tum  multiplicando   aequationes  (9)  §.41  per  "sr-,     ^^    , 

instituendo    respectu   indieis    ^,    nancisciimir  aeqiTationum    linearium    systemata, 

quibus  Valores  ipsai-iun  ^i,  A^,  .  .  .,  .ß,,  B,.,  ...  determinantur : 


(24) 


-/?i 


Quodlibet  systema  tot  continet  aequationes  lineares  totqne  incognitas,  quot  datae 
sunt  inter  quantitates  I, ,  ^^,  .  .  .,  ^^  aequationes  conditionales  7''=  0,  ^=  0,  ...  . 
Resolutione  facta  nanciscimur  ipsarum  Ä,,  Ä.^,  ...,  B,,  B^,  ...  valores: 


(25) 


~A 

=  ^j^ßj+^j^a^H-- 

—A 

=   ^,jC!,  +  ^j^^C!5  +  - 

— A 

=  ^,,,ft+^,,,^,+- 

—ß. 

=  ^^_J^-i-A,ß^+- 
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quibus  in  ibrniulis  coSfficientes  y/,^,,  iidein  sunt  atqiie  in  (11)  §.41.  Antequam 
ulterius  progrediai-,  valores  ipsarnni  D  et  ipsi  ad  qnantitates  A  revocandi  sunt. 
Eum  in  finem  in  aequationibtis  (12)  porio 

_J_F_  ^_8F  ^   dF_ 

"'~  es,  '     "^        d'i,  ■■    "  "  ■'    "'^       'd\  ' 
linde  fit 

A/,  =  0,     -M,  =  0,     .  .  , ,     M^  =  0, 
N,=ii,.    A'„  =  6,,    .  .  ., 


quibiis  substitutis  ex  aeqaationibus  (13)  obtinetur: 

dF_ 


dF 
(2(5)        ~-  =  a^D^^^-^h^D^.^ 


Eodeiiique  modo  fit: 

(27)     !    *,  '    M       '     'J 


Aequationibus  (26),  (27)  resolutis  prodcuiit  valoi-es  qnaesiti: 


His    valoribus    simulqiie    ipsarmn    A^,    A.^,    .  .  .    valoribiis    (25)    substitutis    in 
aequatione 

dF       ,    ß* 

simulque  revocando,  quod  supra  §.41  adnotavi,  esse 

eniimus: 

(29)     ^.,|^«0,.  =  ~||-+^,,..+fl««,+-. 


eodemque  modo  fit 


(30)      J..-|,^-(S'),  =  -4i-+D,,ß,  +  I>,,,ß,-^ 
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Hinc,  Substitute  e  (18)  valore 


prodit : 


w'*' 

=  (*').-A 

■  dt,           M  dt,. 

8A 

"''■    =  4f 

.f+4^»«  +  - 

-'i-I>,,a,+D„a,- 


3B 

"+4f- 

4'  + 

- 

dB 

dt, 

+  D,^ß^^D,^^ 

~D,,a, 

-D,. 

dA    dB         dA 

dB                  3A 

dB 
dv^ 

dA    dB         dA 

da,    dt,         a», 

dB                  dA 
dt,       '"       dv 

dB 

dt„ 

Statiumms,    quaecunque   sint  A  et  ß  variabilium  $\,  |j,  .  .  .,  ^^,  w,,   f^, 
functio-neSi 

\[A,  By  - 

"I 

qua  in  notatione  plagiüara  superposui,    ut   expressionem   distingiiam  &  similiter 
respectu  variabilium  q,,  q,,  .  .  .,  q^,  p,,  p,,  .  .  .,  p„,  formata. 

Eruentur,  hac  nova    notatione  ad  formulas   praecedentes 
pressiones  quaesitae: 

S^  J)  1     8A      ,„  dA    j„ 

dv,     '  ^  dv,   '■'  "^        ^  dv      >■ 


(32) 


N 


=  -4f+'>,j^,ir- 


dt, 
dv, 

aß 

~      as. 


.1  1     SB      ,„ 
"^  dv,     •-  '^ 

+D,,[B,A]'- 


dB 

'  a»„ ' 


Quae  aequationes    iiinctae  m  aequationibus ,    quae  tribuendo   ipsi   l   valores    1, 

2 m  obtinentur  e  (19),    suppeditant  systema   aequationum  linearimn  ipsis 

(12)  similc. 
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Quai'uiii  resolutio  snppe<Jitat  e  (13): 

Undi?,  STibstitntiK  praeeedentibus  ipsarum  iV,,  A^;,  ...  valoribus  (32)  atqne  e 
(18)  valore 

prodit  altera  sninma  §.40  investigatu  proposita: 

(33)  r  ^'^^""^^*-  '^  -^^■■^^"-^'-■■"öi7+^*-^^"~-^*'-^^+- 

t  +(A..,iA.-~A,i-0t-,2)[^'  -B]'+--  ■ 

Qiiae  est  expressio  qiiaesita,  e  qua,  si  ipsarum  D  valores  (28)  substituis,  va- 
riabiies  (/i,  j^,  .  .  .,  q^,  pi,  p^,  ■  ■  ■,  p„,  proraus,  quod  postulabatnr,  abierunt. 
Observo  in  formula  (33)  terminos 

inveniri  tot,  quot  binarum  aequationum  coiiditionaüum  habentur  combinationes, 
^?A^ L.     Unde  si    unica  iKnimn   aequatio   conditio- 


iialis  datur,  eiusmodi   non  habentur  termini.      Eo   casu  habeüir,   si  F^O   est 
aequatio  conditionalis : 


«■I(*')-(%1 

= 

dF    dA        dF    dA 

ubi 

,        ^  dF    dB 

,  dF     dF      d'R 

"     '  as,    as,,  a»,a»j,  ' 

siqnidem  in    altera  summa  ipsi  A:. 

In 

altera  ipsis  k   et  k'  valores    1,  2, 

tribuLiiitiir. 

Formiilae  iintecedentes  applicantur  ad  casum,  quo  ipsae  ?j,  §^,  ...,  ?    cooi'dmatas 

orthogonales  pnnctomm  inaterialiura  significant. 

44..- 

Sit  ^  =  3ii  simulque  quantitates  ^i,  l^,  . .  .,  I^«  designent  3n  coordinatas 

punctorum  motorum  ortliogonales,    sitque  puneti,  cuius  una   coordinata  per  ^^ 

deiiotatur,    massa    m^,    ita  ut    quantitatum  m-^,  7tu,   .  .  .,    m^    ternae    a<]    idem 
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punctum  pertinentes  inter  se  aequales  existant.     Tum  erit,  designaiite  U  soiaruu 
!■;,  functionem  ab  ipsis  i\.  vacuam  atque  T  semisseui  viiium  vivarmn, 

—  J^  —       S' 
atque 


Ä 

=  s 

s;, 

B  = 

-"-^;' 

s 

1 

-(€)■ 

«,= 

■*,= 

^  1 

■  a« 

"*7 

,    ff.^ 

_   V      I 

4  '5?_y 

-, 

>.4'  =  4,, 

3F 
3f 

■  +4 

+■■ 

""■""■ 

i,,i;,  = 

^^1,1 

ai- 

äF 

f  ai? 
las, 
a* 

*7 " 

a* 

SE,,  + 
1*     ,  . 

af  a* 

ai,,  aT,' 

Adnoto  data  occasloiie,  fieri  pro  assignata  Ipsavuiu  ^j.  significatioiie 
sive 


quod  facile  hoc  modo  intelligitur. 


'  8q^    dp. 

"■■  3},"  ap7' 

telligitur.     Est 

a?. 

%   ap, 

as^  a?,,    a^; 

a^,  ay_.       *'"'' 

es,,  as,  ^  a?,: 

Sil 

T);7-  =  T)p;, 

a'fl 

3p,a)>,,  ' 
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sive  expressio  -^^^  indicibus  ^'  et?'  commutatis  immutata  manet.  Ünde  altera 
Bummarum  appositarum  duplicium,  scribendo  i'  ]oco  i  atque  i  loco  i',  in  alteram 
abit,  sive  binae  inter  se  aequales  existunt,  q.  ä.  e. 


De  nsii  functionum  ^  in  (leterminaudis  multiiilicatoribaa  Lugraugiaiiis. 

45. 
Quantitatibns  A^^^,  quibus  ant-ecedeotibus  usi  sumus,  etiam  mulHpUcatores 
Lagi-angiani  determinaiitur,  qui  formandie  aequationibus  differentialibus  dy- 
namicis  inservinnt,  qiioties  inter  variabiles,  quae  punctorum  materialium  posi- 
tionem  determinant,  aequatlones  conditionales  habeiitur.  Ad  quas  formandas 
aeqiiationes  differentiales,  adhibeo  formulam  symbolicam  §.37  (1)  propositara, 
in  qua,  ut  q^,  q^,  . . .,  q„,   semper  variabiles    independentes   designent,  loco  5,, 

Quo  facto 


-s:r  +  -  .,r-i>i.- 


J„  ...,  }..,  J)„  p„  . 

aequatio  illa  haec  fit 

/-),„  scribo 

S„  ä 

.,  („,   « 

1   'f-hi 

;    t'^- 

1  au 

H — 

s^{«.+' 

am      dv 

-}*?,  +  • 

-{- 

au 

+  -■£ 

Inter  variationes  (?^i, 

4', 

etc.  habentiir 

aequationes; 

SS, 

-^.-€ 

«,+• 

■+ 

f-^ 

=  0, 

S5i 

-'^.-t 

«.+ 

■■+ 

t^^- 

=  0, 

siquidem  rurstis  i*^  =  0,  0  =  0,  etc.  sunt  aeqiiationes  conditionales  inter  qnan- 
tltates  §1,  §i,  .  .  .,  Sf,  propositae.  Per  regulam  notam  aequationes  praecedentes 
in  multiplicatores  ^1,  X^,  ...  ductas  aequationis  (1)  alteri  parti  addo  et  ter- 
minos  in  singulas  variationes  ductos  evanescere  statuo.  Quo  facto  aequationes 
differentiales  inter  vai-iabiles  t,  £,,  c?,  . .  .,  a„,  v^ 
queiiteS;  insuper  aequationibus  £,'  =  -^ —  advocatis 

<^,  dH         dv,         '     6H 

~dr  ^  ~dv^ '        dt    ^  ~  agj  "^  ^1 ' 

(%  __  dff         dv^  dB. 

(2)    "j"r~"ä"(ir'    ~dr^~~e^''^^' 


,           (/£ 

. .  .,   »,   ob 

tinentur  se- 

ai- 

30 

St; 

'  a?, 

aF 

3* 

as. 

-*'«7  — 

*. 


a«  an         aF         atr 
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Qiiibus  acquafcionibiis  adiuiigendae  sunt  ipsae  aequationes  conditionales 

Ji'=0,     *  =  0,    ... 
et  qiiae  ex  earum  ditfetentiatione  sequuntur: 

^  =  0,      B  =  0,    ... 
His  postremis  iteniin  diff'ei'eiitiatis  et  substitutls  e  (2)  ipsoruiu    -j-'-  ,    —jr- 
loiibus  obtinemus: 

js^jäif     _e^  SH_  SA  as 

35,  a»,  "*"  ai/  av, "'      '""a>^  s..^ 

aA  ag  _aA  j}H__    _aA_aH  _ 
~  a»,  "af,"     a»,'  as,     '"     a»^  af^'  ~  ",•',+'•,',+■■■. 

as  J5ff      as  äff  jm__aB 

3f  Si.,      as,  a», "'      '"  as^  a..^ 
_J3B_  all 3h  au^_        aB  an 

av,  'as      Ihr  as,     '"     a»    as, 


=  6,Ä,-h(>A.-\-- 


siquidem  hie  «,,  lu,  .  .  .,  b,,  b,,,  .  .  .  eaedein  sunt  quantitates  atque  §.  41  (10). 
Unde,  si  advocamus  notationem  §.  4S  (31)  propositam,  eriiiraus  valores  multl- 
plicatonun  sequentes : 

p.,  =  ^,JA,  fl]'+^,,[ß,  ö]'+..., 


Unde  e  §.48  (28)  aequationes  differeutiales  dynamicae  tiunt: 
■  dv,  an 


(4) 


as, 

3H 


iJ,,[A,ny-D,^[B,uy — , 


rlr  an 

-,if-  =  --as  —i',M,J-n'~v„,[v,ijy-—: 


e  quibus  iaui  mnltiplicatores  siuit  eliininati. 


[f.'/'l 


Ope  «ujimiarum  supia  iaventamiu  ipsa  expn 
40. 
Formulam  (3)  §.40: 

ay  a»//      a^)  a»// 1  as,  a»!, 


'  [V)  'P]  foi'malur. 


ras; "  öl.,: 


^  a^i  at!/  j  a», '  a»,,     a«,,  a»,  ■ 
V  "a^")  "a?-  "a^  "*" "  "SV  TSr  \TX^  ~aj,]      a^  l3jr, 
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notationibns  supm  adhibitis  §.  41  (6)  atque  §.  42  (16)  sie  exhibere  possumus; 
I  b,  f]  = 


(1) 


-!(*),. 


Qua  aequationG;  ai  ipsaniin  l\,  atque  (J^\.  —  (t')i  valorea  supra  iuveuti  sub- 
stituuntui",  prodit  ipsins  [y,  )/']  expi'esslo  investigalu  proposita,  in  qua  varla- 
bilium  q^f  q^,  .  .  .,  (/„,  vesttgia  luilla  inveniuntur. 

Summaram,  e  quibus  expressio  antecedens  compouitur,  secundae  et  tertiae 
transformationes  sequentes  aditujgo. 

Habetiu-  e  §.  41  (8); 


as. 

l  si,  a»,  "* 
l  as,  a..,  ^ 

l  af,   a»,  "* 


i  6<p     öip         ö<f     3(^1. 

I"al7 ^     ai7 ^J  '- 


s<P\ 


Bif 


dF  dtp 

'  as,  d«,  ' 

dF  dif 

■  dt,  dv.^' 

3#  difi 

dt,  dv,  ' 

a^  d<i> 

'^^'dn^' 


as.  Bv^l  '  •   as. 


ay  3if 
3s„  a». 


}i,i<" 


df_ 


(2) 


ras; 


6y 


=  ^.^ICm  rt'+'lfL*,  f]'- 


Habetiu-  poiTO  c  §.  43  (33): 
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V-|f;|^l(*').-W.J 


d^    3Ä 


dip 


dtp    8A 
dv,    äs, 


"^''  3»j    »■=•"■'  a»,  as,     *'  a»,  "w— »  a»,  ai. 


i  '  au     '•' 


a» 


Fit  antcm  e  §.48  (28): 


^    dF  d<p 


6*     9(/ 
^    BF    dtp  ^    e^    dip 


(4) 


|i;z),i,-|^  =  ^,,,F.  y]'-i-^,,, ,[*,</] '- 


His  formulis  si  atiraiir  et  advocatis  (11)    §.41.    aequationem  (2)   sie    repraeseii- 

tare  licet: 

\  dtp     dip  d<p   Jiip  1  , 


(5) 


+'iP,.x 


'V  \  aij  si.,,      a«, 
w  a»,  ■*>  aü-    au.     *>  ■■'  a».  '*'  as.    a». 

8(f 


Btp    SA 

'  3|,   a», " 


8y    ^_at_3iJ^ 

a»,  ■">  ai,  a». 


Formulis  (3)  et  (5)  snbstitntis  in  (1),  pi-odit; 

[y,  i/<]-[(P,  V]' 

+[^,^]'.-.i),,-|£-+[v.,i*]'-^.o„-|-+-. 

(^iiae  formula  generalis  satis  difficilis  erat  investigatu. 
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Expreäsio  iiiveiita  per  varia«  eius  proprietates  vciificatur. 
47. 
Qxiantitas,    per  quam   in   §.    antereilente  ipt^aii]    \ff\  if]   exprcssi  et  quam 
deuotabo  per 


(1) 


K^',-4]'-^i'„a:;+[*,ß]':=-.A,,-|;f- 


variis  gaudere  debet  proprietatibus  menioi'abiJibiis,  quae  simiil  varias  expi-essiouis 
iiiventae  verificationes  suppeditant.  Ac  primimi  non  miitetiir  eius  valor  necesse 
est,  si  in  lociim  fiTnctioiimn  59.  yj  ponatiir 

designantibiTS  X  fi,  X'.  /.i'.  A,,  ,«1,  X[.  /j-\.  .  .  .  quascimqiie  ipsanim  |,-,  v^  fiinc- 
tiones.  Valor  enim  quantitatis  [<f,  ^j\,  cul  expressio  3  aequalis  inventa  est,  ea 
mutatione  nullo  modo  afficitiii'.  Qnae  expressionis  S  proprietas  ex  ipsa  eius 
foniiatione  facile  patebit,  si  haec  aiia  Propositio  antea  demonstrata  erit,  ex- 
•pressionem  S,  posita  in  lomvin  allerutrius  functionmn  <p,  \p  una  e  ftmctionibus 
F,  5P,  ...,  A,  B,  ...,  qiuiecunque  Sit  altera  fnnciio,  evanescere.  Quae  Propositio 
tantum  probanda  erit  pro  (sasibus,  qiiibns  <f  ^  F  atque  (p  =^  A.  ponitiir,  fiinc- 
tione  y  arbitraria  manente.  Reliqui  enim  casus,  quibns  <f  functionibiis  4>,  .  .  ., 
B.  . ..  aequiparatur.  sive  quibiis  (p  arbitrai-ia  manet  atque  ip  alicui  e  funetionibus 
F,  </>,  .  .  ..  A,  B.  .  .  .  aequalis  ponitiu",  prorsiis  eodeni  modo  Iractai-i  possiuit. 
Pofiito  (p  =  F.  evariescunt  termini 

Ljuum  i'iuKttio  ^'solas  ^'j  iiivolvüt  ncqne  qiuuititates  Oj.    Ilinc,  po.sito  (f  =  l'\  ernimuH: 
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At  e  formiilis  (26),  (27)  §.  43,  in  quibus  est 

a,  =  [f,  A]',     i,  =  [-f;  -B]',     .  -  . 
■i,  =  [*,^]',     *,  =  [*,  «]',     ■  .  ■ 

habetur; 

Quariim  formnlariim  ope  übit  expressio  ipsius  3  antecedens  in  lianc: 


s=[F,ipy- 


dF    dip 


Jüvanescit  igitur  S",  posito  <p  =  F,  q.  d.  e.    Eodem  modo  demonstratur,  evanescere 
3  ponendo  g)  =  ^  vel  ponendo  ip  ^==  F  sive  ip  ^  fP. 

Ponamus    iain    in   expressione  (1)    ^  :=  A;    quaerendi    sunt    ante   omnia 
vatores  quantita.tum 

E=.i,D.,^,      E,  =  S,D,,-^^,      .... 

1  l-        *,1      Q^^  /,  K        k..      ^y^     ' 

Ad  quos  inveniendos  multiplieentur  (2)  per  -^r—  atqiie,  positis  loco  k  valoribus 
1,  2,  ,..,/*,  instituatur  pro  singulis  aequationibus  (2)  suminatio;   provenit: 

:s,-|^-~  _  [«,  ..!]■  =  [*,  /i]'£',+[*,  £■]'«,+■■•, 


Unde  obtinctiir 

ac  si  aequationes  i*'=  0,  <?  =  0,  ...  plures'  duabus  datae  sunt,  evanescimt 
reliquae  omnes  similes  expressiones  ^J)^^^-^ — ,  ^i,!)),^^^ — ,  ....  Eodem 
jnodo  probatiir,   fieri 
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atque  evanescere  reliquas  omnes  qiiantitates  ^j, D^. , -^— ,  -SiDj^a-^-  ,  ,...  Per 
aeqtiationes  (3)  videmus,  ipsam  3  posito  (p  =  A  evanescere,  quum  sit  [^4,  Ä\'  =  0, 
[^4, !/']'-+-[)/',  il]' =  0,  ac  facile  pateat,  qaemadmodiim  ea  sabstitutione  facta 
termim  in  {A,  E]'  diicti  evanescunt,  ita  si  aequationes  conditionales  plures 
duabitö  datae  sint,  evanescere  terminos  ductos  in  expressiones  similes,  quarum 
numerus  idem  est  atque  nuniems  combinationum  binarum  aequationiim  condi- 
tionalium.  Eodem  modo  deraonstratur,  evanescere  5"  ponendo  tp  ==  B  vel  po- 
nendo  ip  =  A  sive  y  ==  ß. 

Designemus  iain  expressiaiiem  (1)  per 

ac  ponamus 

q,"  =  y,4-;.  F-ha^-\ \-X' A+fi' B-i~---, 

y,"  =  ^^/^-A^i^^-^J*^ \-x[A-\'fi[B-\ 

Patet  e  formatione  expressJonis  [y, '/']",  rejiciendo  post  differentiationes  pai-tialee 
transacta^s  expressiones  per  quantitates  evanescentes  F,  4',  ,  .  .,  A,  ß,  ...  multi- 
plicatas,  fieri : 

[y",  j/,"]"  =  [y",  ,p^?.^F-i-fi,^^-\ \-l[A-hn[B-h---]" 

-ha;[(/",  -4]"-i-,ii;[<p'>,  B]"-i — 

At  demonstravi  modo,  qiiaecunqiie  sit  (p'^  l'unctio,  haberi 

[,f\Fy  =  0,     [y",  *]"=0,     .  .  ., 

\<p\  ^]"  =  0,      [y",  ß]"  =  0,      .  .  .; 
linde  fit 

Eodem  modo  probatur,  reiectis  post  differentiationes  partiales  transactas  ex- 
pressionibus  per  quantitates  evanescentes  F,  ^,  .  .  . ,  ^4,  ß,  .  .  .  multiplicatis,  fieri 

[yo,  (^]"  =  lff,-\-XF-hfi^-i ^X'A-\-fi'B-h---,  tp]" 

=  [y,  ipy+X  [F,  ilj]"-^ii  [*,  ■ipy+-- 

-hX'[A,  ^]"+fi'[B,  V/]"H 

Unde,  qimin  probatnm  sit,  quaecunque  sit  y  functio,  baberi 

0  =  [F,  ^r  =  [*,  ip]"  =  -  ^  [A,  V]"  =  [B,  </.]"  -  -, 
fit 

[i^%lp°]"  =  [q^',ip]"  =  [<f,<p'}", 

qiiod  est  Tlieorema  demonstrandum. 
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üeiiidL^  etiam  iion  nuitsin  debet   expressionis  S"  vaJor,    sl  ioeo  fiiiictioiiis 

M  ponitur  B-\-^F-h/i4>-\ j-Jl,i*^'-^^i^'H — ,   atque  de    hac  nova  fmictione 

deducnntur  valoi'es  ipsaram  V;  a  praecedentibus  diversi  et  forma  valde  dis- 
crepans  fuiietionis  H,  sicuti  §.  39  praecepi.  Sed  verificatio  huius  proprietatis, 
ex  ipsa  quantitatis  S  foniiatione  petita,  qiium  molestissima  esse  videatui',  Mif~ 
ficiat  rem  examinare,  si  ipsi  H  tantmn  t^rmini  ^F-hjU-'P-] —  addantiir.  quo 
casu  ibidem  vidimus,  ipsamrn  v,  A'alores  non  inntari.  atqne  functioui  ff  similes 
taiitum  terminos  accedere. 

Demonsti'emus  igitiir,  quantiüitem  S  nou  inntave  valorem,  si  in  eo  loco 
ipsius  H  poiiatui"  H-i-^F-^fi^-i — ,  designantibus  Z,  ,ii,  .  . .  quascunqoe  ipsaram 
^,.,  V;  expi-essiones.  Qua  mutatione  functionis  B  fkcile  patet,  etiam  ipsas  A, 
B,  .  . .  similes  tantum  mutationes  subire,  ideoque  etiam  ipsarum  A,  B,  ...  dift'e- 
rentialia  partialia  secundniti  quaiititates  »',■  sumta,  nee  non  expressiones  [F.  A]', 
[FjB]',  ...,  [<P,A]',  ['P,B]',  ...;  ande,  sicuti  e  fommlis  (2)  elucet,  etiaui  qnan- 
titates  y^ii,  JJi,^i,  etc.  alias  non  inntationee  siTbeunt,  Qiia  de  re  omniiim  hamm 
quantitatum  valores  iminiitati  manebunt.  Sed  mutabunt  valorem  expressiones 
[^,4]',  [A,\S]',  . . .  ac  similes.  Quae  tarnen  mutationes  eae  esse  debent,  ut 
ipsius  S  valor  imniutatus  inaneat.  Quod  facile  patebit,  ubi  probatnm  eHt,  ex- 
pressionis  M  tenninonun,  qui  fiinctione  A  affeeti  sunt,  aggregatum  evanesi't're, 
si  loco  A  in  iis  ponatiir  F.  Tum  enim  similes  quoque  Propositiones  locuui 
liabebunt,  evanescere  idem  aggregatnm,  si  loco  A  ponatur  'P,  vel  evanescere 
aggregattim  terminorum,  qui  fiinctione  B  affeeti  sunt,  ponendo  F  sive  *!>  loco 
B,  etc.  Quibus  iunctis  observationi,.  expressiones  huiusmodi  [^.  ß]'  evanescere, 
ubi  simul  loco  A  atque  B  pouantur  quaecunqne  sive  eaedem  sive  diversae  e 
fimctionibus  F,  0,  . .  .,  sponte  elncet,  valorem  ipsius  S  non  mutari.  Propositio 
autrCm,  evanescere  terminoram  ipsiiis  S  functione  A  affectonim  aggregatnm;  si 
loco  A  substituatnr  F,  seqiiiüu-  absqiie  magno  negotio  ex  aequationibiis  (2). 


De  iaiictioiiiltiis  quibiislilji't  gi,  i/'  p^'^  aeqiiatioiiew  dal.as  (joiiditionales  ./''==0.  #^0,  ... 

ita  transforaiandis,  ut  fiat  [y,  */>]  =  [y.  i/'] '. 

48. 

Fornias,  qnas  fiinctio  y)  indiiere  potest  propter  aequationes,  quae  loeum 

habent,  conditlonales,  semper  ita  detemiinare  licet,  ut  jjct'  kas  ip.tas  aeqvationes 

conditionale?  evanescaiit  valon-s  t-xpve^sioiiuiii 
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[*,  •/]' 


ö*     d<p  ö*     ^f,_     _j_  ^^     '^y 


ae  similiter  tluictioiii  (p  eam  formain  coticilian;  licet,  nt  per  aeqnationes  con- 
dition'ales  evaneseant  valores  expressionum  [i*',  i//]',  [0,  t^]',  ....  Sit  ipsius  <f 
expressio  adhibenda  <p-+- /l'A-i-fi'B-\ — ;  multiplicatores  /',  /(',  ...  semper  ita 
detenninare  licet,  iit  evaneseant  valores  qiiantitatuin 

[F,  (f.+X'A+fi'B-h ■■■]',     [*,  (f-yk'A-h/i'B^---']', 
seu,  i'eieetis  terniinis  in  A,  B.  .  .  .  ductis  nt  evanescentibiK^,  iit  fiat 


Pei' tbi'iniilas  aimilos  detei'minantur  multiplicatores  /,',   /il,   ...   ita,  nt  fjTiantitates 
[F,  t/-'-4-Ä,'^  +  ,('.|-ß-|----]',     [*,  tp-Y-^.lA-^!i[ß-\ ]' 

evaneseant.      Quibus    expressionibiis    <p -+- ^'A -\-/i,'B-\ — ,    ip-h X[A -\-fi[B~\ — , 

quod  licet,  loco  (p,  w  positis,  habemus  ipsarum  90,  tf  fonnas  tales,  pro  quibus  fiat 

...     ([^,  </d'  =  0,     [*,  y]'  =  0,     .  .  ., 

^  ^     \{F,  t/yj'  =  0,     [*,  'py  =  0,     .  .  ., 

quod  propositüin  erat. 

Inventis  ipsarum   (f,  )/'  formis,   pro  quibus  aequationes   antecedentes  (1) 
lociim  habent,  statini  sequitur  e  (28)  §.  43,  fieri  etiam: 

Uij„^=o,  ^.i),.4f=o,  .... 

Unde  in  expi^essione  ipsius  S  tennini  oranes  praeter  [y, '/']'  evanescunt,  sive 
ßC,  quoties  [F,<fi]'=^0,  [0,  9:)]' =  0,  .  .  .,  [F,  i//]' =  0,  [^,f]'  =  0,  ...  haec 
(lequatio: 

Quinn  per  aequationes  conditionales  functiones  (p,  y  semper  ita  transtbrinare 
liceat,    ut    coiiditioiiibus   illis  satisfiat,   sequitur,    datts   ipsarum   ^j,    |,j,    .  .  .,   ^^, 
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i/i,  v^,  .  .  .,  v^  fiincHonihus  hinis  quibuscrüiqtie  ip  et  ip,  semper  per  aeqtiationes 
condittonales ,  qnae  inter  quantitates  iUas  lociim  habent,  formam,  fahm  nn  con- 
ciliari  posse,  ut  ßat: 

3<f     dtp         8gi     dip  d(p     dtp 

Sgt>     dtp         dcp     6ip  8ff     dtp 

öpj    dq^         dpa    dq^  dp^^   dq^^_ 

6ff     dtp         d<p     dip  d<p     ötf.' 

dqi     dtp         d<f     dip  d(f     dtp 

dv'^'d-^^  ö^"ä^  'd^'&i^  ' 

Ex  aequationibus  (2)  §.  antec.  t'acile  deduco  sequeiites: 

Quibus  eoiuparatis  cum  iis,  qiiibiis  imtccedentibus  niiiltipHüatonim  X\  ,«',  .  ,  , 
valores  detei'iniriabjiiitiir,  fit: 


X' 


dv.   '      ' 


■^;A,v   Z 


Undf,  qimecmique  sit  (p  functio,  habemus  e  (1): 


(5) 


\f,  yj  — ^j.(-D^,^+-Ö,5^+'" 

'-|T^ 

=  0, 

*,  cf,~:SJ^D^^A-^D^^.^B+--- 

'l^]'= 

=  0, 

Qua  de  re  etiaiii  liabftur: 


['■;  ■/— ^"■,(-o,,,^+A,.^+-)-|,f ] 


Erit  igitm-  e  (3): 

(6)     b,v]  =S=  \<f-:s,{U,^A+D^,B+-)-^f-  ,^,-~S^iD,JA+D,^B+■■■}-^ 
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Quae  expressio  nova  ipsius  3  facile  convenit  cum  üla  §.  47  (1),  ad  quam 
supra  pei'venimus,  ubi  reputas,  reiectis  terminis  m  A,  B,  .  .  .  ductis  ut  eva- 
nescentibus,  fieri  pro  multiplicatoribns  X\  ft',  . .  .,  X[,  fi[,  ...  quibiiscunque 

[<p-^x'Ä-i-fi'B...,ip-i-xiÄ-i'fi'B...y  =  [(s>,ipV-\-Kl9,  ^V+iKlf^  b]'+-- 

--l'[il/,A]'—!i'[>p,B]' 

+  (X' fi[—Xlft'^[A,  B]'-h-- 

Considerationibus  antecedentibus  supei'strui  potest  nova  methodus,  qua  expressio 
ipsius  3,  supra  via  satis  proÜxa  inventa,  indagetur;  quae  methodus  huic  toti 
quBestioni  magnam  lucem  affundet. 

E  coiisiderationibiLs  antecedentibus  alia  via  petitur  exprcssionem  propositam  ipsius 
[y,  i/']  derivandi, 
49. 
Quantitatea    ^i,   q^,   .  .  .,   q,„   non    sunt    functiones    prorsus    determinatae 
ipsarum   ^i,  I3,  .  .  .,  ^^,   quippe   quibus   addi   possunt    functiones  F,   'P,  -  .  .   in 
factores    arbitrarios    ductae.      Sic    etiam  pi,  p^,   ...,  p,„    non    sunt    functiones 
prorsus  determinatae  ipsarum  ^i,  i.^,  .  .  .,  |^,   v-^,  v^,  . .  .,  v^,  quippe  valoribu.8 
ipsarum  pi  §.  40  traditis  addi  possnnt  functiones  F,  ^,  . . .,  A,  B,  .  . .  in  fac- 
tores   arbitrarios    ductae.      Hinc,    si   datur    expressio   functionis  alicuius   5p   per 
quantitates  ^;j  w,-,   simulque  habetur   expressio  eiusdem  functionis  5p  per  quan- 
tltates  5;,  Pi,  quaeri  potest,  quaenam  e  variis  illis  formis  valorum  quantitatum 
5f,  Pi  eligendae  sint,   ut  ex  hac  ipsias  5p  expressione  post  factas  substitutiones 
illa  data   proveniat.     lam   dico,   si  in   eapressione  functionis   cumslihet  (p  per 
quantitates   q^,  Pi  ipsarwm  quidem  q^  valores  formas  assumant,   qtiascunque  per 
aequationes  F^O,  0  =  0,  ...   assumere  possunt;    ipsarum  vero  p^  valoribus   ea 
ipsa  forma  tribuativr,   qua  in  formis  §.  40  propositis  gaudent,  neqiie  ullo  modx) 
forma  illa  mutatur  aiixilio  aequationum  F=0,  0  =  0,  . . .,  A  =^  0,  B  =  0,  .  .  ., 
fore,  ut  ea  fonna  functionis  tp  proveniat,  pro  qua  habetur: 
[F,  y]'=:0,     [#,  yj'=0, 


Fit 

enim 

l-F,ri'  =  ^. 

dF 

dg, 

—  V 

dF 

"ai7 

Ö5P     d^ 

At 

qimm 

supponatur,  identice 

positum 

esse  e 

§.40 

V,  =  •", 

dq. 

+i'a 

4^- 
3?, 

■■■-^ 
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illa  suppositione  fit 

Quibus  substitutis  obtinemus: 

lam  vero  habetur 

dF    Ö|,  BF    eSj         BF    B^^  BF   B^^         BF 

~"~d^'3^^"B^~d^~^~d^~3q."^        ^~e^~3q7^~6^^^' 

quum  functio  F,  substitutis  ipsaruin   ^,-  valoribus    per  quantitates    ^;    expressis, 

identice  evanescere  debeat.    XJnde,  substitutis  in  ipsis  -^-^  ipsaruin   q^  valoribus 

assiimtis  per  quantitates  ^j  expressis,  abire  debet  expressio 

in  aggregatum  terminorom  in  F,  'P,  ...  ductorum.  Unde  etiam  e  formula 
anteeedente  sequitur  expressionera  \_F,<f\'  in  tale  aggregatum  abii'e,  hoc  est, 
si  in  fwnctione  aliqua  (p  per  ipsas  q^,  q.^,  .  .  .,  q„^,  p^,  p.,,  .  .  .,  p,,^  expressa 
suhstituuntur  loco  ipsarum  Pi  valores 

6?,         ö?„  es 

'  '  oq^  '   öq.  ''    öq^ 

ac  deinde  loco  ipsarum  q^  quaecunque  pommtwr  ftmctiones  ipsarum  §i,  demque 
adjumento  /n  —  m  aequationum  F^=0,  *  =  0,  ...  exprimuntur  etiam  quantitates 
öS,  . 

-p—  |je7'  ipsas  |^,  abit  functio  (p  in  talern  expresstotiem  ipsarum  ^j,  -v,-,  tU  quantitas 

,„     ,,  dF    B(t  BF    Bw     ■  BF    Ba 

[F,  y]'  =  -^r — ^-\--^—^^-i 1---; — ^ 

ö|,    övj         egj     dv^  ö|^    Bv^ 

evadat  aggregatum  terminorum.  in  F,  ^,  . . .  ductorum  ideoque  eius  valor  evanescat. 
Eodem  modo  demonstratur,  expressiones  [^',q>y,  [-f,  V]',  [^,  v]',  etc.  in  eius- 
modi  aggregata  abire  ideoque  evanescere.     Electis  functionibus  ipsarum  §i,  quae 

in  locum  ipsarum  q^  ponantur,  habentur  quotientes  differentiales  partiales  -^ — 
per  ipsas  §,  expressi  ope  aequationum  linearium: 
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-t 

3f, 

.  +  £?!. 

as„ 

7?,  • 

»-Ir 

as,        3q, 

'3q:^'st. 

ai,  ^ 

a,, 

•+äi7 

ai 

-1 

SS,      a?, 
a«,  ^"ai, 

aij 

^5. 

1!^' 

-t 

as,      a,. 

a?. 

.__%. 
*. 

as. 

dF 

ai,       a-F 

ai, 

3F 
-^'3i. 

3# 

ai,      s« 

ai, 

3« 

a«7' 

ÖS, 
Si    quantitates  -^^  per  aequationes  F^i),   'P  =  0,   ...   in  tales  expressiones 

rediguntur,  ut  identice  sit  pro  quolibet  ipsius  i  valore 

'   ö£^     dq.  "■  Sj-j,     ö^; 

fimctionibus  <p  talis  forma  conciliata  erit,  pro  qua  exprcssiones 

[F,  >f\\     [*,  !/<]',     .  .  . 
adeo    identice   evanescant.     Generaliter  autem   data   quaecunqiie  f'unctio   <f>  per 
aequationes    A  =  0,    B=0,    ...    in    formam   redigitur,    pro  qua  expressiones 
[F,  5P]',    [4^,  y]',    .  .  ,    identice    evanescunt,    si    eliguntur  ?«  expressiones  a  se  in- 
vicem  independentes 

respectn    ipsarum    v,,    lineares,    quarum    coefficientes    «f    wt    tales   ipsarum   lt 
fiiiictiones  determinantur,  pro  qiiibus  identice  iiat 


^-W 

«;+ 

dF 

as, ' 

;.'+■ 

dF    , 

-1^ 

"',+ 

3* 

«7' 

"+■ 

■  +  ^°' 
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Ex.  gr.,    si  ^  — m=2    sive   si   duae  tantum  adsunt  aequationes  conditionalef 
sive  fiinctiones  F,  4».  assumere  licet 


detei'minatis  ßj.  ß^  per  duas  aequationes 

dF    ,  ,    BF    ^     dF  „ 

Quae  facile  ad  quemlibet  numemm  aequatioiium  conditionalium  sive  fiTnctionum 
F,  'P,  ...  extenduntur.  Deteiininatis  functionibus  linearibus  Wi  ita,  ut  dictis 
conditionibus  satisfaciant,  eliminari  possuiit  per  jU—m  aequationes  J. ^  0,  £=0, ... 
quantitates  v,,  v^,  .  . .,  v  e  ftinctione  ^,  ita  ut  solarum  |,.,  w^  functio  evadat, 
quae  erit  expressio  qiiaesita. 

Ut  eruatur  expressio  ipsius  S  §.  47  proposita,  tantiim  opus  est.  nt  de- 
monstretur,  qiioties 

(1)  {F,  cpy^o,    [*,  ^r-0,    .  .  . 

(2)  [F,  ^^]'  =  0,     [^,  ./-]'=0,     .  .., 
ß£ri 

[q,,   xp]   =   [^,    (/-]'. 

Vocemus  enim  ^p",  ip°  eas  expressiones  ipsarom  ^,  tp,  pro  quibus  aequationes 
(1),  (2)  locum  habent,  sitque 

[y,  tp]  =  [yo,  yj<']', 
sequitur  e  §.  48,  fore 

yjo  =  yj-i-l\A-i-i.i[B-i — , 


ubi 


-^.c.,,-|f , 


neque  alias  formas  induere  posse  functiones  f",  yj°,  nisi  quod  üb  adhuc  addi 
possint  termini  m  F,  ^,  ...  ducti.  Facile  autem  patet,  quum  aequationes 
(1),  (2),  posito  (p^ip"^   ^}  ^  ip" .  locum  habeant,  expressionem  [yj",  i/i"]'  eius- 
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Tnoill  terminis  ipsis  (p",  y"  additis  valorem  iion  mutare.     Unde  eruetur 

q.  e.  d.     Eodem  modo  probatur,  si  solae  (1)  locam  habeant,  fore 

[y,  ^1  =  [<p,  yj+X[A-\'ii[B'+—-]'. 

Propositio  autem  01a,    quoties  aequationes  (1),    (3)  iociim  habcant,  fore 

[9,  V]  =  [9,  H>]\ 
sie  demoiistrari  ]3otest. 

Eadem   coiitiniiaütuv.     Deinoustratur,    integrale  tertium,    quod  e  binis  acquationum  dynami- 
cariim  integralibus  coiiflare  licet,  nullo  modo  pendero  a  variabiüum  electiono. 

50. 
Antecedentibus  probavi,  pro  omnibiis  fo7'mis  functionum  (p,  ip,  pro 
quibus  aequationes  (l),  (2)  §.  praec.  locum  haheant,  quantitatem  [5p,  ifi]'  eundem 
valorem  servare.  Unde  supponere  licet,  y,  ip  eas  esse  fanctiones,  quae  ex 
earum  expressionibus  pei"  qnantitates  q^,  p^  prodeunt  ponendo  loco  pf.  ex- 
pressionem 

öS,         es  es^ 

quippe  quibus  propi-ietatem  illam  suppetere  §.  antcc.  vidimus.     Pro  illis  autem 
fiinctionibus  y,  ■^  habetur 

^v^  *"  öp^    dv.'  "  6p^    dq^  ' 

similesque  formulae  pro  fuuctione  ^  locum  habent.     Unde  fit 
Bqi     dtp         dtp     dip 

~dl'^      dir  ö^r 

/  dq)     d\p         dip    dqi  \  8q^    d^. 
Btjj         et/; 


+2. 


(öy     öl//         öip    6<f  \  apj^    ü^. 
^Pk     ^Pf  ^Pk     ^Pk'  '     ^^i     ^9k- 


In    qua    expressione    indici    ^    valores  1 ,    2 ,  .  ,  , ,  /u  tribuendi  sunt  atque  iiova 

snmmatio  instituenda;  fit  autem 

dq.     dS-          öö,  dp.     B'S.          dp, 

2 i—     ''    =:      ^"^   —  0      2     ^'^        '   ■ -^^   -_  Q 
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excepto  casa,  quo  in  priore  formula,  fit  I' =  k',  quo  casu  illa  in  unitatem  abit; 
unde  evanescunt  nova  illa  summatione  termini  omnes  praeter 


-.((- 


8tfi     dip         6<p    dip  \       dqi.     6^.  \  f  dtp     dip         dy>     6ip  \ 

^Ik      '^Pk  ^Pk      ^^k  '    ^'^i      ^'ik  ^  '  ^  ^ik      ^Pk  ^Pk      ^ik  ' 


Unde  prodit 

5  (_^9__^'P ciy     dip  \  ___  y.  [  S<p    dip        8(p    Qip  \ 

■  \d^ 'dl'.      aiT "ögTV  ~   ' \ "e^ Wk     W ~^^ ' 

sive 

[y^  'PY  =  [iPi  '/'], 
q.  d.  e. 

Prorsus    eadem   demonstratione  facile   probatur,    s-i  aequatioiies  conditio- 
nales  inter  ipsas  ii  omnino  non  haheantur  ideoque  fi=:  m,  semper  fieri 
[y,  )/<]  =  [<f;  )/;]' 


öy     dip          d(f     dtp 

dg)     dip 

dtf     dtp          dep     dip 

dff     dip 

dp^     dq^         dp^    dq^ 

^Pm     ^^m 

d(p     dip          dfp     dip 

~Bi~  ~d^  ~^  'd^"  ~dv~'  "*"  ■ 

d<p     dip 

d(f     dip          dtf     dip 

8<f    8ip 

~8^~W,      ^7"^^ 

^^f,    ^'^11 

Unde   patet,    quantitatem   [y,  -ip']  nuUo   modo  pendere   a  vanabiUum  q^  eleclione-, 
sed  tantum  a  natura  intima  funcHonum,  <p  et  ip.     Unde  etiam,  si 

<p  =^  Const.,     ip  =  Const. 

sant.bina  integralia  systematis  aequationum  diflferentialium  .vulgai'ium 

dq.  dS  dpi  dS 

dt  dp.  '        dt    ~~        dq.  ' 

earundcm  aequationum  differentialium  integrale  tertium,   quod  dafür  per  aeqtia- 
tionem 

[(p,  Ip]  =  Const-, 
ntiUo  modo  pciidet  a  variabüium  electione. 
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Theoroma  de  tertio  integrali  e  biniS  inveniendo  extenditur  ad  casum,  quo  aequationes  con- 

ditionalea  inter  variabiles  intercedunt.  —  De  relationibus,  quae  locum  habent  inter  integralia 

principium  cunservationis  virium  vivarum  et  principium  consei-vationis  centid  gravitatis 

concernentia. 

51. 

Statiiamus,  aequationeiii 

(p  =  Const. 
esse  integrale  aequationmii  dlfferentialium  vnlgarium  (2)  §.  45  propositarum 
t/|.  dB         dv.  8H  SF       .    5* 

atque  insuper  ita  comparatam  esse  functionem  <p,  ut  identice  habeatur 

[y,  ny  =  0,     [q>,  F]'  =  0,     [g>,  *]'  =  0,     .  .  . ; 
dico  fore,  ut  habeatur 

quaecunque  sit  i/;  functio.     Nam  e  Theoreniate  V  §.  26  identice  fit,  quaecunque 
sint  F,  H,  <p  functiones: 

{F,  [5P,  i?]'l'+[y,  [B,  F]'M^{H,  [F,  y]']'  =  0, 
unde  casii  proposito  identice  erit: 

[<f,  [ff,  F]']'  =  0     sive     [<f,  A]'  =  0, 
eodemque  modo  obtinetur  identice 

[<f,  P']'  =  0. 
Probavi  antem  §.  48,  quotics 

fy,  F]'  =  0,     [%  *]'  =  0,     .  .  . , 
fieri 

iv,  </']  =  [y^  ip-i-^[Ä-i-X'^B-j—-]\ 
unde  sequitur 

[<f,  ¥»]  =  [<e,  H'y+Kif,  -^]'-l-Ä^y,  ß]'H 

Hinc  casu  proposito,  quo  vidimus  evanescere  [jf,  Ä]',  [y,  B]',  .  .  . ,  fit 

[y,  (//]  =  [q,,  f]', 
q.  d.  e. 

Ope   Propositionis    antecedentis    deduci    potest    e    Theoremate    VI    hoc 
Theorema : 
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Theorema  VII. 
„Sini  F,   'P,    ...   quaecimque   quantitatum   |i,    1^,  .  . .,    |„   fim.cti.ones, 
atgue  sit  identice: 

ö#    8^         Ö9P    8<fi  90    dqi    . 

porro  ■identice  haheatur: 

9«,  a?^      övj  aig     ■"     öt;    a^^  ~   ' 

Wide  <p  =  Const  fit  integrale  systematis  aequationum  differentialium  vulganum 

~^^^'    ~dt        ""ä^;      ^'"äi;      ^^^.         ' 
in  qiiibus  swpponarmts  quantitates  §,,  i^,  . . .,  §^  subtectas  esse  aequationÜms 
F^  0,   #  ==  0,    . . .;    Sit  denique  y^  =  Const.  aliud  earundem  aequationum 
integrale  quodcunque,  erit  etiam  aequatio  sequens: 
dg>    dip         dtp    dijj                  d<p    dtp 
'ä|;~"ä^      "ä^'ä^"'         """äl"  aiT 
6<fi    d)p         dtp    d^>  dq)    dtp    

aequationum  differentialium  vulgarium  propositarum  integrale." 

Theorematis  praeeedentis  applicationem  faciam  ad  integralia,  quae  prin- 
cipia  cons&rvaHonis  arearum  et  conservationis  centri  gravitatis  concernunt. 

Designantibus  Xf,  y^,  z^  coordinatas  orthogonales  puncti,  cuius  massa  m,., 

habentiir  tria  integralia,  quae  prin^dpium  conservationis  arearum  coneernunt: 

Const.  =  tp^  =  2m^(i/.z'. — s^yj), 

Const,  ^  g>2  =  2m.(z.ie'. — x.zl), 

Const,  =  ^g  1=  Sm.(ic.y[ — y^a^'i)- 

Quae  notum  est  semper  locum  habere,    si  vires  puncta  systematis  sollicitaiites 

sint  attractiones  vel  repulsiones  sive  mutuae  sive  versus  initium  coordinatarum 

directae,    atque  insuper   systema  per  conditiones,    quibus  subiectum  est,    nullo 
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modo  impediatur,  quin  iibere  circa  initium  eoordinatai'nm  rotetur.  Quoties  1,, 
unam  e  quantitatibus  Xi,  y^,  z^  designat,  loco  n^  (cf.  §.  44)  respective  ponendum 
erit  «1(3;^,  m;i/fj  wijsj.  Unde,  designante  i//  aliaiu  quamcunque  ipsaruin  x^,  i/,-, 
2i,  x'i,  y'i,  -S-  functionein,  fit 

1    f  Ö5P,    Bip         8(p^    dip         öy,     8ip         Ö5pj     dip  j 

ae  formulae  similes  respectu  functionum  y^,  5P3  obtinentur.  Casu,  quem  con- 
sideramus,  valent  conditiones,  quae  in  Theoremate  VII  postulantur,  siquidem  pro 
fanctione  y>  unam  e  functionibus  ^^i,  ^2,  ^s  accipim^ls.  Quoties  igitm'  j//  =  Const. 
et  ipsum  integrale  quodcunque  problematis  est,  e  Theoremate  illo  eraitur: 


(1) 


Si  in  Jbis  formulis  statainms,  quod  licet,  funetionem  y  esse  unam  ex  ipsis 
functionibus  5^1,  5P2,  (jPs,  facile  invenitui': 

(2)  U5P3,    yj'    =    ^21 

Quoties  in  pi'oblemate  mechanico  princlpium  conservationis  arearum  locum 
habet,  satisfit  aequationibus  identicis,  quas  in  Theoremate  VII  statuimus,  si- 
quidem in  Theoremate  illo  loco  5p  ponitur  una  e  functionibus  (pi,  y^,  5P3.  Nam 
aequationes  illae  identicae  in  Theoremate  VII  propositae  hunc  ipsum  constituunt 
characterem  conservationis,  e  quo  principium  mechanicum  suam  traxit  appel- 
lationem.  Hinc  formulis  praecedentibus  Theorema  VII  appRcare  possumus, 
sive  designante  5p  =  Const.  integrale,  quod  ad  principium  conservationis  arearum 
pertinet,  atque  yj  =  Const.  aliud  quodcunque  integrale  problematis  mechanici, 
in  quo  principium  illud  valet,  erit 

(3)  [<p,  V]  =  [<P,  V]'- 

Ünde  e  tribus  formulis  praecedentibus  (2)  fluunt  etlam  tres  sequentes: 
(4)     [Vs,  %]  =  9„     [^3,  ff',]  =  %,     [5Pi>  ffj  =  %■ 
V.  15 
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In  formula  (3)  fiinctio  (p  sive  unam  e  functionibus  yi,,  503,  y?s  sive  etiam 
earum  functionem  qiiamlibet  designare  potest. 

Videmus  e  formulis  (4),  si  regala  generalis,  secundum  quam  vidimus 
e  duobus  integralibus  formari  posse  tertium,  applicetur  ad  tria  integralia,  quae 
principium  conservatioiiis  arearum  suppeditat,  haec  integralia  tantum  sese  ipsa 
generare  neque  in  illo  casu  ea  regula  ad  integralia  nova  perveniri.  Animad- 
verti  autem  potest,  quiam  secundum  regulam  illam  trium  illorum  integralium 
bina  quaelibet  tertium  procreent,  eam  demonatrare,  fieri  non  posse,  ut  in  ullo 
problemate  mechanieo  duo  tantum  locum  habeant,  tertium  integrale  locnm  non 
habeat.  Qiiod  hie  per  Propositiones  mere  analyticas  absque  ullo  cönsideratioinim 
geometricarum  auxilio  evincitiu'. 

Statiiamus 

constituunt  tria  integralia 

Xj  =  Conat.,     X2  =  Const.,     Xg  =  Const. 
principium   conservationü  centri  gravitaüs.     Invenitur  aut^m,    si  loco  ip  ponitur 
in  (1)  successive  /i,   '/^j  Xf^'- 

IK,  Zj'  =     0,       [<Pi.  Zäl'  =      Z3:     fe.  Z3]'  =  —t-i, 
[<P2'  Zj'  =  — Xs^     K'  Zj'  =      0,       [y^,  Z3]'  =      Zi, 
[Vp  Zj'  ^      Z2,      [SPs'  Zsl'  =  —Zu     [9-37  Zg]'  =      0. 
Sequitur    ex    his    foraiulis,     quod    etiam    considerationibus    geometricis   probari 
potest,  quoties  principium  conservationis  ai-earum  valeat,  trium  integralium,  quae 
principium  conservationis   centri  gravitatis   concernunt,    unmn  quodcunque  ne- 
cessai-io    dno  reliqua  secnm   dueere.     Si  unicum   valet  integrale  (p^  =  Const.  e 
tribus,    quae   principium    conservationis   arearum   concernunt,    hoc   et   integrale 
^^  =  Const.   aliud   non  generatur;    sed  integrale   5P1  =  Const.    et  alterum  inte- 
gralium /a  =  Const. ,    Xa  =  Const.  alterum  procreat.     Secundum  Theorema  VII 
fontiulae  (5)  etiam  valent,  si  plagulae  superseriptae  rejiciuntur. 

Fornmlae  peiiurbationum  simplicissimae,  qnae  e  systemate  integralium  proposito  obtinentur. 
52. 

Redeamus  ad  systema  aequationum  differentialium  vulgarium 

idq^    _  df  dq^    _  df  dq^^  _         df 

dt  dp^  '        dt     '^  apjj  '      ■  '  ■ '        dt     '^        dj>^_^  ' 

<ipi  Qf  dp-2  ^f  ('P^  _         ^f 

dt     "~        dq^  *        dt  dq^   '     '  '  ' '        dt  8q^^ 
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Quaram  iutegraiia 

lf-^II  =  a,  M,  =  a,,      B-  =  a,,      ...,      B     ,=a,    ,, 

'^"^      \  H'=b+t,      Ji[  =  \,      ^=K,       ■■■>      K-,  =  K-l 

sub  forma  tali  invenire  docui  §.  34,  ut  identice  sit 

(3)     [H.,  ^J  =  0,     [H.,  Hl]  =  0,     [H-,  Hl]  =  0, 
excepto  casu,  quo  in  expressione  [H^,  Hl]  fit  i  =  k;  quippe  habetur 

(4)     [ff. ,  ff!  ]  =  ~  1,     sive     [H;,  fl,]  =  + 1 . 
Quibus  aequationibus  fit,  ut  pro  forma,  sub  qua  integralia  mvenimus,  etiam  for- 
mulae,  quae  problema  perturbatum  concernunt,  formam  simplicissimam  indiiant, 
Consideremus  enim  in  integralibus  inventis  quantitates  a,  Oj,  a^,  . ..,  fl^-D 


&,  h,  6„  ...,  b^_, 

ut   functiones    ipsius 

t  tales, 

ut  integTalia 

aequationibus  differentialibus : 

dq^          df         Sä 

df  du 
dq^          dq^ 

(5) 

dq^           df         da 
dt    ^  dp^  ^^P^' 

dt 

df       da 

dg.        ef       Sä 

TT"- 

df  .  Sfi 
dq.         ^3m 

designante  Sl  functionem  ipsarum  t,  5,,  q^,  .  .  ..  q„^,  p^,  p.^,  .  .  .,  p„,  quamcimque. 
Quae  est  ext«nsio  formularum  vulgarium  perturbationum,  primum  ab  111.  Ha- 
milton in  medium  prolata,  dum  vulgo  functionem  perturbatricem  Si  quantitates 
Pi)  P2f  ■  ■  ■!  Pm  i^'O"  implicare  supponitur.  Quoties  enim  functio  Si  ipsas  |),.  non 
continet,  fit  e  (5),  sicuti  in  (1): 

dq,     _    df 
dt  dp,  ' 

.  dq^  dq^  dq  . 

sive  differentiaha  prima  ,   —n-^  •  ■  .,      ,      eodem  modo  m  problemate  per- 

turbato  atque  non  perturbato  per  t,  q^,  q^,  . . .,  g,„,  p,,  p^,  . .  .,  p^  exprimuntm-. 
Unde,  quum  in  utroque  problemate  ipsae  51,  q^,  . . .,  'q^,  p,,  p^,  . . .,  p^  eodem 
modo  a  t  atque  eiementis  a,  a^,  a^,  . . .,  a^_i,  h,  b^,  b^,  .  . .,  b,^^  pendeant, 
quae  tantum  in  posteriore  problemate  ut  variabiles  spectantur,  etiam  differentialia 

dq  dq  dq 

prima  —j— ,   —j— ,  ■  ■  ■,  —rr-  in  perturbato  atque  non  perturbato  problemate  per 

teinpus    et  elementa  iisdem  formulis  exbibentur.     Quae  est  suppositio  vulgaris. 

15' 
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Sed  in  ea,  quam  secundum  111.  Hamilton  proposui,  extensione  variabiles  quidem 
%,  Pi  omn^  eodem  modo  per  tempus  et  elementa  in  utroque  pi'oblemate  ex- 
hibentur,  sed  differentialia  prima  diversa  ratione  per  q^  et  p^  exprimuntur  ideo- 
que  etiam  diversa  ratioiie  per  tempus  et  elementa. 

Differentiando  (2)  et  substituendo  (5)  obtinetur: 


-  =  [71,  n+[H^,  n], 

-  =  [.s;,/]+[.fi;,i3], 


dt 
db. 
~dZ 
excepta  tantum  formula,  quae  pro  elemento  b  invenitiir: 

Sed  habemus  e  (3),  (4): 

\B„  n  =  W,  -ö]  =  0,    [/;;,  n  =  m,  -H]  =  o, 

praeterea 

[ff, /]  =  [ff',  fl]  =  +l; 
imde  pro  qiiolibet  ipsius  %  valore  fit: 
(  da 


(6) 


Si  in  bis  formulis  post  expressiones  ad  dextram  ope  aequationum  (2)  formatas 
loco  variabüium  q^,  q^,  .  . .,  q,^,  pi,  p^,  .  ■  ■,  p,„  introducuntur  ut  variabiles  ipsae 
a,  «1,  .  .  .,  a,^-,,  h,  bi,  . . .,  b^_^,  evadunt  illae  formulae  (6)  inter  lias  et  ipsam 
t  aequationes  2m  differentiales  vulgares,  qnibiis  elementa  a^,  b^  ut  functiones 
ipsius  t  determinanda  sunt.  Habetur  autem,  si  fuiictionera  Si  in  expressionibus 
ad    dextram    per    elementa    «;,    Ä;    atque    t   expressam    snpponimus,    quum    sit 

Evanescunt  autem  e  (3)  termini  in  differentialia  partialia  -^ — ,  -^y—  ducti 
omnes  praeter 
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mde  fit 

m/ß]  = 

da 
dbT' 

[h:,  Q]  = 

Sä 

"So,    ' 

Hinc  abeuiit  fonnulae  (6) 

in  sequentes: 

da. 

~dr '' 
dt 

SSi 

da 

äive: 

da 
dt 

es 
ät    ' 

dt            '  da     • 

dt 

OS 

db^         da 

dt     ^     öo,    • 

'^'dF 

dB 

<»,         da 

dt              da^     ' 

da^_^ 
dt 

Sa- 

(»,,_,           da 
dt             Sa. 

Quae    formulae  pro   (lifFereiitialibiis    elementorum  perturbatorum   inventae    sunt 
egregiae  simplicitatis. 

E  qiiiiius  patet  iiisequens  Theorema: 

*)  Problema  qnoddam  approximatum  huiuscemodi  aequationibus  contineatur: 
dqi  Sf  dq^  8f  dg^  ßf 

dt  öp,   '        dt  dp^  '      "  "  ■ '        dt  dp^^^  ' 

dp^  6f  dp^  8f  dp^^  8f 

dt  6q^   '        dt  dq^  '      '  '  ' '        dt  8<j^  ' 

fiesignaüte  f  quamlibet  ipaarum  p.,    q.  fanctionem.     Caius  systematis  secunduin  methodum 
Biipra  propositam  iß^enta  sint  integraiia: 

f  =  H  =  a,      Ji^  =  a^,      ...,      ^„„i  =  «„_!, 
ubi  a,  a^,  ...,  a,^_^  constantes  arbiti-arias  denotent,  quae  in  functionibus  ff,  i/p  . . .,  -ff,„_j 


*)  Abhiiic  iisque  ad  iiiUmm  §..Ö3  lacuna  in  munusoripto  invenitur,  quam  illo  argumeuto,  quod  s 
dubio  Jaoobi  eo  loco  tractandum  siW  propostierat,  esplere  conatus  suin.  C. 
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noJi  occuiTant,  et  ubi  functiones  H,  H^,  ...,  -ö_„_j  aequationibus 

dB.  dB,      dH,  BH,  dii  dB 

8B^  dB^       6B^  6B,  BH,  dB, 

identice  aatislaciant.     Deiode  si  ope  aeijuatiomim 

B^a,      B^  =  a^,      .  .  .,      fi,^^_,  =  «„_, 
ipsarum  p.  valores  per  q^,   q.^,  ...,   q^^  et  per  constaiites  arbitrarias  a,  «j,  . , .,  «_^^_ 
beiiLur,  erit 


V  =  j(pid(jli-\-Pi<i<l2-^ ^F„i'h,J 


expressio  integrahilis,  atque  cruot 

-^  —  6      t       —-^h  5F      _^ 

aequatioDGs   finitae   problematis   approximati ,    designantibus  J,  b^,  b^,  ..,,  5^^_j   consta 
novaa  arbitrarias.     Jam  si  problema  perturbatum  contineatm-  aequationibus  his: 


dt  Bq^        '        dt  dq^        '      '  '  ' '        ,it  Qq^^^        ' 

in  quibus  {unctio  perturbatrix  ii  functionem  quamlibet  ipsai'uin  t,  q^,  q^,  ...,  q^^^  p^_ 
Pi'  ■  •  ■  Pm  ^^Q***^*!  exprimantur  ex  aequationibus  integralibus  problematis  approximati  ipsae 
Si)  ?B!  ■  ■  ■'  9m'  J*!'  J's'  •  ■  ■'  -Pni'  ^^'^  '*'"*  fiinctio  J2  per  a,  a^,  . . .,  a,„_^,  6,  6j,  ■  ■  ■,  5„,_i!  i^' 
Tum  introductis  quantitatibus  a,  a^,  . . ,,  a^^^_^,  b,  b^,  . . .,  b^^_^  loco  ipsarum  q^,  q,^,  . . .,  q^^^^ 
J^i)  ?2'  •  ■  ■'  Pm  tamquam  variabilibus,  aequationes  difFerentiaiea  problematis  perturbati  abeunt 
in  haa; 

da  BQ  da^  BQ  '^*,„_i  ^^ 

~dr^~^h~'    ~dr^     66"'   ■ "  ■'      dt    ^ ~ ab^^_^ ' 

db  du  db^  BQ  db^^^_^  Bü 

dt  da    '        dt  Ba^   '      "  '  ' '         dt  ^^„,—i  ' 

quarum  fonna  aequationibus  propositis  proi'sus  eat  simiOs. 

Forjiiukü  perturbationnm  et  Theorema  de  tertio  integrali  0  binis  invoniondo  extcnduntur  ad 

caaum,  quo  functio  f  ipsam  t  explicite  continet. 

53. 

Fovrrmlae  perturbatoriae  §.  antec.  traditae  nulio  modo  miitaotur,  si  functio 

f  ipsam  t  etiam    expliüite    involvit.     Factis  enim  in  §,  antec.  uiutationibus  in- 
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dicätis,  invenimus,  datis  aequationibns  differentialibus  perturbatis 

dq^  a(f+Q)  dq,  ö(/+fi)  dq^^^  d(f+Si) 


dt  dp^        '        dt  dp,j        '      '  ■  ■ '  .     dt  Bp^^^       ' 

dp^-  d(f+Q)  '¥«._        6(f+^)  '^K  __        ^(f+ii) 

dt    '~~  dq^        '        dt  dq^        '      '  '  " '        dt  6g^^       ' 

iieri  forninlas  differentiales  elementorum  perturbatorum : 

da^  BSi  da^  8Q  da^^  _  3Ü 

dt    ^        dh    ''       dt  öig   '     '  '  ' '        dt  ali^^  ' 

■   .db^  Bii  S,  oü  dh^^^    __  Bn 

~1F~  ^      ~d^ '     '"df~  ^      ~e^ '     ■  ■  ■ '     ~dt''  ~~  B'iT ' 

Addam,    etiam  Theorenm  VI  §.  27  valere,    si  furißtio  /  ipwam  t  involvat,    slve, 


y  =  Conat.,     ^f  =  Cor 

tst. 

bina  inteijralia  quaecunque  aequationum 

•l'h   __        <>f         'M,   __        ^f 

•iq... 

df 

fit                dj\   'dt                öpj  '      ■  ■ 

dt 

Sp.. 

dt           9?i  '      dt           Qq^' 

'•dt 

df 

fieri  iertium  integrale 

[(p,  yj]  =  Const. 
Xjt    enim    (p  =  Const. ,    ip  ^=  Const.    integralia   sint  aequationum    difterentialium 
propositarum,  eanim  ope  idcntice  tieri  debet  -^  =  0,  --f^  =  0,  sive 

Unde  aeqiiatio  identica,  quae  e  Theorevnate  V  §.  26  habetur, 

[[9,  y>],  f]Ml<P,  fl  9'1+Iiy,  9],  Vi  =  0, 
aubstitatis  aequationibns  identicü 

[^./J  — t-,    W,.-i  =  t' 


[[».  'pin+\v, 


a^i 


=  &,*], /l+^'a--  =  o. 
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Quae  ope  aequationum  differeotlalium  propositarum  eonvenit  cum  aequatione 

dt        ~    ' 
quae  deraonstranda  erat.    Propositionem  praecedentem  ea,  qua  eam  exhibuimus 
extensione,  iam  111.  Poisson  olim  tradidit. 

De  intcgrali,    cuius  vaiiationc  aequationes  dynamicae  deiivantur  etian  casu,   quo  fuuctio  / 
vel  U  ipsam  (  explicite  iuvolvat. 

54. 

Si  in  problematis  meehanicis  functio  /  adhuc  ipsain  t  explicite  involvit, 
quem  casum  antecedentibus  consideravimus,  principia  generalia  de  conservatione 
virium  vivarum,  arearum,  centri  gravitatis  valere  desinunt.  Tantum  in  locum 
principii  minimae  actionis  aliud  proponere  licet  simile,  quod  etiam  hoc  casu 
valet.  Quoties  enim  ipsa  t  ut  variabiüs  independens  non  variatur,  sed  solae 
functiones  eius  q^,  q^,  .  . .,  q,,,,  p,,  p'i,  ■ . .,  p„„  atque  statuuntur  aequationes: 


'■'?w 


dq, 

Sf 

^5, 

Bf 

«'?., 

jy 

dt 

'W, 

'      ds 

ap,  • 

■■       dl    ^ 

Br., 

quibus  determinentur 

PuP, 

,..■,?„. 

per  (,  e„ 

<l„ 

...,  g-,  s 

d,, 
dt 

aequationes 

differentiales  reliquas 

dl 

-  =  - 

Sf 

'     'dl 

3f 

■  ■'     dt" 

-- 

df 

amplectitur 

una 

aequatio  symbolica 

(1) 

4^.f 

--4 

-  +  ■ 

--€- 

^ 

l 

(i|p,,),, 

+?-'a'^?s 

+  ■ 

■■+Tjl.i 

Quod  etiam  locum  habet,  si  /  ipsam  t  explicite  continet,  quippe  quae  invariata 
manet.  Ex  integratione  aequationis  praecedentis  prodit,  si  pro  limitibus  ipsius 
t  evanescunt  variationes  omnes  Sq^  sive  quantitates  q^  datos  valores  induere 
debent: 

Formula  (1)  eadem  est  atque  supra  §,  37  exhibita,  si  tantum  //  loco  /  scribitur; 
illo    tarnen    loco   suppositum   erat,    H  sive  /  ipsam   t  explicite   non   continere. 
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Ibidem    vidimus   in   applicationibus  mechaiiicis ,    expressionpin ,    in  (3)  sub  signo 
iutegraJi  conteiitmn,  esse 


T+U.. 


df  Bf  df 

'  '  öji,       ■* '  op^  ' '"  op^_^ 

sempei'  designante  T  semissem  suniraae  virium  vlvaruin  atquc  U  functionein 
coordinatarum  Xi,  j/^,  s^,  euius  differentialia  partialia  secunduni  rC;,  yt,  s,.  sumta 
exprimunt  vires  motrices,  quibus  massa  m,  secundtim  directiones  axium  coor- 
dinatarum soUicitatur.  Quae  functio  U  casu,  quem  consideramus,  ipsam  t  etiain 
explicite  involvit.  In  problematis  igitur  mechanieis.  etiamsi  U  ipsam  f  explieite 
eontinet,  välebit  aequatio: 

(3)  sf(T-{-ü)dt  =  0. 
quae  eo  casu  quodaramodo  imncipii  ininimae  actionis  locum  tenet.  Quam  aequa- 
tionem  (3)  pnmum  video  ab  111.  Hamilton  itj  Commentationibus  iam  saepiiis 
laudatis  adhibitam  esse.  Quae  adeo  facilius  sese  accommodat  ad  aequationes 
diff'erentiaJes  dynamicas  inde  derivandas  quam  principium  illud.  Neque  hoc 
est,  uti  opinabantur  Mathematici,  sed  illa  aequatio,  quae  respondet  principio 
statico  quietis.  Neque  vero  de  integrali  ((T-\-ü)dl  valet,  quod  de  principio 
minimae  actionis  probari  potest,  integrale,  cuius  evaneseit  variatio,  semper  fieri 
minimum.,  dummodo  ne  per  iiiuiium  intervallum  extendatur.  Nam  illud  inte- 
grale etiam  pro  angustissimis  intervallis  aliis  casibus  minimum.  aliit 
aliis  neutnira  fit. 


De  combmatione  quadam  prineipü  couservationis  virium  vivamm  cum  principio  conservatioiiis 

aveai'um,  quae  certis  casibus  etiain  valet,  si  functio  U  ipsam  t  explicite  eontinet. 

55. 

Quoties  ?/ ipsam  Hnvolvit,  quum  neque  principium  conservationis  virium 

vivarum  neque  conservationis  arearum  valeat,  videamus,  an  non  casibus  quibus- 

dam  eariim  combinatio  locum  habere  possit.     Sint  aequationes  propositae: 


(1) 


d7'~ 

dU 

BF 

dU 
= hl, 

SF 

00 

rf'z, 
dt'' 

ds 

3F 

""dz' 
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designantibas  F^O,  '^=0,  ...  aequationes  conditionales  atque  ipsi  i  ti'ibutis 
valoribns  1,  2,  .  .  .,  «,  siquidem  n  est  numerus  punctorum  materialium  syste- 
matis.     Quae  sunt  notae  formulae  dynamicae,   in  quibus  iam  suppono,  fanctio- 

TT  •  ■  ■  nr    1    ■     T  •        ,    -  '^-  %i  '^'^■ 

nem  U  etiam  ipsam  t  continere.  Multiphcatis  (i)  per  —,— ,  —, — ,  — -. —  et 
summatione  facta,  prodit: 

^''  dt         ^   dt  ' 

terminis  in  ^i,  ^^j  ■  ■  ■  tluctis  per  aequationes  conditionales  evanescentibiis, 

Ut  respectu  plani  coordinataruin  x,  y  principium  coneervationis  arearum 
loeuni  habeat,  primum  aequationes  conditionales  ita  eompai-atae  esse  debent,  ut 
sit  identice: 

(vi    j^^    i^l 


■  =  0, 


(3)     U  f     »  a*  1        n 


Deiiide    etiam    func^tio  ü,   a  qua  vires  sollicitantes  pendeiit,    itii  eomparata  esse 
debet,  ut  identice  sit: 

^i    eu         dU\       . 

Sed  ut  obtineatur  integrale  aliquod  casu,  quem  consideramus,  non  opus  est,  ut 

expressio,  ad    laevam    aequationis    praeeedentis  evanescat.      Nam   quam   e  (1) 
sequatur 

f      <h.              dl/.  ]          r    {  QU             dü-\ 

«    -'».V-liT-".^}  =/-{'. -air-'.-al,;}'» 

atqiic  c  (2)  expressionis   -^      integrale  obtineatur,  tantum  necesse  est,  ut  iden- 
tice babeatur: 

designante    rc    constanteni.     Quippe    quo    casn    e    (2)    et   (3)    eruetur  integrale 

aequationum  diflferentiülium  propositanim : 

I"     du:.  du  1 

(6)     „(r-[7)-H5m,,{y,.-^'-^-^,^-j  =  Oonst, 
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sive    cerhi    combinatio    principiorum   conservattom's   virium  vwarnm   et  areanim 
hcum  habehit. 

Restat,  ut  functio  U  ita  determinetiii' ,  ut  aecjuationi  (5)  identice  satis- 
i'aciat,  et  indagetur,  quaenam  sint  problemata  raeehan'ica,  quae  functioni  U  ita 
determinatae  respondeant, 

Docent  praecepta  nota  integrationis  aequationum  differentialium  partialium 
linearium,  XJ  designare  posse  quamcunque  fiTuctionem  int^gralium  systematis 
aequationum  differentialinm  vnlgarium: 

dt :    dx^^ :    dx^ : ...:    dx^  :  dy^ :  dy^ ; . . . :  dy^ 

hoc  est  f'unctionmn,    quae  in  Integratione  harum  aequationum  coiistantiltua  av- 
bitrariis  aequales  existunt.     Aeqtiationibus  differentialibus 
nWj :    dx^ : ...:    dx^^ :  dy^  :  fly^ : ...:  dy^^ 
=  — .V,  :—%:■■- :—?/„;    -S-    ^,:.-.:    .''„ 
satislit  aequationibus : 

*■.  =  «xoaCy+ft),     y,  =  a.sm(_(f.-hß,'), 
in  qutbus  «,-,  ß,-  sunt  constantes  arbitrariae  atque  f  designare  potest  funetionem 
quamcunque  ipsius  i.     Quae  functio  y  determinatur  per  propoi'tionem 

dt:a^  ctei  :  —y^  =  d<f  :  1, 
unde 

ay,  =  f. 

Si  loco  coordiuatarum  ortliogonabum  Xf,  ?/,  polares  introducnntm-,  ponendo 
X.  ;^  r.cmv.,      y.  =  r.iAnv^, 

atque  ioeo  coustantis  --  ponitur  /,  fit; 

«,  =  »;,      ft  =  «->•;. 
linde     iatii     est     forma    maxime    generalis    lunctioiiis   f/,    quae    aequationi    (5) 

identice  satisfacit,  functio  arbitraria  ipsarum  r,.  atque  Vi  —  yt=Vf ,  hoc  est 

dlstantiarum  punctorum  niaterialiuin  ab  initio  coordmatarum  proiectarum  in 
ipsarum  x,  y  planum,  et  angulorum,  quos  distantiae  .proiectae  faeiunt  cmn  recta, 
quae  in  piano  iUo  unifoi'miter  circa  initium  coordinatarum  rotatiir. 
fniictio    IJ  etiain  qnantitates  z^  quoeiinque  modo  continerc  potest. 

16* 


yGoosle 


24  NOVA  METHODUS,  AEQUATIONES  DlFFERKXTiALES  PAR'JTALES  PRIMI  ORDIKIS 

ÄeqLiationibus   (3)   satisfiei'i  constat,    si  F  et  0  sunt  functiones  ipsaram 
,  atque  differentiariuii  ipsai-um  Vf.     ünde  habemus  Propositioiiem : 

„Statuamus  in  aeqiiationibiis  differentialibus  dynamids  (1),  posito 
X-  =  Vicosv,;  y-,  =  7\sini',-,  functiones  F,  0,  ...  praeter  quantitates  z^,  n 
tantum    diffe^'entias    ipsarum   v^   continere,  porro  ipsam  U  esse 


quamlibet  quantitahim 
aequatimium  (1)  integrale: 
T-U-\-y2 


r,-    atqii£  v,  —  yt, 


Y  constantem,    ent 


'F'    dt       ^'   dV] 
Integrale  inventuin  etiain  sie  i-epraesentare  licet: 


T—U—fSt 
I  dr.  \!         ( 


TT 


di>. 


.)■> 


■  ^r- 


l-E/+CoiiHt.. 


Pars  laeva  aeqiiationis  praecedentis  (8)  est  semissis  suinmae  virium  vivarum 
systematis,  siqnidera  i-efertur  systema  ad  axes  mobiles  coordinatarum  x  et  y, 
in  ipsarum  piano  circa  Initium  coordinatai-um  uniformiter  rotantes. 

Äequationes  differentiales  (1)  notnm  est  sie  etiam  repi-aesentari  posse: 


-'■i^D- 

dU 

BF 

-Sir+>- 

da. 

''■•''-w 

^-^ 

dt 

"'''  dt''    ^ 

SU 

dF 

5* 


6c. 


Si   statuitm- 

w.  =  V. — yt, 

erit  U  l'unctio    ipsai'uni    r,-,    to,-,    z,,    quae    praeter  has  quantitates   ipsam  t  non 
continet;  porro  äequationes  (9)  evadunt: 
^  dw 


(10) 


/  dw^  \2\ 


dw.         ■]        du 

dF 

-37:+'' 

3j\ 

d.r?                  dU 

-dT     +is:+'. 

dF 

dw.          ' 

3* 

au 

dF 

a« 
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Si  tres  aeqiiationes  pi-aecedentes  per  dfi,  dw-^,  dz^  multiplicantur  atque  in  pro- 
diictis  ipsi  ^  valores   1,  2,  .  .  .,  u  tiibuimtur,   omtiium  summa  facile  suppeditat 

dr.     dw. 
integrale  inventum  (8).     Termini   enim   bini   in  i'^—n jf-  diicti  se  mutiio  de- 

stniimt.  ei'itque 

i.-„-^rtw.  =  —.-^—   de.,     2.-R — dw.  =  2.—^ — du., 

'       ÖU\  '  '         Öö,  '  '        OW.  '  '         Öü;  ' 

quniii  e  soppositione  snpra  circa  fimctiones  F,  ^,  .  .  .  facta  identice  sit 
3#1  =  0,     x»=o,     .... 

'    ÜV.  '    ÖV. 

Aeqiiationes  differentiales  ipsis  (10)  similes  HI.  Laplace  in  Opere  de  Mec/umica 
Coelesti  tradidit,  quaerens  motum  planetae  verum  circa  ipsms  medium,  dum 
tbrmulae  praecedentes  aceommodatae  sunt  quaestioni,  qua  duoram  planetarum 
alterius  motus  verus  circa  alterius  medium  consideratur. 

Functio  ü  forma  antecedentibus  praescripta  gaudet,  quoties  pimcta  «ij 
qimm  a  se  mvicem  tum  a  ceiiti'is  quotcunque  trahwntur,  quae  circa  axem  coor- 
dinatamm  z  tmiforrrdter  rotaniur  communi  rotationis  velodtate,  et  in  qua  neque 
ipsa  neque  puncta  m,-  reagunt.  Pro  quibus  centrie  etiam  substitui  possunt  Cor- 
pora solida  cuiuslibet  fonnae  exterioris  ac  constitutionis  interior^,  quae  circa 
axem  coordinatarum  z  eadem  ac  constanti  velocitate  rotantur  atque  insuper 
neque  a  se  invicem  neque  a  punctis  m^,  soUicitantur.  His  omnibus  easibus  in- 
tegi'ale  unum  propositum  locum  habebit.  Qui  obveniunt  casus  in  problemate 
triiira  corporum,  siquidem  statuatur,  quod  proxime  licet,  corpus  principale  et 
corpus  perturbans  in  piano  fixo  uniformiter  rotari  circa  commune  eorum  gra- 
vitatis  eentruni.  Unde  integrale  propositum  iustum  erit  in  problemate  trium 
coi-poram  respectu  omnium  potestatum  excentricitatis  et  inclinationis  corporis 
perturbati  atque  massae  corporis  perturbati,  retectis  terminis  ab  excentricitate 
et  inclinatione  eoi'poris  perturbantis  atque  massa  ipsius  corporis  perturbati  pen- 
dentibus. 

O.stenditur,  quomodo  et  aequatione  coiiaervationis  viriiun  vivarum  et  aequatione  una 

conservationem  areanun  concetaente  oi'do  int^rationiiin  binis  imitatibiis  minuatur. 

Quod  haudquaquam  pro  quolibet  aequatiomim  dynamicarnm  iiitegrali  contigit. 

56. 
Quoties   lunctio    U  ipsam    t   non    explicite    involvit    ideoque    principium 
consci'vationis    viriiim    vivavum    locum    habet,    integrale  unum,,    quo  principium 


y  Google 


126  NOYA  MEXnODUS,  AEQUATJÜiNES  Dlt'FBRENTIALES  PARTIALEÖ  PRIM[  ORDINIS 

illud  cotitinetur,  ordinein  diä'erentiatioiimii  miiiuit  duahns  unitatibus.     Siiit  enlin 
rnrsus  aequationes  differentiales  numero  2m  sequentes: 
dq.         dH         dp.  dB 

dt  dp.  '        dt  dq.  ' 

si  ?/-ideoqiie  etiarn  77=  2' — U  ipsam  (  non  continet,  aequatioiios  Illae  sie  vx- 
hiberi  possunt: 

dq^:     dq.,:...:     dq,^/-  dp^:  dp.^:...:         dp^^^ 

dp^   '  öpj   3p^^^  '       8q^    '        dq^   dq^^^  ' 

quae  sunt  aequationes  differentiales  2m  — 1  prinii  ordinis,  ideoque  unius  aeqiia- 
tionis  diiferentialis  (2m  — 1)"  ordinis  locum  tenent,  quae  per  integrale  a  prin- 
cipio  conservationis  virium  vivai-uro  suppeditatum  ad  ordinem  (2m — 2)"""  re- 
ducitar.  Contra  si  U  ideoque  etiam  77  ipsam  t  continet,  aequationes  differen- 
tiales propositae  unius  aequationis  ordinis  2m"  locum  tenent. 

Si  insuper  principium  conservationis  arearum  respeetu  plani  cuiusdaui 
dati  locum  habet,  ordo  differentiationum  rursus  duabus  unitatibus  minuitur.  si- 
quidem  semper  statuitur  ordo  differentiationum  systematis  aequationum  differen- 
tialiiim  viilgarium  idem  atque  unius  aequationis  inter  duas  variables,  ad  quam 
per  regulas  notas  eliminationis  systenia  aequationum  differentialium  revocari 
potest,  sive  etiam  idem  atque  numerus  constantium  arbitrariarum,  quas  poscit 
integratio'  coinpleta.  Sumatiu'  enim  planum  datnm  ut  planum  cfiordinatarum  x 
et  y.  ac  statuatur  rursus 

ai.  =  r.cosv.,      t/.  =  r.sinv.; 
easu,  quem  coiisideramus,  continebunt  aequationes  propositae  differentialia  quideui 
prima  et  seeunda  singulorum  angulorum  Vi,  sed  ipsorum  w^  tantum  differentias. 
lam  per  integrale,   quod  casu  proposito  principium  arearum  concemit,   fit,  de- 
signante  n  constantem  arbitrariam. 


unde,  posito 

du. 

u.  =  v.—v.      R  =  2m  rf,     N=  2m.rf  ~- , 


(1) 
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Sl  in  aeqiiatione,  qua  prineipium  conservatlonis  virium  vivarum  continetur, 

^».{(l')'+{-5')'+'-?(^)'}  =  "+''■ 
in  qna  /(  est  constans  arbitraria,  substituimus  valores  ü^  =:  «i  +  v„,  fit  illa,: 
</ dz.\i      /'dr.\2         fdu.\^  de  du.  { dv  \2 

sivc  e  (1): 

«dz.y-      { dr  \'i         (du.  VA        d^—N' 

Si  in  aequationibiis  differentialibus  substituuntui"  valores 
dv^  du.        a—N 

~dt~  ^  IT^  ^~' 
exulavlt  qiiantitas  v«  simul  cum  eins  differentialibus,  quum  aeqiiationes  con- 
ditionales  atque  fuiictio  Ctantiim  quantitates  5,-,  7\,  U/  contineant,  uiide  numerus 
vaviabilium  unitate,  ideoque  ordo  differentiatioimm  duabus  unitatibus  minuitur. 
Generaliter,  quoties  in  aequationibus  differentialibus  propositis  variabües  ita 
eligere  licet,  ut  in  iis  una  ex  earum  numero  non  ipsa  sed  tantum  eius  bina 
differentialia  prima  obveniant,  quum  novum  integrale  generaliter  invenire  licet, 
üim  uno  integrali  novo  invento  ordo  differentiationum  duabus  unitatibus  dimi- 
nuitur.  Sit  enim  in  aequationibus  differentialibus  supra  propositis  q,  variabilis, 
quae  in  ipsa  H  non  invenitiu',  habetur 

dp.  ÖH 


ideoque  novuni   integrale 
Reiecta  deinde  aequatione 


Pi  ~- 


--  Ciiiist 


,hi.    __    dll 

~dt  dp. 

atque  considerata  jj;  in  reliquis  aequationibus  differentialibus  ut  constante,  sicuti 

inventum  est,  numerus  variabilium  (/  et  p  ideoque  ordo  differentiatianura  duabus 

unitatibus  diminutus  est, 

Etiam   in   casu,    quem    §.    antec.   tractavi,    si   integrale   (8)  §.  bb  iocuni 
habet,  ordo  differentiationum  duabus  unitatibus  diminuitur.     Nam  si  statuuntur 

dr.  dw.  dz. 

ut  variabües  JVi  ''^,'   2,.,  r,  ^ — r^  ,   W;  =  —^,  z,  ^ -—j^  ,   atque  aequationes  (10) 
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§.  55  omnes  per  unaiii  ex  earum  niiinero  dividuiitur,  ipsa  t  atque  elementum 
dt  in  aeqiiationibus  differentialibus  non  inveniuntur,  ordoque  differentiationmo 
unitate  diminuitiir,  qui  deinde  per  integrale  (8)  §.  55  altera  adhuc  unitate 
dimimiitur,  profus  simili  ratione  atque  vidimus,  quoties  principiLim  conserva- 
tionis  virium  vivarum  locuiii  habeat,  ordinem  differentiationum  per  principiuni 
iliud  atque  eliminationem  elementi  tejuporis  diiabus  unitatibus  diminni. 

At  non  Omnibus  casibus,  quoties  habetur  integrale  novum,  simili  rationt- 
at(jv.ie  in  praecedentibus  exemplis  ordinem  differentiationum  scita  varlabiliiim 
electione  duabus  unitatibus  deprimere  licet.  Ita  non  fit,  ut  altero  et  tertio 
integrali,  quod  principiiim  arearam  coneernit,  duas  variabiles  cum  earum  dif- 
ferentialibus eliminare  liceat  ideoque  quahior  unitatibus  iste  ordo  depriraatur. 
Sunt  tantum  praecedentia  exempla  simplicissima,  in  quibus  iam  absque  theoria 
supra  condita  illa  depressio  ordinis  differentiationum  sponte  ae  offert.  Theoria 
autem  supra  condita  docet,  semper  varlabilium  systema  investigari  posse,  pro 
quibus  ordo  differentiationum  duabus  unitatibus  inferior  evadat;  sed  genei-aliter 
Ula  investigatio  secundum  praecepta  tradita  postulat,  ut  alia  condantur  systemata 
aequationum  differentiaJium,  quae  inferiorum  ordinum  sunt,  atqae  singulorum 
istomm  systemattnn  aiixiliarium  integrale  onum  quodcunque  indagetur. 

Systema  propositum  aequationum  difforeiitialium  vulgariam  vocatur  canonicum.     Ciiiusmodi 

sjfstema  in  aliud  canonicum  transformatur.     Quod  una  cum  transformatione  aequatiouis 

dift'ei'entiaüs  partiaiis  valde  generali  peragitur.     Canonicum  elementorum  wystema. 

57. 
Revertor  ad  formulas  perturbationnm  §.  52  traditas.  Videmus,  aeqna- 
tiones  §.  52  (7),  in  quibus  elementa  perturbata  ut  variabiles  introdueta  sunt, 
prorsus  eadem  forma  gaudere  atque  ipsas  aequationes  differentiales  §.  52  (5). 
Formam  autem  illam  memorabilem ,  qua  utrumque  systema  aequationum  diffe- 
rentialium  gaudet,  quia  frequenter  in  bis  aequationibus  obvenit,  dicam  aequa- 
tionum ditferentialium  formam  canomcam.  Sunt  in  etusmodi  systemate  canonico 
aequationum  differentiallum  vulgarium  variabiles  numero  pari,  atque  altera  pars 
semissis  variabllium  alteri  semissi  singulae  singulls  ita  respondent,  ut  differen- 
tialia  illarum  variabUium  aequalia  sint  differentialibus  partialibus'  certae  cniusdam 
functionis  secundum  has  variabiles  sumtis,  et  harum  vai'Iabilium  differentialia 
aequalia  sint  eiusdem  functionis  differentialibus  partialibus  secundum  illas  varia- 
biles sumtis  atqne  insuper  signo  negativo  affectis. 
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His  positis,  transformatio  illa,  qua  vidimus  §§.  52,  53  aequatlones 

dq.    _    ÖC/--i-i3)  dp.   _^  5C/'+£) 

dt  dp.  '        dt  dq. 

inutüri  in  has: 

dh.  dSi  da.  dß 

■■'"Sr  ^    da.  '     ~dr  ^  '~  db.   ' 

continetur  sab  problemate  generali,  quodcunque  systema  aequationvm  differen- 
tiaUum,  quod  canonica  forma  gatideat,  in  aliud  ektsdem  formae  per  introduc- 
iion&rn  novarum  variabilium  transformare.  Quod  problema  etiam  ratione  proraus 
diversa  proponere  licet. 

Comprobav!  enim  antecedentibas,    integrationein  systematis  aequationum 
rüfferentialium 

dq.         df         dp.  df 

dt    ~~  6p.  '       dt  dq^  ' 

in  qua  maioris  generalitatis  gratia  supponam,  praeter  quantitates  qf,  Pi  etiam 
ipsam  t  funetionem  f  explicite  ingredi ,  pendei*e  ab  integratione  aequationis 
differentialis  partialis,  quae  provenit  ex  aecjuatione 

siibstituendo    in   t'imctione   /'  ia  ioeuni  quantitatnin  p^  differentialia  functiouis  V 
partiaiia  respectu  quantitatum  q^  sumta,  sive  statiiendo 
dV 

^'  =  -W 

Inventa  enim  f'unctione  F,  aeqiiationi  illi  diffeventiali  partiali  satisfaciente  atqut 
involvente    m    constantes    arbitrarias    ßi   praeter    unam    ipsi    V  inera   additioiie 
adiungendam,  erant  integmlia  completa  aequationum 
dq.         df  .      dp.  df 

dt  dp.  '       dt  dq. 

sequentia; 

dV  dV 


")  Goiisiaiitem  a  §.  35  (3)  aiiditnni  liic,  quod  licet,  =  0  pusu 
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designantibus  b^  novas  constantes  m  arbitravias.  Videmus  igitur,  inter  syste- 
matis  canonici  aequationum  differentialium  vulganum  et  aequationis  dÜFerentialis 
partialis  integrationem  arctissimum  iiexum  intercedere.  Unde  alterms  trans- 
formatio  statim  etiam  alterius  traiisformaHonem  suppeditabit. 

In  promptu  est  aequationis  differentialis  partial^  transformatio,  si  tantum 
in  loeum  variabilium  independetitium  aliae  vai-iabiles  independentes  introducuntur. 
Neque  alias  transformationes  hactmus  considerasse  videntur  Analystae*).  Sed 
dantur  etiam  transformationes  aequationis  diiFerentialis  partialis  primi  ordinis 
alius  in  aliam  primi  ordinis  per  substitutiones,  in  qiiibus  expressiones  variabilium 
independentium  alterius  aequationis  continent  quum  variabUes  independentes 
aiterius  tum  differentialia  secundum  eas  sumta  partiaiia.  Mcthodus  generalis 
eiusmodi  efiiciendi  transformationem  haec  est: 

Proposita  sit  aequatio 


I   qua 


sit  data  functio  ipsaram  q,,  q^,  .  .  .,  ^,„,  f  atque  ipsariim 

^'  ^  "ö^ '  ^^  ^  ~^' '  '  ■  ■ '  ^"'  ^  ~^ ' 
Aequatio  (1)  locum  tenet  aequationis  differentialis  partialis  (2),  atque  in  locuni 
aequationis  (2)  licet  aequationem  (1)  transformare.  Ad  quam  efficiendam  trans- 
formationem assumo  fonetionem  prorsus  arhitrariam  V  ipsarum  (^  q,,  q^,  ....  q„, 
atque  novarum  variabilium  ai,  Og,  ,  . .,  a„,.  Quae  determinentiir  novae  varia- 
bUes per  ipsas  t,  9,,  q^_,  .  .  .,  q^,  pi,  p-i,  ■ . .,  p^  ope  aequationura 


-^  ^-.^ 

ar 
-a,T  =  "'- 

av 

■■■'      lt=^-' 

ac  praeterea  statuatur 

»  -If-'..  - 

ar     j 

....  ~4^-i' 

^)  quarum  tumevi  spsdmen  quoddam 
«um  differeiitiftliUus  secuudum  illas  suratis  com 

uBortEulei-iaa 
mutautur. 

a  illa  inethoüu^,  (|Uii  vaiiat 
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His  positis  fit: 


(5) 


dV  =  -  ^  dt-<r'p^dq^-\-f^dq„_-\ \-'P„d<i„ 


-^b  dn^ — ■b,da„~- h^  da^ 

Qua  aequatlone  fiabducta  de  (1)  positoque 

(6)      V^—V^  W, 


(7)     dW  =  ~\f^-\--^\dt-\-b,da^+b.^da. 


,H hö.  . 


Transfonnationem  generalein  aequatlonis  differentialis  pai-tialis  primi  ordinis,.  quae 
antecedentibus  continetiir,  Thcoremate  pai'ticulari  proponere  convenit. 

Theorema  VIII. 
Sint  t,  5i,  (/g,  ...,  q„,  variabÜes  independentes,  inter  qims  et  functionem 
earum  V^  proposita  sit  aequatio  differentialis  parttalis: 

8V.       (  dv.    ev,         dv,\ 

,  ■^+A^^.  ?P  2.^  ■■■>  ?.,.  -e^>  ^^  ■■-.  ö^j  =  0; 

assumatiir  functio  prorstis  arbitraria^  V  ipsanim  t,  q^,  q.^,  ...,  q,„  et  no- 
varum  variabilium  «i,  a^,  ..,,  a.,„;  atque  in  locuin  quantitatum  q^,  q^,  ..,,  5,,, 
introducendo  quantitates 

_dV_       6V_  d_V_ 

Ba^    '       Ba^   '      '   ■   ■  '       ßa^^^  ' 

exprimanrns  quantitates  sequentes: 

dV_      _dV^  6V 

atque,  si  in  f\  loco  -^ —  scnoiimis  -^ — ,  functionem 

dv     .(  BV     dv  ev\ 

-^+f,  [t,  <j^,  q,,  . . .,  q,„  ^  ,  _,  . . .,  -^^-j 
per  quantitates 
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quo  facto  fiaf, 


dt  'V     ^     ^  '"  5(/j  oq^  dq^  J. 

dV  dV  dV\ 

'•  ■■■'  "■•■'        da,   '        So    '  ■"'        So    j 


=  ,, 


Ais  Omnibus  transactis ,   si  in  fimctione  ip  loco ^ — "    scribitur   -^ — ,   erit 

aequatio  dißerenfialis  partialis  proposita  iramformata  in  sequentem: 

8W      (  dw    8W         aw\ 

'—^■7-+W\t,     «,,     ft,,     ....     a      ,     -f: ,     -7^ ■,     ....     -^— -1     =0, 

dt        -^y     1'     i'        ■     ,„'    g^^        ö«ä  ^%i' 

alque  alterius  solutio  ex  alterius  invenitiir  solutione  ope  aequationis 

siquidem  atit  cognita  solutione  V^  variabües  q^,  q^,  .  . .,  q,„  exprirmmtur  per 
Ui,  «3,  . . .,  a^,  t  ope  aequationum 

dV^         dV        dV^        87  8V^         dV 

8q^  dq^   '      dq^  8q^  ''     '  '  " '      '8q^^^         6q^^  ' 

aut  cognita   solutione   W  variabiles    nt,,    a.^,    ...,    «,„    exprimuniur  pe)'  q,, 
q^,  .  .  .,  q„„  t  ope  aequationum: 

8W__  ^d^i      _^__  ^^  ^  _       dV 

Demonstratio  Theorematis  antecedentibus  tradita  eo  nititur,  quod,  poaitis 
aequationibus 

ar,       8V      öv^      8v  dv^      dV 

dq^  dq^    '       8q^  dq^    '      '  "  " '       ß^^^^  Qq^^^  ' 

inde  sponte  sequuntur  hae  aequationes: 

8V  _  _dW_        8V^__  dW  dV_  _        dW 

da.  5fl|    '       8a^  8a^    '      '  '  '  '       Q^^^^  8a^^^  ' 

quod  etiam  inverti  potest. 

Transformatio   generalis  systematis   canonici   aequationum  differentialium 
vulgarium  Theoremati  praecedenti  respondens  hoc  Theoremate  continetur: 
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Theorema  IX, 
Proposäo  sysiemate  aequationum  differeniialium  vutgarmm  canonico; 


*i, 

Sf, 

*             Sf, 

*. 

a/, 

<u 

*.  ' 

dt    ^       3p,  '     ' 

■  ■■    ~dr  = 

*: 

''Pl 

Sf, 

±^__Sf^ 

*.. 

a/, 

'dt 

"ai:- 

dt                   8q^    ' 

it    " 

%,. 

m  gi(«  /j  est  fimctio  ipsanim  t,  q^,  q^,  . . .,  q,,^,  p,,  p^,  .  . .,  p,„  quaecunque, 
assumatitr  fwiictio  arbitraria  V  qtmnittatum  t,  q,,  q.^,  . . .,  </,„  atque  novarum 
variahiliura  a,,  %,  . .  .,  a„,,'  quo  facto  condantur  aequatioiies: 
dV  _  8V  _  SF  ^ 

-^  =  _ö        -^  =  _6  .^--  =  -^ 

q^ia,ru>ii  ope  exprimantur  et  variahiles  q,,   q^,    .  .  .,    q,„,  p,,  p^,  .  .  .,  p,„  et 
fniictio 

,       dV 

^=  +  ^ 

pei-    t    et  novas  variahiles   üi,    a^,   ...,    «„.,    i,,    ft^j    ...,    ^,„;    inventa  ex- 
pressione 

f.+  ^-~V(.t.   "„<•„■■■,<>.,''..   ''„   ■■;''..). 


systema    aequationum    differe^itialiwm   vulgarium   canonicimi   in 
nicum  hoc  per  substitutiones  propositas  transformahir: 

da^  dtp  da.^  dif  da^^^  dtp 


fit 

^' 

TT"" 

^ 

dtr  ~ 

1», 

Theorematis  praecedentis  gravissimi  demonstratio,    quamqiiam  iam  in  quaestio- 
iiibus  svipra  traditis  continetur,  si  breviter  denuo  adstruere  placet,  haec  habetur. 
E  systemate  canonico  proposito  fliiunt  aequationes  symbolieae  sequeiites, 
siqaidem  formulaniin  notarum 


dq.  d.6q.  dp.  d.^p.  dV         d.dV 

dt~  ~     dt~'        '~^~~~di~''        '    dt~~       ~ir~ 


recovdei 
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«A 

~^    St 

M+S, 

('''1,  ,         *, 

Bf, 

it+S, 

lt+^, 

(hi^d- 

-f^.^ 

) 

<fi         , 

1 

dV  , 

St' 

*+*• 

äV       dJV 
dt          dt 

3V        •<" 

"Sf" 

-'sr^ — 

ilt 

—S, 

('(1^^)- 

d  ■  -7: —  i)a^ 

) 

fit      , 

f 

~    dt 

il-i- 

SV     -f ' 

Sl 

dt'^'      dt 

I  d  i^\ 

I  dm,       SV  da.    I 

sA-jf  *-ä — J»,      j.  '    / 
'  \  dt         oa.  '       dt      / 


^(t-'^^)-C-A) 

-^.Q--^-^^-)- 

Ünde  quLim 

e  systemate  canonico  proposito  sequatur 

df    '^   6t  ' 

mvenmius: 

dip                ( d,a.              db. 

dt 

Quae    aequatio   symbollea  systema   canonicum   transformatum  .suppeditat  atqiie 
insHper  aequationein 

d<p  dtp 

"df  ^  ~dt'' 
quae  ex  ilio  sequitm-. 

Unde  functlone  W  per  ipsas  t,  a^,  öä,  . . .,  «,„  expressü,  fit: 

,ov    sw        L  ,  öFi     dw     .      ew     ,  dw 
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dV 
Eliminatis  quantitatibus  qi,  pi  ex  expressione  /"1  +  -0T-   ope  aequationum  (8)  et 

(4),  evadit  illa  functio  ipsarnm  t,  a^,  a^,  ....  «„,,  b^,  6^,  . .  ,,  b,„,  quam  statuamiTs 

/,+|f  =  ■(>(',«„«,■  ■■•>«,.. »..»..  ■■•.»,.). 

6W 

eritqiie,  substitiitis  ipsai'urn  6,- expressioiiibns  -^^ ,  e  (8): 

,„,    dw  (  dw    dw         dw\ 

(9)     -^-^-  =  _y^e,  .„  a,,  ...,  «,„  ^-,  ^,  ...,  -^--j. 

Quae  est  aequatio  differentialls  partialis  transformata,  quae  locuni  tenet  aequa- 
tionis  differentialls  partialis  propositae  (2).  Eritqiie  prorsns  eadem  substitutioiie 
(3)  et  (4)  systema  canonicum  aequationum  differentialium  vulgarium  propo-- 
situm  in  aliud  canonicum  transformatum. 

Transformatione  generali,  Theoremate  antecedente  proposita,  continetur 
illa,  in  qua  ut  variabiles  novae  statuuntur  elementa  problematis  approximati, 
Sit  enim  in  Theoremate  illo 

(10)     /,  -  /-Hi3, 
sintqite  t'unctiones  /'  et  V  ita  comparatae,    ut,   substitutis  in  /'  ioco  ipsavurn  p^ 
expressionibus  -^ — ,  prodcat 

(")  ^  =  -f- 

eonsiderai'i  possunt  qaantitates  a^,   a^,   ...,   «,„  taraquam  consiantes  arbiirariae, 
quae  afficiunt  solationem  V  aequationis  differentialis  partialis 
dV 


"Bt 


+f=0, 


ideoque   ex   iis,    quae  supra  probata  sunt,    considerari  possunt  u-,,  a^,  .  . 
Äj.  /h,  .  . .,  b,„  ut  elementa  constantia,  quae  afficiunt  integralia  completa 


da. 

ar 

3l,   ^ 

R.     ■  ■ 

av 

•    SC  _ 

^K.    ■■ 

••    €--"^ 

aequationum  differentialium 

dt     ~        dp'' 
df,                 dq^    ' 

''1. 

dt 
dt 

df 

'3r,  '    ■ 

3f 

dt  '       ap^^ 

dt"            '%_ 
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Quoties  igitur  vice  versa  in  aequationibus  (12)  ipsae  «;,  h,  \\t  constantes  con- 
siderantur,  sunt  aequationes  illae  (12)  integralia  completa  aequationum  (13). 
Quoties  vero  in  aequationibus  (12)  ipsae  a,-,  b^  ut  variabiles  considerantur, 
quae  in  locum  ipsai'um  §(,  pi  ope  aequationum  iUarum  substituendae  sunt, 
docet  Theorema  propositum,  ti-ansformat-i  ea  substitutione  aequationes 

^  —  ^c^+^)      ^  _  _  3l±^ 

fit  dp.         '       dt  8q. 

in  aequationes  seqtientes: 

da.         da        db.  dii 

"(ir ^  öT '  ^dt'^~ "ärt," ' 

Habenius,  eniui  casu  proposlto: 

,    ,    dV 


=  /,-/  = 


Quae  sunt  forraulae  differentiales  elementoriim  perturbatoruni,  quae  a  supra 
propositis  tantum  eo  discrepant,  quod  in  iis  —  Ä;  loco  ö,  scriptum  sit.  Systema 
elementorum,  quae  in  modum  p'aecedentktm  per  aequationes  diffei'entiales  cano- 
nicas  determinnntur,  et  ipsum.  dicere  convenit  canmiicum  elemento'rwfrt  systema. 

De  ti'aiiHformatione  systematis  elemeütorum  canonici  in  aliud  canonicum, 

58. 

In  antecedentibus  duae  fnnctiones,  quarum  diff'erentialia  partialia  sumenda 

sunt  in    formandis  systematibus   canonicis  proposito   et   transformato,    inter  se 

diff'erunt.     Quoties  vero   functio  F,    quae   in   praeeedentibus   ex  arbitrio  assumi 

potcrat,  ipsam  t  non  continet.  erit 

ideoqiie  [^  =  <f,  sive  in  uti'oque  systemate  canonico  functio  illa  eadem  eiit. 
Eo  casu  etiam  relatioues,  "quibus  novae  variabiles  e  variabilibus  primordialibus 
determinantur,  ipsam  t  non  invoivunt.  Unde  si  variabiles  sunt  elementa  pro- 
blematis  approximati,  etiam  novae  variabiles  non  nisi  aliud  systema  eleroentoruni 
eiusdem  problematis  approximati  erant.  Quodsi  igitui'  formulas  differentiales 
elementorum  perturbatorum  hac  ratione  iterum  transformamas,  nanciscimur 
modum  maxtme  generalem,,  quo  systema  elementorum  canonicum  in  altemm 
systema  elementorum,  canonicum,  transformetur.  Habemus  enim  e  Theoremate  IX, 
permutando  ipsas  q^,  p^,  a,-,  h^  resp.  cum  a^,  b^,  «;.  ßi,  Propositionem  sequentem: 
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Theorema  IX". 
Sint  formulae   differentiales   eUmentorum  perturbatorum,    designante   Si 
ßmctionem  periurbati'icem: 

da,                 da           da^  dii  da^^  dii 

~dr  "^       ~db~ '      ~di~^       ~db^ '      ■  ■  ■ '      ~dt~  ^       ~8b^^^  ' 
db^               da          db^  dQ  db^^^  dSi 

dt                ößj   '       dt  da^   '     '  ■  ■ '        dt  da^^^  ' 

sint  «1,  «5,  . .  .,  «„,,  ßi,  ßi,  .  ■  -,  ßm  functiones   elementorum,  praecedentium 
«i,  flj,  . .  .,  «„,,    b,,  b-i,  ...,  b,„,    quae,   desipiante  (p  functionem   quamlibet 
ipsarum  a^,  a^,   .  ■  .,  a,„,  «i,  «2,  .  . .,  «,„,  ab  Ulis  pendeani  per  aequationes 
d<p    .         d<f>   .  dip  , 

determinantuT  elemenia  nova  pe?'  systema  aequationum  differentialimn  prorsus 
si'iniU: 

da^  da  da^  dii  da^^  du 

~dr^      dß,  '    ~5^^      6ß^  '    "  ■  "'      ci(   ^     a^„7' 
f/^,  Oß       ^(3^  es  dß_^^  da 

dt  da^   '       dt  ■  da^   '      '  '  ' '        (^t  da^^^ 

Transform  atio   generalis   elementomm  canonicorum,    quae  ope  fuiictionis 

arbitrariae  Theoremate  praecedente  efficitur,    redit  in  luethodum  notam,   qua  e 

solutione    completa    aequationis    differentialis    partiafe    primi    ordinis    deducitur 

solutio   fanctionem   arbitrariam   involvens,    quae   dicitur  generalis.     Sit  enim  V 

solutio   aequationis  differentialis   partialis,    ad  cuius  integrationem  e  theoria  hie 

exposita   reducatur  problema  approximatum ,   atqiie  involvat  V  constantes  arbi- 

trarias  a,,  a^,  . . .,  «„,,  ita  ut  sint 

-^  — _ö       _^__ö  ÖF  ^      ^ 

Ööj  ''       Öffig  ^'      "   ■   ■  '       Qa^^  "' 

aequationes   finitae    problematis   approximatl   et  quantitates  ö,,  a^,  .  .  .,  «„„  b^, 

ii,  .  .  .,    6,„  eius  elementa  canonlca.     In  locum  solutionis  V  etiam  scrlbere  licet 

F+y),  designante  5p  constantem;  de  qua  solutione  completa  deducitur  generalis, 

si  constans   5p   statuitur  fnnctlo   arbitraria  constantium  0,,    a^,    ...,   «,„,   atque 

differentialia  partialia  expressionis  F+yj  respectu  ipsarum  a^,  a^,  .  .  .,  a^  sumta 

nihilo  aequiparantur,    Statuamus,  functionem  ipsarum  a^,  a^,  .  .  .,  a,„  arbitrariam 

involvere   pi'aeter    has    quantitates    alias   constantes  arbitrariae  «1,    «5,    .  .  .,    «„; 

V,  18 
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eliminatis  e  V-\-(p  ope  aequationum 

öß,  Sfflj   '  da^  da^  '     '  '  ' '  Qa.^^         Qa^ 

quantitatibus  a^,  a^,  ...,  a„„  habebitur  nova  solutio  F+y,  alias  m  constantes 
arbitrarias  involvens.  Etiam  de  bac  deduci  possunt  aequationes  finitae  pro- 
blematis  approximati,  quippe  quae  erunt: 

ö«!  '^"  ött„  Ps>      ■  ■  ■ !  Q^  P„r 

Sed  quantitates  «^  functionem  F+y  tautiim  afficiiint,  quatenus  in  ipsis  a^  con- 

tinentur  ac  praeter  has  explicite  in  functione  y>;   difFerentialia  aiitein  functionis 

V-h(p  respectti  ipsarum  a^  samta  supposuimus  evanescere;  unde  erit 

J(Y±9L  =    ^f 
da.  da.   ' 

sive  aeqiiationes  novae  finitae  problematis  habentur: 

da^^       ^"       da„_~~^"-'      ■■■'       Ö^ P'"' 

eruntque  «i,  ß^,  .  .  .,  «„,  ß^^,  ß.2,  .  .  .,  ß„,  nova  elementa  canonica  determinata 
e  primordialibus  per  has  aequationes  et  illas  supra  assumtas: 

da.  da.  ' ' 

Elementa  aiitem  nova  canonica  inventa  si  in  problemate  perturbato  tamqnam 
variabiles  spectantur,  eorum  differentiaba  expressionibus  similibus  aequalia 
evadere  debent  atque  elementorum  primordialium.     Q.  D.  E. 

Transformatio  ea,  quae  in  §§.  antecedentibus  tradita  est,  etiam  generalior  propoaitur. 
59. 
Sed   quanta   generalitate  gaudeat  transformatio    aequationis  differentialis 
partialis  primi   ordinis  et,    quae  inde  pendeat,   systematis  canonici  aequationum 
differentialium    vulgarium    supra   §.  57    proposita,    sunt  tarnen   aliae,    qnas  illa 
transformatio  non  amplectatur.     ScÜicet  adhuc  sequentes  addendae  sunt. 
Sit  rarsus  aequatio  transformanda 

dV^  =  — f,dt--\'p^dq^-\-p.,dq^-\ 'i-p,ndg„,, 

in  qua  f,  est  data  functio  ipsarum  t,  5,,  q^,  .  .  .,  q„„  pi,  p^,  ■  ■  •,  Pm',  sit  etiam 
Frursus  functio  ex  arbitrio  assumta  ipsarum  t,  q^,  q^,  . . .,  g,,,,  a^,  %,  .  .  .,  o,„, 
inter  quas  vero  quantitates  iam  statuamns  insuper  Jocum  habere  aequationes 
^^"=0,     *  =  0.     .... 
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Tum,  posito  rursus  V^ — V^W,  erit  aequatio  transformata 


siquidem  ponitur: 


dV      .    3F       ,    Ö* 

^  =  ^i+'3^ — ^-^^t — ^^'sr- 

dV       .    SF       .    6^ 
^  =  P, 5 l-'^i  -5 — ■  +  ^2-ä 

0  =  p;  ^^ — ^-■^l^ — -^^-ä — ■" 


— ^ 

+'. 

-+l. 

+■■ 

^-  -^ 

+'-, 

+\ 

T5^ 

+■■ 

^-  -1^ 

+i, 

dF 

-+1, 

JJ#_ 

+■■ 

5F        öj"        a*  _^ 

Ex  bis  aequationibus,  qaibus  ipsae  addantur  F=Q,  ^  =  ü,  ...,  eUminatis  X^, 
^3,  ...,  determinandae  sunt  5,,  q^,  .  .  .,  q^,  _p,,  p^,  .  .  .,  p^  per  a^,  ög,  ,  .  .,  a,„, 
ij,  63,  .  .  .,  b^,  earumque  valores  in  expressione  ipsius  5p  substituendi. 

Si  multiplicatores  ^i,  Aj,  ...  evitare  placet  neque  tarnen  symmetriae  for- 
mularum  derogare,  transformationem  etiam  sie  proponere  licet,  Aequationibus 
enira  F=^0,  <[>^0,  ...  inter  quantitates  qi,  a,-,  t  assumüs,  quanim  numerus  sit 
m — k,  s,intr^,T^,  ...,?■(.  functiones  qnaelibet  ipsaruni  t,  q^,  q^,  ...,  q^,  a,,  a^,  ...,  «,„; 
licet  omnes  t^i,  q^,  . . .,  q,„  per  ipsas  t,  a,,  a^,  ...,  a„,  atque  novas  quantitates 
Ti,  j'j,  .  .  .,  Tf.  exprimere,  quae  expressiones  elimioatis  Ti,  r^,  .  .  .,  r^  suppedi- 
tabunt  m  —  k  aequationes  inter  ipsas  q^,  q.^,  . . .,  q^,  «,,  a^,  .  . .,  a„„  t. 

Aequationes  F=  0,  0  =  0,  . . .,    quum  ex  arbitrio  assumi  possint,  iam 
earum  in  loeum  statuere  licet,    ipsas  5,,  q.^,  .  .  .,   q„,  esse  functiones  arbitrarias 
quantitatum  t,  ö,,  a^,  .  . .,  a„„  r,,  r^,  ...,  r,..     Quibus  electis,  sit 
8q^  dq^  dq^^ 

' '  ör.  '  Cr.  ' '"  ar.  ' 

3q  dq  8q 

^   da.        '-^   ort;  ■^'"  da.  • 

da,  Sa,  da 
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[Jncle  erit: 


Assumta 

iam  ex  arbitrio  ipsarum  «j,  a.>.  ....  «,„,  r,,  r^,  ...,  7\,  t  f 

statuatur 

A---4P-^ 

ei'it 

d(V^—V)  =  dW  =  —<pdt-hö^da^-h'vla,^-^ ^b,Ja,^. 

Ex  aequationibTis  m-l-k 

ög,             6q^                      6q                      8V 

da,             8q,,                     da                      dV 

et  per  resolutionem  aequationum  iinearium  determinantur  Pi,  p2,  .  . .,  p„,  per 
Tj,  r^,  . .  -,  f^,  «1,  «2,  .  .  .,  a„,,  b,,  öj,  . .  .,  b„„  t,  et  elimtnatis  p,,  p^,  . .  .,  'p,,^ 
habentur  h  aequationes  inter  ipsas  r^,  r^,  . . ..  r^,  «i,  öj,  . , .,  «,„,  &i,  Äg,  , . .,  6,„,  t, 
quarum  ope  ipsae  r,,  r^,  .  . .,  r^  ideoque  etiam  ^,,  ^j,  .  . .,  p,„,  q^,  (^^j  ■  ■  ■,  <i„ 
per  ßi,  O3,  .  . .,  a„„  ii,  h^,  .  .  .,  i„.,  t  determinari  possunt.  Qm  deinde  valores 
in  expressione  90  substituendi  sunt,  ut  illa  solaram  a,,  o.«,  . . .,  a„i,  ö,,  J^,  . . .,  h„„ 
t  functio  evadat.     Transformata  autem  aequatione 

dV^  =  ■^fidt-i'p^dq^+p.^dq^-i----+Piidq^^^ 
In  hane: 

dW  ==  ■ — <pdt-\-  bj^da^-^b,^da,^-\ t-^,„'''^m' 

in  quibus  f,  est  ipsarnm  t,    g,,    q^,    .  .  .,   q^,  _p,,  ^2,  .  .  .,  p„,,  atqae  (f  ipsarum 
t,  ß,,  ßg,  .  .  .,  «,„,  ?i],  ^2,  .  .  .,  h,„  fnnctio,  simul  aequationes 
ÖF,  dW 

altera   in   alteram    ti'ansforraatae    sunt,      Substitutis   in   /i    loco  ipsarum  p^   ex- 

SK      .  ,         ■  ,  .     .,         3W 

-^ — ,    in   g?   loco  ipsarum  ö;  expressiombus  -^ — ,    evadunt  aequa- 
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tiones  iJIae  aequationes  differentiales  partiales,  quarura  igitur  iain  per  methoduin 
propositam  transfomiationes  novas  nacti  sumus. 

Si  k  =  m,  transformatio  eadem  obtinetur  atque  §.  57.  Transformationes, 
qnas  ex  antecedentibus  pro  k<im  obtmemus,  etiam  novas  transformationes 
systematum  eanonicorum  aequationum  differentialium  vulgarium  suppeditant. 
Et  similiter  atque  in  §.  antec,  etiam  systematum  elementorum  eanonicorum 
novas  inde  eruimus  transformationes.  Quas  transformationes,  singulas  binis 
modis,  sequentibiTs  Theorematibus  proponam. 

Theoreraa  X. 
Designante  i  numeros  1,  2,  ...,  m,  proposüum  sä  systema  aequationum 
differentialium  vulgarium: 

dq.  6/j  dp.  df^ 

dt  6p.  '        dt  dq^  '  , 

assumatar  functio  arbiti'aria  V  ipsarma  t,  5,,  q^,  .  .  .,  q,„  novarumque 
variabiliwm  a^,  a^,  . . .,  a„,  inter  quas  quantitates  2m-j-i  siatuatur  locum 
habere  aequationes  quascunquc 

J?  =  0,     #  =  0,     .  .  . ; 
condanttir  porro  aequationes  2m -hl  seqtientes: 


A-^ 

-.^ 

^'  at 

av 

1  ^^' 

,  ö* 

"SiT' 

-''HiT 

''-^- 

av 

1  3^ 

,    5* 

S^- 

-*.Tsr 

-'.-ar- 

quarum  aequationum  ope,  advocaiis  ipsis  F^O,  ^=0,  . . .,  et  eliminari 
possunt  multiplicatores  A,,  ^,  . . .,  et  determinaniur  2m  quantitates  q,  et 
Pi  nee  non  ßinctio  ip  per  ipsam  t  atque  2m  novas  quantitates  t',,  6,;  qui 
ipsarum,  q^,  p^  valores  si  substituuntwr  in  systemäte  proposito  aequationum 
differentialium  vulgarium,  transformatur  illud  in  sequens: 

da.  d(p  dl).  dg> 

dt    ^   db.    '     ''dT  ^"^  da. 

r,         ■   ,         ■  .        .  ev.      dW 

Forro,  m  locum  %psarum  p^,  O;  scrtbendo  -k — ,  -5 — ,  ubi  conduntur  aequa- 
tiones differentiales  partiales 
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SF  ew 

-&-+'■.  =  »■    TJT +''  =  "■ 

alterius  solutio  ex  aüerius  ohtinetur  solutione  per  aequationem 

v^  =  v+w. 

Theorema  XI. 
Designante  i  numeros  1,  2,  ,  .  .,  m,  data  sint  diferentialia  ekmentorum. 
■problematis  alicuius  perturhati  per  aequationes: 

da.  dÜ  db.  6£i 

dt    ^   db.    '        dt    ^~T^' 
designante  £i  functionem  perlurbatricem;  assumatur  fnnctio  arhitraria  V  ek- 
mentorum öl,    %,    .  ,  .,    a„,  novarumque  quantitatum  et^,    ct^,    .  .  .,    a^;   con- 
dantur  porro  aequationes  2  m  sequentes: 

j  ^   S]^_^_S^_^    ^* 

*  6a.  '   da.  ^    Ba.  ' 

^'  9a.         ^  9(üj         *  öa^.  ' 

quarum  aequaiionum  ope,  advocatis  ipsis  F=  0,  'P  ^  0,  .  .  .,  et  eliminari 
possunt  multiplicatores  ^j,  X^i  •  •  •;  ß'  determinantar' 'im  elementa  a,-,  i^  jjgr 
novum  systemM  elementm'um  «;,  y?;,-  quae  elementa  nova  si  etiam  in  func- 
tionem, pertarbatricem,  S2  loco  ipsorum,  a^,  6;  introduaintur ,  mveniimtur 
differeniialia  elementoiiim  novi  systematis  a^,  ß^  per  formulas: 
da.  da         dß.  dß 

Obtinetur  Theorema  praecedens  e  Theoremate  X  statuendo,  functionem  V,  F,  '[>,  ... 
ipsam  t  non  involvere,  et  permutando  p^,  ^,-  cum  b/,  ff;,  atque  b,,  «f  cum  /?;, 
«^.     Theoremata  praecedentia  etiam  haue  alteram  formam  induere  possunt: 

Theorema  X". 
Designante  i  numeros  1,  2,  .  .  .,  m,  propositiim  sit  systema  aequaiionum 
differentialium  vulgarium: 

dq.  ß/|         dp.  öf^ 

dt  dp.  '        dt.  dq.  ' 

statuantur  quantitates  q,,   q^,    .  .  .,    5,,,  aequaks  expressionibus  quihuscunque 
ipsius  t  novarumque  quantitatum  a^,  «5,  . .  .,  «,„,  r,,  r^,  .  .  .,  r^,  designante 
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k  numei^m  aut  ipsi  m  aeqtmlem  aut  ipso  m  minorem;  assumxituT  deinde 
functio  arbitraria  V  earundem  qaantitatum  a^,  a^,  .  -  .,  a„„  ?■„  r^,  . ,  ,,  r^, 
t,  atque  condantur  aeqiiationes  m-\-k 

dV  dqj  dq^  6q 

dV 


dq  dq^ 


4 — i-p„,- 


,  |)„,  per  quan- 


per  quas  determineniur  quantitates  r^,  r^,  .  . .,  r,,,  p^,  p^, 
titates  flu  ag,  ...,  a„,,  b^,  isj  ■■■)  ^nu  ^>  unde  etiam  quantitates  q,,  q^,  .,.,  q„^ 
per  easdem  quantitates  determinatae  erunt;  quibus  substitutis  quanütatum  r,, 
q,,  p;  expressionibus per  easdem  quantitates  a,,  a^,  .  .  .,  o,„,  b,,  h^,  .  . .;  ö,„, 
(,  etiam  exhibeatur  functio 

8V       (      dq  dq^  6q    1 

f  =  f'+si — F."är+!'>T)r+-+''-T)f)-' 

quibus  /actis,  si  expressiones  ipsarum  q,,   q^,    . .  .,    q,„,  p^,  p^,  •  ■  ■,  p^  per 
Ol,  Oa,  ...,  «m,  bi,  b^;  . . ,,  6„,  t  inventae  substituuntur  in  systemate  aequa- 
tionum  differentialium  propositaruTn,  ohtinebitur  hoc  similis  forrnae: 
da.  dip  db.  d(p 

~dt~  "^  ~dbr '   ~ir  ^  ^  "S^  ' 

simul  aequationes  differentiales  partiales 
6V,        ,        _       dW 


et 


-+/i  =  o, 


dt 


-hf-=0, 


dV.  .  dW 

quae  obtinentur  ponendo  in  altera  -^ — ■  loco  p^,  %n  altera  -^ —  loco  bf,  per 


aequationes  altera  in  alteram  transformantur ,   et  alterius  solutio  ex 
alterius  habetur  per  aequationem 

f;  =  W-i-F. 

Theorema  XI". 
Designante  i  numeros  1,  2,  ....  m,  data  sint  differentialia  elementorum 
problematis  alicuius  pertiirbati  per  aequationes : 

da.       '  öii         db^  da 

dt  db.   '        dt  da^   ' 

desigTiante  £2  functionem  perturbatricem;  statuantur  elernenla  a^,  «j,  ,  .  .,  a„, 
aequalia  expressionibus  quibtiscunque  novarum  quantttatum  m-\-k 
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designarUe  k  numerum  aut  ipsi  jn  aequalem  aut  ipso  «i  minorem;  assumta 
deinde  fimctione  arhitraria  V  earundem  m-{-k  quandtatum,  formentur  aequa- 
tiones  'm-\-k 

dV  da,  da.,  da 

—: =     ^ä 1-^2  ^^-i ^K^ ' 

ÖS.  '    08.  ^   os^  "'   0£. 

dV  da,  6a„  da 

ßi+^r-  =  ^x^r-^h^r—^ ^K-^'-> 

'^'       da.  '   oa.         '  ca.  '"  da. 

per  qiuts  determinentur  m-{-k  quantilates  e^,  f^,  . .  .,  s^,   h^,  h^,  .  .  .,  i,„  per 

quantitates  novas  2m 

«,,     «,,     .  .  .,     «„,,     ß^,     ß„     .  .  .,     ß„,, 

v,nde  etiam  Oj,  a^,  .  . .,  «„,  per  easdem  quantitates  dete^'minatae  erimt;  quae 

expressiones  elementorum  «,,  ög,  .  . .,  a„,  b,,  6a,  . . .,  b„  per  nova  elementa 

«1,  «a,  . . .,  «„„  ßi,  ßi,  .  . .,  ß„,  si  suhstituuntur  in  fu7ictione  perturbatrice 

i2,  habtmtur  differentialia  novi  eUmentorwm  systematis  per  formulas  simtles: 

da-  da  dß.  dSi 

dt    "^   dß.   '        dt    ^  ~  '~eä7 ' 

Haec  altei-a  Theorematum  forma  commodior  est,  quoties  in  priore  forma  numems 

aequationum  i*"  =  0,  !?  =  0,  ...  valde  magnus  habetur. 

De  casu  quodam  simplicissimo,  quo  e  systemate  elementoiiim  ciinouico  aliud  ejusmodi 
System a  eruatur. 
60. 
Paucis  agam  de  transformationibus  simplicissimis,  quariim  tarnen  frequen- 
tissimus  usus  erit,  aiius  systematis  canonici  elementorum  in  aliud  canonicum.    Sunt 
elementa  canonica,    quoi-um  differentialia  huiusmodi  aequationibus  exprimantur: 
da^  dß  db.  da 

dt     ~~    db.    '        dt  da.    ' 

quarum   aeqiiatiomim   integratio  redit  in  integratlonem  aequationis  differentialis 
partialis 

dV 

siquidem    in  fiinctione   perturbatrice  Si  loco  ipsanim    h,,    b^,    .  .  .,    6,„  ponuntur 

-^ — ,   -7=r—^  ■•■,  -^ — t  sive  quod  idem  est,  redit  integratio  aequationum  dilfe- 
öa,    '     da^   '  '    da^  '  n  '  ^  ± 

rentialium  vulgarium  praecedentium  in  integratlonem  aequationis 

dV  =  —Qdt+b,du^+b.^da.^-{ l-&„,cfo!„,. 

Voeenms  duas  classes  systematis  canonici  elementorum,  alteram,  ipsas  ai,a„, ...,  a,„ 
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amplectentem,  positivam  classem,  alteram,  ipsas  ^i,  \,  .  .  .,  b„,  amplectentem, 
Tlegativam.  classem.  Elementa  bina  0^  et  6,-  vocemus  coniugata.  Bina  elementa 
coniugata  systeinatis  simul  ex  altera  classi  in  alteram  transeunt,  si  aüerijus 
elementi  signum  mutatur.  Si  functiones  quascunque  elementorum,  quae  ad 
alteram  tantum  classem  pertinent,  ut  nova  elementa  illius  classis  introducere 
placet,  facÜlime  alterius  classis  elementa,  quae  novis  illis  coniugata  sunt,  de- 
terminantur.  Sint  ex.  gr.  classis  positivae  elementa  öj,  «3,  . . .,  a„  expressa  per 
alias  quantüates  «,,  «3,  .  .  .,  «„„  quae  ut  nova  elementa  classis  positivae  spec- 
tentiir;  posito 


'  '  '   oa,         ^   da  '"   oa. 


ent 


dV  =  —üdt-^ß^da^+ß^ßa.^-^ H^„rf«„. 

Unde  considerari  debent  quanhtates  ßi  ut  nova  elem.enta  alteritis  classis,  eritque 
elementum  ß^  ipsi  cii  conjugaium,  sive  erit: 

dSi  da.  da  dß. 

dß.   ^    dt    '       dhV"  "         dt~ ' 

In  Propositione  praecedente  loeo  fl,-,  «,  ponere  licet  —6;,  —ßi  simulque  loco 
hf,  ßi  ponere  «(,  «,-.  Unde  fluit  altera  Propositio,  expressis  b^  per  alia  elementa 
ßi,  elementa  classis  positivae,  ipsis  ßi  cmiiugata,  fieri 

""'  =  ''^~dß7^''^~8ß;~^      ^'^"'~dß7' 

Si  liunc  transformationis  modum  una  cum  illo,  qui  sola  mutatione  signi  unius 
seu  plurium  elementorum  efficitur,  vicissim  iterum  iterumque  adhibes,  iam  hac 
via  simplicissima  ex  uno  systemate  elementorum  canonico  diversissiraa  alia  de- 
ducere  licet. 

Ut  per  methodum  generalem  supra  traditam  ernatur  transformatio  illa 
simplicissima,  qua  bina  elementa  coniugata,  ex.  gr.  a,  et  J,,  alterura  in  alterius 
classem  transeunt,  statuatur 

erit 

d{V—V^)  =  ~-Qdt—a^da^-\-b^da^-\ \-\Ja,,,,, 

quae  docet  aequatio,  si  loco  ipsius  a^  introducatur  «i  —  6,,  elementum  conlu- 
gatum,  qnod  erat  b^,  fieri  — a,,  q.  d.  e. 
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Transforiuatioiies  antecedentes,  vaiiabili  t  et  ipsa  miitata,  ad  siimmam  goneralitatem 
perdacuntiir. 
61. 
In  §§.  57,    59    transformatioimm   aequationum    tlifferentialium  partiaÜum 
generalitatem   eo  restrinximus,    quod   unam  variabüium  independentium  iinmu- 
tatam  reliquimus.     Quam  restrictionem  si  missam  facimus,  ita  agendum  est. 
Sit  rurSQS 

atqueFfunctio  arbitraria  ipsanim  ^i,  ^3,  ...,  q,„,  t  atquc  novaruin  «1,  a.^,  ...,  «,„,  t: 
fit  aequatio  transformata 

dV 


<i(F,- 

-F)  =.- 

(k-hl^<la^-^-b„(H^ 

,+■ 

■■-i-^„äa^^^ 

siquidem  statnitur: 

dt      '>' 

SV  _ 

P,. 

SV 
Sq: 

=     A, 

dr 

= 

P:. 

dV 

-ä„ 

dV 

=  — »„ 

_3_F 

=  -- 

~K 

Ex  hifi  aequationibas 

determinandae 

sunt 

t,  q„  q,. 

,  ?„  per 

Ol, 

«2 

facto  erit 

d(V--V)  =  —^^dt-^b.da^-\-b-da.-\ \-b  da 

aequatio  transformata.  Si  in  modum  §.  59  introducuntur  aequationes  i*"  =  0, 
^  ^  0,  ...  inter  ipsas  q^,  q^,  .  ■ .,  q„„  t,  a^,  a^,  .  . ,,  «,„,  t,  nil  in  praeceden- 
tibus  mutabitur,  nisi  quod  loco  ipsius  V  ponendum  sit  F— ^Ji' — k^4>—--,  cuius 
expressionis  differentialia  partialia  multiplicatorum  Aj,  X^,  ...  non  continent 
differentialia,  ut  quae  in  expreseiones  F,  ^,  .  . .  evanescentes  ducta  sunt. 

Ut  e  Propositione  praecedente  generaliore  deducatur  casus,  quo  variabilis 
independens  t  immutata  manet,  scribatur  in  locum  ipsius  V  expressio 

designante  V  functionem  ab  ipsa  t  vacuam.     Quo  facto  aequatio 

St  '1 

abit  in 


c»-o-. 


3/, 


St 
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unde  deducitur 


Reiectis  igitur  post  dift'erentiatioues  factas  terminis  in  r.  — ;  ductis  ut  evanes- 
centibus,  mutato  V  in  V-\-(t- — f)f,.  abit  -^ —  in  ^^ — \-f..  differentialia  —^ — , 
-^ —    non    mutantiir,      Unde    si    postremo  ;  loco  r  sci-ibitur,    facile  patet,    quo- 

modo  e  praecedente  Propositioiie  generaliore  dcducantur  eae,  quae  §§.  ante- 
cedentibüs  traditae  sunt. 

Si   aeqnatio   differentiaÜs  partialis  pi'oposita  ipsam  functionem  quaesitam 
Y^  continet,  ita  agendum  est.     Sit 

atque  contiiieat  f  praeter  variabiies  f,  §i,  q^,  . . .,  q„„  p,,  p^,  . .  .,  p„,  adhuc 
ipsam  V;  assumatur  ipsai-um  V,  t,  §,,  q^,  .  .  .,  q^,  öj,  «g,  .  .  .,  a,,,,  t  functio 
quaclibet  W:  erit 


iW  = 

dW 

ch-h^^da^+b.^ 

siquidem  statuitur: 

aw 

■  8r  '• 

dW 

=  - 

dW 

dW 

äW 
da,' 

=  S, 

aw     , 

aw 

31. 

=  - 

aw 
'ST 

aw 

=  *. 

Ex  his  2™  +  l  aequationibus,  advocata  ipsa  functionis  W  expressione  ex 
arbitrio  assumta,  detenninandae  sunt  V,  t,  q,,  q^,  .  .  .,  q,,^,  p^,  p^,  .  .  .,  p^  per 
W,  T,  «i,  «s,  .  .  .,  a,„,  bj,  b^,  ,  .  .,  b„„  ac  valores  inventi  in  expressione  ipsius 

-3 —  substituendi,  quo  facto  aequatio  diöerentialis  praeeedens  erit  aequatio 
transformata.  Si  inter  ipsas  F,  t,  q^,  q^,  .  .  .,  q^,  t,  «i,  a^,  ■  .  .,  a,„  aequa- 
tiones  7^^=  0,  ^;=  0,  ...  locum  habere  statuis,  tantum  necesse  est,  nt  in 
praecedentibus  loco  ipsius  TT  ponatur  W'^-X^F~v-X^^>-\ — ■ 

Haec  sunt  maxime  generalia,  quae  de  transformatione  aequationum 
differentialium  partialium  primi  ordinis  inter  numerum  quemcunque  variabilium 
praecipere  licet. 
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Agiüir  de   wsn  iütegralis  cuiuslibet  systematis  aequationiim  differentiaüum  vulgarium,   qnod 
11011  eam  in  seriem  iiitegi^aliura  redeat,  quam  methodns  supra  proposita  sibi  poscat. 

62. 

Adnotavi  supra  §-56,  si  principium  conservationis  arearum  respectu 
certi  cuiusdam  plani  locum  habeat,  unam  variabiiem  cum  eius  differentiali 
prorsus  ex  aeqiiationibus  differentialibus  abire,  ideoque  ordinem  differentiationum 
unitatibus  duabus  diminui;  idem  vero,  quod  pro  uno  integrali  illo  fit,  non 
evenire  pro  secundo  et  tertio  integraH,  qaod  datur,  si  principium  conservationis 
arearum  respectu  cuiuslibet  piani  locum  habet.  Quaeramus  iam,  quemnam  alium 
usum  e  tribi:^  illis  integralibus  percipere  liceat  in  ea  integrationis  via,  quam 
supra  proposuimus.  Eum  in  finem  antemitto  has  considerationes  generales. 
Antea  autem  processura  generalem  integrationum,  qiiaHs  e  supra  traditis  ha- 
betur, paucis  repetam. 

Proposita  integratione  aequationuni  differentiaUum 


df    _    df 
,  quibus  /  est  data  functi 


'^9m  '•       ^Pi    '•       ^p2    ■■■"■       '■^P,, 


dq^    '       dq^   '      '        dq^^^  ' 
tio  ipsarum  ^i,    q^,  . .  .,   5,,,,  ^1,  p„,  . .  .,  p„,,   e  prae- 
ceptis  supra  traditis  ita  agendum  erat. 

Integrale  primum  spoiite  habetur  per  aequationem 

in  qua  a  est  constaris  arbitraria.     Integrale  secundum  habetur  H^  =  a^,  si  datur 
functio  J7i,  quae  identice  satisfacit  aequationi 

CD    o  =  [Ä,,n, 

siquidem  semper  statuitur 

dgi    dijj         dgi    d<p  dtp    dtp 

öpj    5jj         öpj    8q^  6p^^^   dq^ 

Iam    e    praeceptis  traditis  non  integrale  tertium  quodcunque  investigandum  est 
seu  functio  H2,  quaecunque  satisfaciat  aequationi 

[!!„  f]  =  0, 
sed  eiusmodi  functio  H.^,  quae  duabus  simul  satisfaciat  aequationibus 
(2)     [H,,f]=0,     [E,,UJ=0. 
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Deinde  mvestiganda  erit  functio  fl^,  quae  tribus  aequationibtis 

[B^,  f]  =  0,     [H^,  //J  =  0,     [H,,  ifj  =  0, 
functio  H4,  qaae  quatuor  aequationibas 

[H^,  f]  =  0,      [£„  Äj  =  0,      [ö,,  H^]  =  0,      [H^,  if,]  =  0, 
etc.  etc.,  denique  functio  /?„,_i,  quae  m  — 1  aequationibus 

[H^^_^,  f]  =  0,     [i/„,_j,  H,]  =  0,     .  .  . ,     [-H,„_j,  ^„,_J  =  0 
satisfaciat.     His  inventis  functionibus,  integratio  completa  aequationum  differen- 
tialium    propositarum  ad  meras  quadraturas  revocata  erat.     Scilicet  sunt  m  in- 
tegi-alia  aequatioiium  differentialium  propositarum  ipsae  aequationes 

f=a,     H^=  a^,     i/g  =  %,     .  .  . ,     7/„_^  =  « „_, , 
e  qiiibus  deinde  si  determinantur  p^,  p^,  .  . ..  p,„  per  ^i,  q^,  .  .  .,  5,,,,   habentur 


- 1  reliqua  integralia  per  formulas : 


^Pm 


da 


dp,                Sp„                        5p„, 
-3 —  dq  4-    „  -    dq  -\ h  -^ ' 


/{; 


dp.  5ü„  Sv,„         \ 

.da         -"      9a         ■'*  öa  "J        "'  ' 


in  quibus  expressiones  sub  signo  sunt  differentialia  completa,  quonim  igitur  inte- 
gratio nonnisi  quadraturas  poseit.  Quantitates  a,  fli,  ...,  ö,„_i,  b^,  b^,  ,,.,  &,„_j 
sunt  constantes  arbitrariae. 

Aequationes,    quibus   functio  Hf  definitur,    ex    iis,    quae  supra  §.  32  de- 
monstravi,  variis  modis  transformare  licet.     Scilicet  in  aequationibus 

[//.,  /]  =  0,  [H.,  -ÖJ  =  0,  .  .  . ,  [71,  //,_J  =  0 
loco  functionura  /,  H^,  H^,  ..-,  H/_i  alias  quascunque  ponere  licet,  in  quas 
illae  ope  aequationum  /=  a,  H^  ^  «1,  S^^  Og,  .  . .,  ^_i  =  «f_i  transformari 
possunt;  nee  non  supponere  licet,  ope  harum  aequationum  e  functione  quaesita 
-?/;  eliminatas  esse  quantitates  p^,  p^,  .  . ,,  p,-.  Statuatur,  ope  earundem  aequa- 
tionum eliminatas  esse  ^,,  ^2,  . .  .,  ^;  ex  ipsa  f  omnes  praeter  p^,  ex  ipsa  H^ 
omnes  praeter  p^^,  .  .  .,  ex  ipsa  //;_^  omnes  praeter^;,  singulis  aequationibus 
f=a,  H,^ai,  ...,  ß;_i  = «;_,  in  singulis  eliminationibus  efficiendis  respective 
reiectis.     Tum  aequationes,  quibus  11^  satisfaeere  debet,  hae  fiunt: 
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=    R, /] 

all. 

af 

äH    af 

au. 

Bf 

as,    df 

au 

af 

ap.    ö^ 

"F.. 

a?.. 

=    [H,.  H,] 

au. 

au   au, 

--h^ — '-^ — ^+- 

an. 

au, 

Sp. 

SIL   au, 

au 

an, 

3?,'+i  S&+1 

""  Sp.: 

3«.. 

=  [JJ„  11. _, 

1  =  4^ 
'       "1, 

an 

au.  au  , 

as. 

au,  aa^, 

BH. 

au  , 

öPi+i  %i+i 

Sp. 

T«7 

Sit  e  /=  a  ipsa  p,, 

e  H, 

=  fli  ipsa  ^2,   .  .  .,  e  //i_i 

=  «■- 

ft+i,  J"«,  ■  •  ■.  P.., 

9i.   * 

j,   ..  ,,  9,„;    possunt  aequa 

itiones 

que  exhiberi: 

SÄ 

Bp,     au,                  Bp, 

aa. 

%, 

^  ep,+,  s«„  '      '   ap„ 

St. 

Bp,    aj?,            ajj, 

an 

a^     a^i+i           a§m 

Dp. 

Sfi, 

a»,    ai/.            a». 

a-H, 

a& 

ap     ag                ap^^^ 

a*. 

ap,    au,             Bp, 

a-s, 

%+!  *,+,            a?,. 

a?,. 

aj7. 

ay,    a-H,    ^      _    ap, 

a-H", 

% 

ap,+i  a^jj,!  '      '  ap,^^ 

a?., 

ap,    aa            ap, 

afl, 

a«,+,  a?,+,           as. 

ap.. 

Hae  sunt  aequationes  (d)  §.  17,  quarum  docui  supra  integrationem  simultaneain 
§§.  19,  20,  primum  quaerens  functionem,  quae  aequationi  primae,  deinde,  quae 
duabus  primis,  deinde,  quae  tribus  primis  etc.  satisfaciat.  Sed  interdum  fieri 
potest,  ut  alia  via  determinandi  functionem  Hi  commodius  ineatui",  cuius  rei 
exemplum  simplicissimmn  prodam. 
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63. 
Integratio  simultanea  binarum  aequationam  in  theoria  praecedente  primum 
obvenit  in  investigatioiie  functioiiis  H^,  quippe  quae  duabus  aequationibus 

simul  satisfacere  debet.  E  §.  aotec.  hae  duae  aequationes  ope  integralmm  iam 
iiiventorum  f  =  a,  H^  =  a^  in  diias  alias  transformandae  sunt.  Sed  statuamus, 
aequationum  differentialivim  propositarum  praeter  duo  integralia  illa  f=a,  H^^a^ 
haberi  tertium 

(p  =  Conat.,  . 
ita  ut  identice  sit 

[»,  /]  =  0, 
transformatio  illa  non  adliibenda,  sed  haec  iovestigandae  ipsius  H.^  ineunda  via  est. 
Si  habetur  \(p,  H^  ■=  0,  statui  potest  H.^  =  5p,  neque  igitur  ulteriore  dis- 
qiiisitione  opus  est.  Casum,  quo  [y?,  Hi]  in  valorem  numericum,  ex,  gr.  ±1, 
redit,  sive  gerieralius  in  functionem  ipsarum  /,  H,  in  sequentibus  excludemus, 
quippe  quo  methodum  supra  traditam  retlnere  convenit  neque  tertii  integralis 
inventi  usus  erit.  Quibus  suppositis,  poterit  seqnente  methodo  e  functione  5p 
alia  Hg  derivari,  pro  qua,  sicuti  pro  ipsa  5p,  sit  [ff^, /]  =  0,  simul  vero  etiam 
[i7s,//,]^  0,      Ponamus: 

[(f,  HJ  ==■-  A^,     [A^,  HJ  =  ^g,     [A^,  HJ  =  A.,,     ,  .  . , 
quae  eo  usque  continuanda  est  novaruin  functionum  foi-matio,  donee  perveniatur 
ad  functionem  [/Ij^i,  /ij]  =  A^,  quae  antecedentium  /',  H,,  (f,  A,,  A^,  .  .  .,  ^,,_| 

functio  est 

A^  =  ip(f,  R^,  <f,  A^,  A^,  . . .,  A^_^), 

quae  funetio  praeterea  e  variabilibus  q^,  pi  nullam  involvat.  Sit  F  fnnctio 
alia  quaecunque  earundem  quantitatum  f.  H,,  cp,  .4,,  A^,  .  .  .,  Af._,,  dico 
primum,  haberi  identice 

K  /]  =  0. 

Etenim  ex  aequatione  identica  generali  (Theor.  V  §,  26) 

Kf,  n,  »,]+[[/,  -H,],  y]+l[H„  w],  f]  =  o 

sequitur  casn  nostro,  quo  [/,  H^]  =  0,  aequatio: 

[i>p,  n,  -ff.i+[K,  f],  f]  =  0. 

In    qua    si    loco    ip   soccessive  ponitur  y,   Ai,   A,_i,    A3,    . . .,  sequuntur, 
quum  etiam  sit  ex  hypothesi  [5p,  /]  ^  0,  alia  ex  alia  aequationes 
[A^,f]=0,     iA,.f]=0,     ...,     [^,_„/]=0. 
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Porro  fit 

ünde,  quum  expressiones  in  singula  differentialia  partialia  ipsius  F  multiplicatae 
identice  evanescant,  fit  \_F,  f]  =  0,  q.  d.  e. 
Habetur  secando  loco: 


[F,  EJ  =-  ^1/,  HA+^,-lE„  //J+-?^ 


sive,  qiium  sit 

[■f.  -H,]  = 

habetur 

{P,  -»,] 

,     [^,,  Ä,]  =  Jg,     .  .  . ,     [J,,_,,  H^}  =  Ä^  =  qi, 

BF    ,         BF    ,  SF      .  BF   „. 

Undc  eruitur  functio  F,  quae  duabiis  aequationibus 
[F,  /]=0,     [i^,  -ffi]=0 
simul  satisfacit,    si  ea  indagatur  ipsarum  5p,    ili,  J^,  .  .  .,  il,._i  functio  .F,  quae 
identice  efficiat 

<^F    ,        BF    .  BF     .  BF  „, 

ö(f       '       ö-il,      ^  ^-^t— a  ^^t— 1 

qua  in  aequatione  'P  est  data  ipsarum  5p,  4i,  ^j,  .  .  .,  ii^.,  functio.  Ipsae  /, 
H,  in  hac  investigatione  tamquam  constantes  considerari  possunt,  quippe  se- 
cundum  quas  functio  quaesita  F  non  differentiatur.  Qua  de  re  in  W  loco  /, 
H^  etiam  eai-um  valores  constantes  a,  a^  ponere  licet. 

Per  regulas  notas  habetur  F,  si  J'^Constans  est  integrale  aequationura 
dgi :  dÄ^ :  dA^ : ... :  dA^_^ :  dÄ^_^ 
=  A^i    A,:    A^:...:    ^i_,:*P, 
quod   systema  locum  tenet  unius  aequationis  ditferentialis  ordinis  {k  —  1)''  inter 
duas   variabiles.     Quam,    si  introducitur  elementura  dr,   etiam  per  hanc  aequa- 
tionem  /c"  ordinis  repraesentare  licet: 

4f  =  «'. 

siquidem    in    expressione    ipsius    ^    loco    ipsai-um    A^,    Ä.^,    .  .  .,    A;,_,    ponitui- 
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-^ ,  -—- ,   .  ,  . ,  -;t-jz7  )  cuius  aequationis  si  F  =  Oonst.  est  integrale,  invenitur 

fuiictio  quaeaita  H^,  si  in  F  ioco  ipsarum  -^,  -^-f"  i  ■  •  ■'  j  w  restituuntur 
vaJores  -4-,,  A^,  ...,  -4^_i.  In  hac  quaestione  usui  est,  quod,  quantus  sü  ordo 
aequationis  differenttalis ,  cuius  integrale  unum  inveniri  dehet  ad  det&rminandam 
functionem  H^^F,  totidem  e  duobus  integralibus  I{^  =  a,,  (f=Const.  integralia 
nova  aequationum  differentialtuyn  .propositarum  derivare  liceat.  Vidimus  enim, 
s\.  k  —  1  iste  ordo  sit,  haberi  integralia  nova 

Ay  =  Const.,     A^  =  Const.,      .  .  - ,     A^_^  =  Const., 
quae  a   se   et   a  tribus   integralibus    datis  independentia  sunt.     Qua  re  altioris 
integrationis  incommodum  quodammodo  compensatur. 

Patet  anteeedentibus,  etsi  integrale  5p  =  Oonst.  non  id  sit,  quod  in  serie 
integralium  secundum  methodum  a  me  propositam  successive  investigandorum 
ut  integrale  tertium  adhiberi  possit,  eius  integralis  tarnen  Cognitionen!  in- 
vestigationem  tertii  integralis  H^  =  Const.  plurimum  adjuvare ,  siquidem  ex- 
pressio  [Hi,  (p\  non  in  numerum  redit  alium  atque  zero,  neque  in  ipsarum  f, 
Hl  functionem. 

Praecedentia   applicantur  ad  iavestigandum  usum  trium  iategfalium,    quae  conservationem 

arearum  conceniunt,  in  aequationibus  dynamicis  secundimi  metliodum  supra  propositam 

integrandis. 

64. 

Praemissis     considerationibus    praecedentibus     generalibus,     revertor     ad 

propositum;  quaerimus  enim  usum,  quem  in  integratione  nostra  percipere  liceat 

e  tribus  integralibus,   quae-  principium   conservationis  arearum  concernunt.     In 

applicationibus  ad  Dynamicam  est  f^  a  aequatio,  qua  principium  conservationis 

virium    vivarum    continetur.      Sint   Hi  =  ai,    y  =  Oonst.    aequationes   binae   e 

tribus,  quae  principium  arearum  constituunt,  sive,  tribus  expressionibus 

(dz  dy  \  (die.  dz.\  f     '^Vi  dat.^ 

"'  Ä  ^  dt  }'  ^\'  di  •  dt  )-  '\  ■  dt       ^'  dt  J 

exliibitis  per  quantitates  q^,  q^,  .  .  .,  q„„  p^,  p^,  .  .  .,  p,„,  sit 
/     <h.  dy  \ 

(     am.  dz.  \ 
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Demonstravi  supra  §.51  (4),  haben 

[9^,  ipl^H,,     [V,  IQ  =  %     [-ff, ,  y]  =  V- 
Hine  secunclum  praecepta  §.  antec.  tradita,  si  statuitur  [f,  //i]  =  /li,  [A,,  //,]=^4.., 
fit  ^,  =  —]//,  A^=^f,  ideoqiie  ^  =  2,  ^j  =  ?P=— yi. 
Ponendam  jam  est 

d(f) :  rf^l,  =  Ä^ :  Ä„, 
sive 

d(p:  ^dip  =  —  (/;:  — y, 
sive 

q>d<p-j-ipdip  =  0, 
cnius  aequatioiiis  habetur  integrale: 

-5j  =  (fxf-'r'tpip  =  Const.  . 
Casu  igitur  proposito  aequatio  diiferentialis,  cuius  integrale  inveniri  debebat  ad 
determinandam  if^,  tantum  primum  ordinem  ascendebat,  eratque  aequationum 
differentialium  propositarum  unum  tantum  integrale  novum  »//  =  Cor^t. ,  quod 
e  dato  y  =  Const.  derivari  poterat.  Aequatio  illa  primi  ordinis  qutim  sine 
negotio  integrata  sit,  habemus,  si  tria  integralia  principü  arearum  locum  habent, 
duas  functiones  /i,,  H^j  ^l^^^  identice  satisfaciunt  aequationibus : 

[/,  HJ  =  0,     [f,  II,]  =  0,     [H^,  B^]  =  0. 
Loco  ifa   etiam   aliam   quamlibet   functionem   ipsarinii  f,    H^,    11^  ponere  licet, 
ex.  gr.  functionem 

B,,  =  yUJi^-\-<p^-^tpip, 
quae  plerumque  commodiores  formulas  suppeditat.  Invento  quolibet  integrali 
Hi  =  Const.  in  serie  integralium  secundum  methodum  propositam  investigan- 
dorum,  supra  vidimus  §.  22,  ordinem  systematis  aequationum  differentialimn, 
quae  integrandae  restant,  unitatibus  duabus  diminui.  Hine,  introducto  uno  in- 
tegTali  H,  =  Const.  in  locum  duorum  y  =  Const.,  ■»/'  =  Const.,  nihil  nos  pro- 
fecisse  videii  potest ,  qiium  etiam  duobus  integralibus  quibuscunque  inventis 
aequationum  differentialium  propositarum  ordo  duabus  unitatibus  diminuatur. 
Sed  hoc  interest  discrimen,  quod  introducto  uno  integrah  H^  =  Const.  methodum 
nostram  integrationum  adhibere  liceat,  qua  quolibet  novo  integrali  H^  =  Const. 
invento  ordo  differentiationum  duabus  unitatibus  diminuitur.  Sed  melius  adhuc 
methodi  propositae  indoles  his  considerationibus  perspicitm", 

Demonstravi    supra   §,  56   modo    particulari,    quod  etiam  e  theoria  pro- 
posita  generali  peti  poterat,  quoties  unum  integrale 

/     du.  dx.  \  dv. 

1  '\  •   dt        "'    dt   J  '  '     dt 
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locum  habeat,  ope  huius  integralis  unam  variabilem  v„  una  cum  eius  difFe- 
rentiali  — v"  ex  üeqiiationibus  differentiaiibus  propositis  proi-siis  abire,  unde 
ordo  differentiationum  duabus  unitatibus  minuitur.  Scilicet  posito  Vi  =  Uf-\-v^ 
et  eliminata  "  ope  aequationis  praecedentis,  variabilium  jj^,  Wj,  .  .  .,  v„ 
eorumque  diiferentialiura  solae  differentiae  u^,  —~  in  aequationibus  diffe- 
rentiaiibus propositis  remanent.  At  ne  hoc,  quod  ea  ratione  lucramur,  com- 
modum  rursus  perdamus,  necesse  est,  ut  ad  reductionem  ulteriorem  ordinie 
differentiationum  ea  tantum  adhibeamus  integralia,  quae  et  ipsa  variabilium 
v■^,  v^,  .  .  .,  v^  non  nisi  differentias  continent.  Id  quod  in  integralibus  duobus 
reliquis,  qiiae  ad  principium  conservationis  arearum  pertinent, 

(f  =  Const-,     ip  ^  Coiist., 
In  quibus 


ip  ^  2in^  I  z.  - 


dz.  dy. 

dz  dr. 


-^'».  ».^-^.-Tsr  =-^"M    »"•,'■.- 


dt         -dt 


i)-.,r,co™,^}, 


dt  }  '  l  'X'  dt         '  dt  J        '  '        *  dt  }' 

locum  non  babet.  Qua  de  re  pro  bis  duobus  integralibus  certa  eorara  com- 
binatio  adhibenda  est,  in  qua  angulorum  v^,  v^,  . .  .,  !>„  non  nisi  differentiae 
obveniunt.     Cuiusmodi  combinatio  est  aequatio 

(f<f+\p'\p  ^  Coüst. . 
Habetur  enim,  designante  e  basin  logaritbmorum  naturalium, 

, ,_  f      dr.  dz.  , dv.  i 

, —  ,,_  f     dr.  dz  dfo  \ 

sive,  posito 

habetur: 

unde 
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ipsis  *'  et  h  in  summa  duplici  praecedente  tributis  valoribus  1,  2,  .  .  .,  n,  si- 
quidem  rursus  n  est  numerus  punctorum  materialium,  quorum  motus  deter- 
minandus  proponitur.     Quam  summam  patet  ipsaram  Vi,    v^,    .  . .,   v„  solas  dif- 

ferentias  coiitinere.  Quae  ut  etiam  ipsarum  -jt-,  ~^  ■>  ■  ■  ■'  "JT"  solas  difte- 
rentias  contineat,  faeile  efficitur  adiuraento  aequationis 

cte.  _         ih^ 

H  =  Sni  r?  -^  =  ^vt.pHm-v.  -.     =  Const. , 
^  '  '   dt  '  '         '  dt 

Imaginariis  eiectis,  aequatio  praeeedens  in  hanc  abit; 

frfij.  dl}  dv.  dv  1 

,p,l,+„  =  i™,m,cos(»-..)e'8j|^^+isin2,,sm2,.^^) 

f  dtj.   dv.  dtj    dv.  1 

quam  data  occasione  adnotare  placet  formulam. 

Quum  antecedentibus  casu  proposito  pateat,  in  ipsa  integratione  aequa- 
tionum  differentialium  propositarum  in  locum  duorum  integralium  y  =  Oonst., 
y  =  Const.  adhibendam  esse  unicum  y^p  +  yt// =  Const.,  quaeritur,  quinam 
usus  sit  integi'alis  (p  =  Const.  sive  t/j  =  Const. ,  quod  praeter  integrale  hoc 
^y  +  yn/»  =  Const.  habetur.  Cuius  is  est  usus,  quod  eius  integralis  beneficio 
quadraturae  eupersedeatur.  Sint  enim  Hi  =  a^,  ^p  =  Vö^cos/?,  ip^Yö^^mß 
tria  integralia,  quae  principium  conservationis  arearum  constituunt,  designantibus 
öl,    «2!   ß  constantes   arbitrarias.      Inventis    oninibus   aequationibus  integralibus 

dr.       du.       dz.       ,  .  dv 

inter  quantitates  r^,  u^,  Zf,  -^-,  -^,  --^,  mvenitur  -.-     ope  aequationis 

dv. 

per  formulam  supra  traditam  §.  56  (1): 

du, 

,  a 'Smr^ — - 


E  qua  formula  per  quadraturam  valor  ipsius  v^  eruendus  foret,    cui  tarnen  per 
aequationem    (p^ya^aosß  sive  i^^Vßjsiny?  sive  aiiam  ex  iis  conflatam  super- 
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sedetur.     Fit  enim,  advocatis  ipsarum  if^  ^  expressionibus  stipra  tradltis: 
[  (      dz.  dr.\  dv.  l 

.  \  l     dz.  <^'>'i\  <^^i  1 

J-         (j      r         n         1    i       \  n      I-'  iy         '\'  dt  '  dt  J        '  '        '  dt  ) 

.  ...  dv.         du.         dv 

Qaarum  aequationiim   alterutra  post  substitutionem  valoram .——- ^ -^ -i- ~- , 

qui  iain  pro  datis  habentur,  determinatur  y„  sine  quadratura. 

Demonatratur ,    ciuodvis    problema    mechanicum ,    pro    quo    principia    conservationis    vii-ium 
vivarum  et  arearum  valeaiit,  atque  in  quo  positio  systematis  a  tribus  tantum  quantitatibiis 
pendeat,  ad  quadvatui-aa  revocari.. 
65. 
Considerationibus   praecedentibus   aestimari   potest,    qiiae   methodo  pro- 
posita.  lucramur,    si  in  problemate  mechanico  praeter  principium  conservationis 
virimn  vivaram   tria  integi'alia  lociim  habent,    quae  principium   conservationis 
arearum  concernunt.     Systematis  aequationum  differentialium  propositi 
dq^  ■    «^^a   :  ■  ■  —  "^9,,,  '■       dp^   :        dp^   : . . . :       dp^^^ 
^_Ö/_._3^_       ._^._^ö^.„_ö/_.  df 

est  ordo  2m  —  1,  qui  per  integrale  f^a  revocatur  ad  ordinem  2m  —  2,  ac  per 
tria  integralia  prineipii  arearum  i?,  =  ß,,  (p  =  Yä^cosß,  i/'  =  yä^sin/J  ad  or- 
dinem 2m  —  5.  Nam  licet  iam  per  diio  integralia  /=  a,  H,  =  ai  aequationes 
propositae   ad  ordinem  2m  — 4  revocentur,   ponendo  w,  ^=  ?>„+«;  et  eliminando 

dv      . 
differentiale   -j^    ipsa  v„  ex  aequationibus  differentialibus  sponte  abeunte,    ad- 

notavi  ta,men,  ne  ipsa  w„  in  aequationes  difFerentiales  redeat,  loco  integralium 
^^ya^cosß,  ■t/'  =  yäasin/?  nnicum  tantum  yyH-yy^  «3  adhiberi  posse,  ideoque 
tantum  unitate  ordo  2  m  —  4  adhuc  diminuetur.  At  methodo  nostra,  qua  inte- 
grale quodlibet  datis  considerationibus  satisfaciens  ordinem  differentiationum 
unitatibus  duabus  diminuit,  fit,  ut  duobus  integrallbus  H^  =  «i,  H^  =  (t,  adhibitis, 
quippe  pro  ouibus  identice  habetur 

,  [H^,  f]  =  0,      [H„  f]  =  0,     [ii„   H^l  =  0, 
ordo    2m— 2    revocetur   ad    ordinem   2m— 6.     Flult   igitur   casu   speciali,    quo 
j/i  =  3,  e  methodo  tradita  Propositio_memoi'abili8: 

Quodlibet  problema  mechanicum,  pro  quo  principia  conservationis  virium 
vivarum  et  arearum  hcum  habent,  et  in  quo  positio  geometrica  systematis 
tribus  qiiantitatihis  determinatur,  ad  quadraturas  revocari  potest. 
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Propositio  praecedens  paulluin  a  gravitate  sua  eo  amittit,  quod,  ni  vehementer 
l'allor,  nallum  extat  problema  mechanicum,  pro  quo  dicta  principia  geiieralia 
locum  habeant,  et  in  quo  positio  systematis  a  tribus  quantitatibus  pendeat, 
praeter  duo  illa  motus  puncti  versus  centrum  fixuni  attracti  et  rotationis  cor- 
poris solidi  nullis  viribus  sollieitati  circa  punctum  eius  fixum.  Herum  autem 
problematum  solutio  completa  iam  ex  longo  temporis  intervallo  inter  Analystas 
constat.  At  posterioris  certe  problematis  reduetio  ad  quadraturas  extolli  solet 
ut  pulcherrimus  gloriae  titulus,  quem  adepti  sint  Analystae  decimi  octavi  saecuH, 
qui  tarnen  aequationum  differentialium  integrationem  perbene  calluerunt.  Et 
postea  magnas  laudes  iustamque  admirationem  meruit  111.  Lagrange,  qui  istam 
äd  quadraturas  problematis  rediictionem  vel  sine  advocatis  axium  principalium 
corporum  proprietatibus,  quibus  Euleri  analysis  nit«batur,  snscipere  ausus  fuerit; 
id  quod  pro  splendida  ac  paene  luxuriante  artis  manifestatione  habeatur.  Qua 
de  re  fortasse  non  clisplicebit  Analystis,  quod  hie  non  tantum  sine  auxilio  pro- 
prietatum  axium  principalium,  sed  adeo  sine  certa  variabilium  electione  — 
quid?  quod  sine  formatione  aequationum  differentialium  problemati  illi  parti- 
cularium  reduetio  ad  quadraturas  efficlatur,  nulla  re  in  subsidium  vocata,  nisi 
quod  in  problemate  assignato  principia  generaha  mechanica  valeant. 

Operae  pretium  videtur,  simultaneam  duorum  problematum  mechanicorLun, 
de  quibus  dixi,  reductionem  ad  quadraturas,  secundum  methodum  traditam  ge- 
neraleni  efficiendam,  accuratius  exponere.  Si  motus  propositi  perturbantur, 
eadem  analysis  sine  ulteriore  caiculo  differentialia  elementorum  perturbatorum 
suppeditat  (§  52) 

Solutio   simultanea   pi  1  lematis   de  motu  puiicti  vei'sus  centrum  fixum  attracti  atque  pro- 
1  lematis  de  lotatiune  corporis  solidi  auUis  viribus  sollieitati  circa  punctum  flxum,  ima 
cum  expies  uDibus  differentialibus  elemeutorum  perturbatorum  utiiiisque  probiematis. 

Eligdtui  mudus  quicunque,  in  altero  problemate  positionem  puncti  in 
spatio  m  alteio  positionem  corporis  solidi  circa  punctum  eius  fixum  deter- 
imandi,    quod  fit  m  utroque  per  quantitates  tres,    quas  voco  q^,   q^,    q^.     Sit 


dq^          ,      dq            , 
TT  =  i«  ~dt-  =  1" 

ac    expressa   semisumma    viriLiiii    vivaru 

per  q„   q,, 

,  ji,  ?;,  ?;,  qi,  Sit 

dT 

BT                 ST 

Ponamus, 

H  =  a   esse   aequationem   prineipiLmi   eonservationis   virium  viv 
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constitaentem,  atque  11^  =  a^,  y  =  a[,  yj  ^=  «"  esse  tres  aequationes,  quae 
principiura  conservationis  arearum  repraesentant  respectu  trium  pla'norum  inter 
se  orthogonaliam ,  in  altero  problemate  per  centrum  attraetionis ,  in  altero  per 
pLinctum  iixtim  coi'poris  ductorum. 

Quantitates  a,  «,,  a[,  a"  sunt  constantea  arbitrariae,  quae  ipsas  functiones 
i?,    H^,    (f,    \p  non  afliciunt.     Expressis  H,   H^,    Hi^='^H^H^-^(f(f-\-^p1p   per 
quantitates  <^i,  5«,  ^3,  _pi,  f^,  p^,  atque  ex  aequationibus 
H=a,     K  =  «,,     -0,  =  «,, 


in  quibüs  cu  =  Ya,ai  +  a[a[-\-a^a",  determinatis  quantitatibus  p^,  p^,  ps  per  5,, 
q^_,  q«,  est  p-idqy-l- p^dq^-\-p^dq^  differentiale  completura,  positoqiie 

ac  desigimntibiis  a,  a,,  a^,  h,  bj,  b^  constantes  arbitrarias,  evadunt  e  §§.  33, 
34  aequationes: 

R  =  a,      l!,  =  ci^,      B,_  =  a,, 
dV         ri  dp.  öü„  dp„        1 

IST  =}b)t'^''+^'^'-^^''H  =  '+*• 

dV         r(  dp,  6p„  dp         i 

3  r         f{  dp,  dp^  dp         1 

integralia  completa  utriusque  probiematis  propositi,  eruntque  tres  aequationes 
postremae  aequationes  finitae  problematum. 

Si  motus  propositi  perturbantur  atque  in  problematibus  perturbatis  aequatio 
coneernens  principium  conservationis  virium  vivarura  fit 

B-hß  =  Const., 
sunt  e  §.  52  differentialia  elenientorum  perturbatoram  data  per  formulas: 
da  6Si         da^  dSi         da^  dSi 

dt~  ^  "  "eT '    ~W^^  'sh~ '    7;r  ^  ~"56^ ' 
ab  da       dh^  da       d\  da 

'dt  9«   '       dt  da^  '       dt  da^ 

lam  obm  TU.  Poisson  in  Commentatione  praeclara  Actis  Academiae  Parisiensis 
anni  1816  inserta  expressiones  differentiales  elementorum  perturbatorum  pro 
utroque  problemate  communi  analysi  investigari  posse  demonstravit.  Sed  ipsa 
problemata  duo  imperturbata  eadem  analysi  hie  primum,  quantum  credo,  am- 
plexus  sura. 
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lam   certa  variabilium   electione  facta  formulas  inventas  pro  altero  pro- 
blemate  seorsim  evolvam. 

De  motu  puncti  versus  centrum  flxuin  attvacti  secunduni  legem  Meutouiaiiam;  formulae 
difforciitialos  elenientorum  perturbatorum. 
67. 
Sii>t    p  cos  tj,    p  sin  »j  cos  v ,    p  sin  tj sin  v    coordinatae    orthogonales    puncti 

attracti,  spectato  centro  fixo  ut  initio  coordinatarum ;  posito  —ß-^^',  --r—^=v\ 

~L  =:  j/,  massaque  corporis  =1,  fit,  dcsignante  jf^  vim  attraetivam  pro  i-uiitate 

distantiae : 

Quae  notae  sunt  formulae  et  facillime  probantur.     Quantitates  p,  %  v  liic  sunt 
eaedem,  quas  §.  antec.  per  g^,  q,^,  q^  denotavi.     Fit  porro 

^=  li?'e'-|-e^t;'il'+e^sin^ij.))'t''|,  ■ 
imde 

ar  ,        BT  „   ,        bT  ,  .  .,       , 

Quantitates  p',  j^i,  w,  hie  eaedem  sunt  atqne  §.  antec.  per  f^,  p^,  p^  denotatae. 
Eliminata  v',  fit  e  (1): 


= 

i|eV-^?'^i'^'+ 

= 

^'^"^-^^^ 

4}', 

sin^ij  J  ' 

His  substitutis  valoribus  fit 

Hie  non  tantuni  patet,  quod  generaliter  probavimns,  expressionem 
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differentiäle  exactum  esse,  sed  ea,  qua  usi  suimus,  variabUitim  electione  id 
efifectum  esse  videmus,  ut  in  expressione  illa  differentiali  adeo  variabiles  se- 
paratae  sint.  Idem  evenit  pro  lege  attractionis  quacunqtie,  quae  si  exprimitur 
per  functionem    —  ■■■  y^^- ,    tantam   opus   est,    ut  in   expressione  ipsius  F  ante- 

cedente  loco  ipsius  —  ponatur  /(p). 

Ex  aequatione  (3)  fluunt  secundum  praeeepta  §.  antec.  tradita  integralia 
finita  problematis: 


m 

—4^-/. 

(S) 

((■') 

^it  priinuni 

\ai- r-.j— }  sm"^*; 


(7)      f -T  ->-=f "^^^ r  =  — Arooosn/ — ^^•cos.V 

1    ^        -lin^ji  ^  ' 


poiTO  e  (5)  habetur: 
(8)     v^\  = 
unde: 

Deinde  erit 


— r  =  Are  COS  (    1/ cotg»  li 

(9)     cotg*^  ^  ]/ — ^-  ^■'— ■coa(«'  —  6j). 


('»^  /t^-~Jt-^.-4-/t 


siquidem  statuitur 

(II)     -^— «•  =  y?+2ia.i!0S«. 
Substitutis  (7)  et  (10),  aequatio  (6)  in  hanc  abit: 

(12)     S,  =  ArccoJl/^i^.cos,j-«, 
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unde:  

(13)     cosij  =  "]/    '    „  —  ■coaCw+^g). 

Denique  habetur  e  (4): 

t^f,  =  f         e<k f V-2a.Qde 

sive,  posito 

(14)     H'-h'2a^  =  y^^^h2^lcaüE, 
fit:  " 

(15)     t-^h=     ,_■      gdE  = j-  — ■    ^-sin-E. 

Ut  aeqnationes  inventae  induant  formara  simpliciorem ,  pro  constantibas  ar- 
bitrariis  adliibitis  alias  introducam.     Sit 

/2aal  X-  ( — 2a)5  x 

fiunt  (14),  (11),  (lö): 

(17)     Q  =  ^(1— e.cos£),     -'-HzrJ^  =  H-s.cosM,     ii(t-^h)  =  E—e.smE. 

E  quibiis  aequätionibus  patet,    quantitates  E,  u,  ft(t-\-b),  A,  e,   —b,   --    esse 
anomaliam  exceniricam,  anoTnaliam  veram,  anoraaliam  mediam,  semiaxetn  maiorem, 
excenh-idtatem,  tempits  periheln,  radicem  qxtadraticam  semiparametri. 
Ponamus  pori'o 

(18)     '{   '-■■■ ;.-"-  =  tang*,      unde     -—  =  cosi, 

fit  e  (9); 

(19)     cosi'cOKij  =  sin*sin»;cos(«— 6|), 

qaae  docet  aequatio,  orbitam  puncti  attracti  esse  planam  atque  designare  i  in- 
cUnationem  orbitae  atque  h^  longitvdinem  nodi  ascendentis  orhitae,  ideoque  erit 
-—  aequale  radici  quadraticae  semiparametri  multiplicatae  -per  cosinum  incUnor 
tionis  orhitae.  Unde  iam  quinque  constantes  arbitrariae  a,  ßj,  a,^,  h,  bi  signi- 
ficationem  geomeü'icain  iuveneraiit.  Tiestat  aequatio  (13),  qiiae  e  (18)  in 
hanc  abit: 

(20)     aosrj  =  smicos(u+b^)  =  sia.i.^aL.-\-Y ~^h)  - 
Haec  formula  docet,  esse  -„-  -4-  Äa  distantiam  perihelii  a  nodo  ascendente. 
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E   Theoreinate    §.  66   proposito  fiunt    differeiitiaüa   clementorum   pertur- 
batoruni : 

<?rt,  da        da^             da 

dl>,  ÖSi        dO.,              8ii 


dil 


dt 


da, 


dt 


da. 


quibiis  in  fomiulis  est 

— g —  ■  ■  ■  semiaxia  major, 

■  ■  ■  ■  i-adix.  ijuadratica  sciniparametri  multiplicata  per  cosiiium  iuclinatioiiis, 

■  ■  ■  radix  quadratica  semiparametri, 

—  b       ■  •  ■  tempus  periheHi, 

öj      ■  ■  ■  longitudo  nodi  ascendentis, 

■  --H-ö^     -  ■  ■  distantia  perihelii  a  nodo  asceadente. 

Designante  igitur,  ut  notationem  asitatiorem  adhibeam,  A  semiaxem  maiorem, 
h  radicem  quadraticam  semiparametri,  i  inelinationem ,  r  tempns  perihelii,  Si 
longitudinem  nodi  ascendentis,  fö  distantiam  eins  a  perihelio,  fiunt  formulae 
differentiales  elementorum  pertiirbatorum : 

dt  ^-^^-d^'  "  -dt'-'  -  ~^^  ~6ä  ' 

dm  ^         _BQ  . _S,_  _        _  da 

dt  ~-  8h    '  '^^    dt    ~  düs   ' 

dQ  öS  d.hcmi  dSi 

dt  d.hcosi  dt  dO, 


(21) 


quae  formulae   aequivalent  aequationibus  differentialibus  sequentibus, 
Q  =  Yxx-hy^-i-zz: 


I  quibus 


dt'^ 
di^ 


die    ' 


dp 
dz"- 


in    quibus  £1   data  est  functio  ipsarum  x,   y,   z,    t,    vel  adeo  aequationibus  dif- 
ferentialibus geiieralioribus  sequentibus: 

21* 
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(23) 


llx 

Sfl 

~s 

= 

«i'  + 

'ä^' 

du 

da 

dt 

= 

</  + 

Ss' 

dz 

da 

If 

— 

s'  + 

'W 

dt  iß         dx  '' 

dy'  _       xhj       dQ 
dt  Q^         8y  ' 

dz'  ^       x^s        dQ 
dt  e'-         6z  ' 

in  quibus  Si  est  data  functio  ipsarum  t,  x,  y,  z,  x',  y',  z'.  Per  varias  me- 
thodos  supra  traditas  ex  elementorum  canonicorum  systemate  proposito  innumera 
alia  facilllme  derivantur. 

Si  placet,    quod  in  ealcuüs  comraodius  est,    in  locum  temporis  perihelii 
ut  eleraentum  introdiicere  epocham  seu  valorem  anomaliae  mediae  pro  t^O. 

c  ^  — iiT^  fih, 
t'acile  deducitm'  e  (21): 

tfc    _       ä  öß  dA  _  i  5i3 

"  dl.  -"^^  dÄ'    "  dt  -  ~^^  de  ' 

formulis  (21)  immutatis  manentibus, 
Quaeramus  adhuc  ipsius  functionis  V  expressionem  finitam.     Fit 


y    ^  Q    '         Q^  >  ^A     l—ecosE 

dg  =  AesinEdE, 
unde 

Fit  poiTo.  posito  a^  =  :< k  =^  kY A(_l — e^), 
(\< — ^\<in  =  «^^f(l '^^Ydv 

•J  V  '       siii-'i)  J  ^  i  swi'rj  J 

=  «/tÄrccos  1  ---7—.- 1  — xAcos/Arccos(cotgKOtgJ(). 
Unde  ^ ' _ 

V  =  x^A  JÄ'+ösmi?— 21/r-^Aretg  O^Ji^-  tg— )j  -H;(AÄrccos(-^^j 

+xAcos*it'— Arccos(colg*co1gi?)|. 
In  differentiaiida  hac  expressione  secundnm  constantes  arbitrarias  A,  e,  %  quae 
in  locum  ipsarum  a,  «,,  a^  introduci  possunt,  adhibendae  sunt  aequationes: 

0  =  l—ecoeE-\-AesmE^:r-7-, 
ÖA 
■    T,QE 
0  =  cosii — eaiiiA-jr— , 

de  ' 

dE 
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Integrationes  antecedentibus  factae  sunt  respective  inde  a  limitibus  p  ^  A(l — e), 
f}  =  -,y^'i.  Quorum  limitum  in  differentianda  V  secundum  constantes  arbitrarias 
respectum  non  habuiixms.  Seilicet  quia  in  espressione  V  termini  sub  signo  in- 
tegrationis  pro  limitibus  illis  evanescunt,  unde  facile  patet,  terminos  e  limitum 
variatione  prodeuntes  evanescere  ideoque  negligi  posse. 

Do  methodo  proposita  in  varia  problemata  applicanda,  ae  praesürtim  in  probiemata 

isoperimetiica. 

68. 

Methodus   generalis  etiam  facillime  applicatur  problemati  celeberrimo  de 

puncto   versus  duo  puncta  iixa,    quorum  datae  sunt  massae,    secundum  legem 

Neutonianam  attracto.     In  cuius  solutione  occupatus  invenerat  Eulerus  praeter 

duo  a  principiis  conservationis  virium  vivarum  et  arearuni  suppeditata 

ntegrale  tertium,    quo   problema   ad    aequationem   differentialem   primi  ordinis 

nter  duas  variabiles  revocabatur.     At  summo  viri  egregii  acumine  et  intrepido 

animo    indigebat,    ut  per  varia  tentamina  aequationis  differentialis  complicatis- 

simae    reductio    ad    quadraturas    succederet.     Nostra  methodo    per  regulam  ge- 

neralem  absque  omni  calculo  instituendo  aequatio  differentialis  revocari  potuisset 

ad  quadraturas.      Determinatis    enim    e   tribus    illis    integralibus   x',    y\    z'   per 

x^   y,   z  et  tres   constantes  arbitrarias  a,   a^,   o^,   quas  principia  conservationis 

virium   vivarum  et  arearum  et  integrale  ab  Eulero  inventum  involvunt,    eriint 

aequationes  tres: 


m 
/{- 


■TS  *+ air''=)  =  '■• 


in  quibus  expressiones  sub  signis  integrationum  differentialia  exacta  sunt, 
problematis  propositi  aequationes  finitae.  Nee  non  etiam  huius  problematis 
sine  uilo  calculo  per  Propositiones  nöstras  generales  habentur  formulae  per- 
turbatoriae. 

Quoties  in  problemate  mechanico,  in  quo  principium  conservationis 
virium  vivarum  valet, .  positio  systematis  duabus  quantitatibus  a  se  inde- 
pendentibus  q^,  q^  determinatur  —  quod  ex.  gr.  evenit,  puncto  supra  datam 
superficiem  in   linea   hrevissima  moto  —   nova  Tnethodo  integrandi  aequationes 
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ditferentiales  partiales  primi  ordinis  non  egebat,  sed  sufficit  Lagrangiana,  quae 
de  tribus  variabilibus  pro  perfecta  haberi  potest,  Probleraata  eiusmodi  pendent 
ab  integratione  aequationis  differentialis  secundi  ordinis  inter  duas  variabiles. 
quae,  si  praeter  dictum  principium  alterum  innofescit  integrale 

f,(9v  ^s'i".'  P^)  =  «,' 
revocatnr  ad  ordinem  primum.  Sed  secundum  methodum  nostram  generalem 
vel  etiam  secundum  ipsam  methodum  Lagraiigianam  integrandi  aequationes 
differentiales  partiales  primi  ordinis  inter  tres  variabiles  kaec  aequatio  dif- 
ferentialis primi  ordinis  inter  duas  variabiles  semper  ad  quadraturas  revocari 
potest.  Sit  enim  f^a  aequatio  pro  viribus  vivis,  eruantur  ipsarum  p,,  p.^ 
valores  ex  aequationibus  f  ^  a,  fi^o,,,  determinabit  aequatio 

positionem  systematis,  sive  pro  puncto  singulo,  in  data  saperficie  moto,  eius 
orbitam,  atque  altera  aequatio 

posilit/iiis  tempus.  In  hunc  casum,  qui  tantum  integrationem  aequationis  dif- 
ferentialis partialis  primi  ordinis  inter  variabiles  tres  requirit,  in  qua  una 
variabilium,  functio  quaesita,  ipsa  non  obvenit,  exempia  praecedentibus  allegata 
redeunt,  Nam  introducendo  coordinatas  polares  per  integrale  a  principio  conser- 
vationis  arearum  petitum  unam  variabilem  simul  atque  differentiale  partiale  secun- 
dum eam  sumtum  ex  aequatione  difFerentiali  partiali  eliminare  licet,  unde  tres 
variabiles  independentes  ad  duas  revocantur  atque  aequatio  differentialis  partialis, 
a  euius  integratione  problema  pendet,  ad  aliam  iam  apud  HI.  Lagrange  tractatam. 

Notuni  est,  aequationes  differentiales  vulgares  lineares  secundi  ordinis 
inter  duas  variabiles  ita  comparatas  esse,  ut  post  alterum  integrale  inventum 
alterum  tantum  a  quadraturis  pendeat.  Problemata  mechanica  videmus  ducere 
ad  alias  aequationes  differentiales  vulgares  secundi  ordinis  inter  duas  variabiles 
ita  comparatas,  ut  post  alterum  integrale  inventum  alterum  a  solis  quadraturis 
pendeat,  et  qiiae  neutiquam  sunt  lineares. 

Cuiusmodi  ex.  gr.  est  aequatio  differentialis  notissima,  quae  lineam  bre- 
visslmam  in  data  superficie  concernit,  quippe  quam  describit  punctum  in  super- 
ficie  data  moveri  coactum  et  a  viribus  nullis  acceleratricibus  soUicitatum ;  unde 
habetur  Propositio: 


/{| 
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aequationis  differentialis  secundi  ordinis ,  a  qua  linea  brevissima  pendet, 
si  integrale  unum  inventum  est,  lineae  determinatio  ad  solas  quadraturas 
revocatur. 
Garns  Propositionis  exempla  suggeriint  lineae  brevissiraae  in  siiperficiebus 
rotundis,  conicis,  cylindricis ,.  in  quibus  integrale  unum  sponte  se  offert.  Ac 
generaiius,  quod  diximus,  valebit  de  aequationibus  difFerentialibus  secundi  or- 
dinis. a  quibus  pendent  problemata,  integralia  huinsmodi 

maxima  vel  minima  reddere.  Facile  autem  patet  e  aupra  traditio,  exhibendo 
problemata  mechanica  hie  tractata  sub  forma 

df(T+U)di  =  0, 
raetliodum  propositam  omnibus  problematibus  isoperimetricis  adhiberi  posse,    in 
quibus    expressio    sub    signo    integrationis    quemlibet    functionum   incognitamm 

numerum  earumque  dlfferentialia  prima  involvat.  Posito  enim  q,  =  -■—-,  si 
proponitur  aequatio 

ponatur 

■''  dq[       "  dq^ 

atque  eliminentur  ex  hac  expressione  ipsae  ql,  q^,  ■  •  .,  ql,  per  aequa.tiones 
ö(p  d<f  Stp 

Qua  facto  pendebit  problema,  quod  facile  e  regulis  notis  calculi  variationum 
comprobatur  atque  ex  ipsa  analysi  elucet,  quam  apud  111.  Hamilton  invenis, 
ab  integratione  completa  systematis  aequationum  differentialium  viilgarium  se- 
qaentiam: 

dq^  dll  dq,  dH  dq^   _  SR 

dt  öp,   '        dt  dp^  '     ■  ■  " '        dt  cp^^^  ' 

dp^  dH  dp^  dH  (/?>„,  __        dH 

dt  dq^   '        dt  dq.^  '      ■  ■  ■ '        ^^  g^^^^ 

Quam    integrationem    completam    demonstravi   obtineri   per  integratlonem    eom- 

pletam  aequationis  differentialis  partialis 
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in  fjua  ponendum  est 

__  _dV_  _  ^V_  __  dV 

c'g'j   '     ^        dqa  '     '  '    '      "'"        dq^^^ 
Haec  autem  integratio  per  methodum  novam  hie  propositam  absolvitur. 

Etiam  generaliorem  casum  probleniatum  isoperimetricorum,  quo  ex- 
pressio  sub  signo  integrationis  praeter  differentialia  prima  fanctionum  incogni- 
tarum  differentialia  altiora  ordinis  cuiuslibet  involvit,  contingit  ad  integrationem 
aequationis  differentialis  partialis  primi  ordinis  revocare.  Quae  aequationes 
differentiales  partiales  omnes  eo  commodo  gaudent,  qaod  functionem  quaesitam 
sive  variabilera  dependentem  ipsam  non  involvunt.  Sunt  tarnen  problemato 
isoperimetrica,  quae  ad  aequationes  differentiales  partiales  conducant,  ipsam 
etiam  variabilem  dependentem  involventes,  ea  dico,  in  quibus  expressio,  cuius 
variationem  evanescentem  reddi  oportet,  non  immediate  ut  integrale  proponitur, 
sed  et  ipsa  ab  integratione  aequationis  differentialis  primi  ordinis  pendet,  quae 
praeterea  functiones  incognitas  earumque  differentialia  involvit.  Quin  adeo, 
si  expressio,  cuius  variationem  evanescentem  reddere  proponitur,  per  aequa- 
tionem  differentialem  cuiuslibet  ordinis  datur,  quae  etiam  functiones  incognitas 
earumque  differentialia  involvat,  quaestionem  ad  integrationem  aequationis  dif- 
ferentialis partialis  primi  ordinis  revocare  contigit.  Unde  et  illis  quaestionlbus 
valde  generalibus  methodos  nostras  applicare  licet. 

Quaestiones  isoperimetricas,  quae  ad  aequationes  differentiales  partiales 
primi  ordinis  revocari  possunt,  antecedentibus  eas  esse  supposuimus,  in  quibus 
functiones  unms  variabilis  seu  curvae  indagantur  proprietati  maximi  minimive 
satisfacientes.  Quaenara  analoga  extent  circa  problemata  isopeiimetrica,  in 
quibus  functiones  duarum  variabilium  seu  superficies  quaeruntur,  integrale 
duplex  propositum  maxinuim  rnlnimumve  reddentes,  felicioribas  conatibus  re- 
linquo  investiganda. 

De  relationibus  simplicissimis,  quibus  differentialia  partialia  variabilium  secundum  elemeiita 

canoaica  sumta  differeDtialibus  elemeutoram  secuudum  vaiiabiles  sumtis  vel  uude  vel 

mutato  s^no  singula  singulis  aequiparantur. 

69. 

Systemata  elementorum,  quae  afficiunt  solutiones  probtematum  mechani- 

corum    secundum   methodum    a   me   propositam   inventas,    praeterea  quod   for- 

mulas    perturbatorias    simplicissimas    suppeditant,    aliis    adhuc   gravissimis   pro- 

prietatibus  gaudent.     Quas  sequentibus  exponara. 
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Sit  V  funetio  quantitatum 

2p     2a.      ■  •  -r     ?,„-     «,-     «i'     ■  ■  ■:     «,„>     i^i-     *s'     ■  ■  ■'      '^^' 

^^__  T 

■  ?,,  9s,  .-■,  q,., 
t,,  \,  ...,  t^ 

bi,  ij,  . . .,  b^  expi-essae  per  q^,  q.j,  . . .,  q,,,,  p^^,  p^, 

sunt  expressiones,  quas  in  sequentibus  subintelligam,  si  quantitates  q^,  q^,  ...,  q„,, 
p,,  p^,  .  . .,  p^  secundum  «,-,  6,-,  t^  vel  vice  versa  quantitates  a,,  %,  .  . .,  «„„ 
6i,  ij,  . . .,  b^  secundum  qi,  p^,  ?,  differentiantur.  Suppositionem,  quantitates 
q;,  Pi  per  o,-,  6;,  i;  ita  expressas  esse,  ut  (1),  (2)  identicae  evadant,  vocabo 
suppositionem  primam;  suppositionem,  quantitates  a,-,  6;  per  q^,  p^,  tf  ita  ex- 
,  ut  (1),  (2)  identicae  evadant,  ■  vocabo  suppositionem  secundam. 
Suppositione  prima  facta,  difFerentiemus  aequationes 


ac 

ponamus 

(1) 

dV 

a,, 

=  Pi> 

(2) 

dV 

=  s„ 

(3) 

av 

"St' 

=  ''l 

Ex 

.  aequationib 

US  (!)  et 

(Si)ri 

öl, 

«! <•„ 

,    6„ 

b„. 

..,  4 

=  P.. 

•  , 

dV 

as7 

=  »,„. 

ar 
"a* 

=  '',• 

.  ?. 

.  ft. 

.•■,?,„ 

expressae  per 

ac 

vice 

versa  « 

i,  öa,  ■■ 

,  .j  o„, 

■  ,  P., 

(„  (>, 

. . .,  /;„. 

Quae 

secundum 

Ri,  ?*,■,  ^„  prodit: 

av 

13^  - 

=  '1 

(4) 

av        a'r 

aq^       a'v 

Si,     ^ 

a'F 

H. 

aa,  '  aii.ö^j 

'  So.a,, 

Ba, 

(5) 

a'v 

'Sa,ßq; 

a?,       a'r 
ab.  ^  aa^aq. 

aj,  + 

ifV 

"367 

(6) 

a'v        a'r 
aaj_dL    '  aa^a^j 

aq^  ^    a'r 

%.   , 

a'r 

Ba^dq^^ 

=  0. 

dt     '    da^dq^ 

ai,  ' 

Suppositione  secunda  facta, 
secundum  5,,,  ^;.,  (;.,  prodil 

differentiemus 

er 

i  aequationes 
=  Pi. 

m 

aq^Bq-,         öq^ßa^ 

a«,   ^    a'r 

Ba^ 

B'r 

Bq,  Ba^ 

:^ 

^  0, 

%,  '  aq^aa. 

%,     ' 

(8) 

a'v 

aa,       a'v 

Ö«2 

a'v 

S",. 

8p, 

Bq^  aa^ 

ap..  '  aq^aa^ 

%,    ' 

Bqfia^^ 

,   *,, 

Sp,, 

(9) 

ö'v        a'r 

dq^dt.     '    S5,ai>, 

a«,       a'r 

8t^,         dq^da^ 

ao. 

a'r 

a«. 

=  0. 

dq^  da^ 

ai. 

V. 
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In  his  formulis  indicibus  i,  i\  k,  X  tribui  possnnt  Valores  1,  2,  , . . ,  m,  excepto  easu, 
quo  i,  i'  ipsam  t  afficiunt,  quo  casu  üs  valores  1,2,  ...,  fi  conveiiiunt.  Expressiones 

db.       dp.  .,,..,,.. 

^,    ,  -t: — sunt  aut  =0,  si  k,  X  ab  i,  i    diversi  sunt,  aiit  ^1,  si  k  =  i.  2.^^=%. 

Multiplicentnr  aeqiiationes  (4),   (5),   (6)  per 
Sa^  5ß,  3a,^ 

dq^,  '      dp^,   '       dt.,    ' 
ac   post   multiplieationes  factas  instituatur  suramatio  secundum  indicem  k,    hoc 
est,  ponatur  successive  1,  2,  . . .,  m  loco  ipsius  k,  et  expressiones,  quae  inde 
prodeunt,  addantur.     Quo  facto,  per  (7),  (8),  (9)  nanciscimur  e  (4): 


(10) 

(11) 
(12) 

(13) 
(H) 
(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

3'r 

So,       a'v    So,             a'v 

So 

d'r 
a'r 

d'V 

Sj,,  '  Sa,s<.,  a<i,  '     '  So. 3«, 
s^j       a'v   5$j             sV 

3«;          aq.ßq^,    3ßj                   dq^dq^, 

.So,       a'F    So,             s'r 

'  8q,. 

So,    ' 

aq,. 

So,       tfv    So,             3'r 

Sp,. 

aa,„ 

So, 

e  (5) 

d'V 

Sa, 
So, 

a«, 

KT 
1       cfr 

a'v 

a'v 

St,     '    3<.,S<.,    St,     '    '    '    aaja, 

aq,       a'v    Bq,             a'v 

So,  "•"  SjjSt,    So,    '        '    3}„St,, 

a'v   aq,       a'v    aq. 

3o,  ' 
3'F 

a?. 

e(6) 

aq,aq,,  ab,   '  aq,ßq,,  ab,   ' 

a'v    dq,       a'v    aq,, 
aq,at,,  8b,  '  aqßt,  ab,  ~^ 

So,    ^     ST    So,    ^       ^     sT 

S'F 
^  3<i.St, 
3o,, 

34,  ^ 
S4, 

3?,,     '     So,öt     aq,,     '          '     So„,5t 

35,  ^    s'F    3},  ^     ^     a'r 

3t  ^  Sj,S},,    St     '        '    S}„S},, 
So,          a'v     3o,                  S'F 

St   ' 
So,, 

3* 

da^at 

a'v 
a'v 

3y,,    '     So,S(,    ap,,    '        '     So_3i, 
3i>,          a'v     So,    _        ^      S'F 

Sp, 

3(,    ' 

S!,.    '    3o,3t     St,    '        '    So.St 

aq,       a'v    aq,,   ^      ^     s'f 

3(,   ^  35,3t.     31,     '        '    3s., Si,, 

3t, 

at. 
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Si  utrique  parti  aequationam  (10),  (12),  (16),  (18)  respective  additur 

Bq.ßt.  '       dt.dt.   ' 
(18)  sie  exhiberi  possunt: 
db.  dp., 

da^ 
dT,. 
da^ 

SPj, 
"Si/ 

Sl, 
34, 

8T, 

'  ei.  ■ 


(10") 

'H- 

(11«) 

34 

(12«) 

SS, 

(13*) 

3«, 

(W) 

3«, 

'ap7 

(15*) 

3o, 

"ST 

(16«) 

32-, 

(IT) 

3r, 

3«: 

(18') 

3r, 

Ut  aequationes  novem  praecedentes,  quae  sunt  gravia  et  elegantia  Theoremata, 
recte  intelligantur,  teneri  oportet,  expressiones  ad  laevam  omnes  referri  ad 
suppositionem  secundam,  qua  considerantur  2m  quantitates  a^  et  b/  ut  funetiones 
ipsariim  q^,  q^,  .  .  .,  q^,  p,,  p^,  . .  .,  p„„  ?i,  t^,  , ,  .,  t^  aequationibus  (1)  et 
(2)  identice  satisfacientes,  atque  illi  ipsarum  üi  et  h^  valores  in  expressionibus  T^ 
substitati  supponuntur,  antequam  secundum  (,-,  differeiitiantur;  contra  expressio- 
nes ad  dextram  omnes  ad  suppositionem  primam  pertinent,  qua  considerantur 
2m  quantitates  ^j  et  pi  ut  funetiones  ipsarum  «,,  a^,  . . .,  o„„  ^i,  h^,  .  . .,  h,,., 
Ki  hi  ■■-!  ^u  aequationibus  (1)  et  (2)  identice  satisfacientes,  atque  illi  ipsarum 
qi  et  ])■  valores  in  expressionibus  T^.  substituti  supponuntur,  antequam  secun- 
dum  ti  dift'erentiantur. 
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70. 

AecjLiationes  integrales ,  systematis  aequatiomim  difFerentlalium  vulgarium 
propositi  stib  duabus  maxime  formis  considerantur;  exprimuntui"  enim  aut  in- 
cognitae  omnes  per  unam  ex  earum  numero  (ex,  gr,  tempus  in  quaestionibus 
mechanicis)  atque  constantes  arbitrarias,  qua«  integratio  completa  secum  fert, 
aut  exprimuntur  constantes  arbitrariae  per  incognitas.  Qua  in  re  incognitas 
etiam  dicimiis  earum  differentialia,  quae  inferioris  ordinis  sunt  atque  summi,  ad 
quem  in  aequationibus  differentialibus  propositis  ascendunt.  Aequationes  poste- 
rions  formae  ita  comparatae  sunt,  ut  semel  differentiando  constantes  omnes 
arbitrariae  sponte  abeant,  ideoque  aequationibus  differentialibus,  quae  inde  pro- 
veniunt,  per  ipsas  aequationes  differentiales  propositas  sponte  satisfiat,  cuius- 
modi  aequationes  integrales  prae  ceteris  vocavi  integralia  aequationum  dif- 
ferentialium  propositarum.  Aequationes  integrales,  quae  motum  ellipticum  con- 
cemunt  puncti  seciindum  legem  Neutonianam  ad  punctum  fixum  attracti,  saepius 
sub  utraque  forma  propositae  sunt,  variosque  ad  usus  indagatae  simt  quotientes 
differentiales  partiales  provenientes,  si  in  altera  forma  incognitae  seeundum  sin- 
gulas  constantes  arbitrarias,  sive  in  altera  functiones  constantibus  arbitrarüs 
aequivalentes  seeundum  singulas  incognitas  differentiantur.  Qua  de  re  memoratu 
dignum  mibi  videtur,  quod  e  formulis  praecedentibus  patet,  proposito  systemate 
aequationum  differentialium  vulgarium,  quäle  in  problematis  mechanicis  inte- 
grandum  est: 

</(/,  dH  dq^  dH  dq^   ^        ÖS 

dt    ~~        6p^   '        dt  dp^  '     ■  ■  ■ '        4f,  Qp^^  ' 

dp,  dS         dp.^  dH  rfp„,  __        dH 

dt  dq^   '        dt  dq^  '     '  '  ' '        dt  dq^^  ' 

si  eligatur  constantium  arbkrariarwm  sine  elementormn.  systema  canonicum,  fort  ut 

quotientes  differentiales  incognitarum  seeundum  elementa  aut  elementorum  seeundum 

incognitas  singulae  singulis  aequales  evadant  mit  solo  signo  inter  se  differant. 

Sit  enim  in  formulis  praecedentibus  ^«^1,  sive  una  tantum  adsit  quan- 
titatum  t,,  ti,  ...,  t^,  quam  vocabo  t.     Ponendo  in  expressione 
öV   _  ^ 
dt    ~ 
loco  a,,  a^,    . .  .,  ß,„  earum  valores  per  q,,   q-,,  . .  .,  q„„   /),,  p^,  .  . .,  p.„,.  t  ex- 
pressos,  quales  obtinentur  ex  m  aequationibus 

dv  av  SV 

dq^  c*?a  ^?„. 


y  Google 


INTER  NÜMERUM  VARIABILIUH  QUEMCUNQUE  PEOPOSITAS  INTEGRANDI.  173 

abeat  T  in  —H,    ideo   ut  sit    ^H  expressio  Ipsius  T  in  suppositione  secunda, 
Unde  ei'it  V  integrale  aequationis  differentialis  partialis 
dV 

quod  integrale  continebit  m  constantes  arbitrarias  «,,  a.^,  ..,,  «,„.  Oonsidcremus 
in  aequationibus 

[  da^  "        ötSg  ^'       "  ■  ■  '        da^  ™' 

e  quibas  sequebantiTT  aequationes  §.  antec.  (10*)  —  (18*)'  ip^^^  '^u  '^äj  ■  ■  ■,  ««, 
ii,  ^2,  . .  .,  b„,  ut  constantes,  unde  ex  aequationibus  illis  fiunt  q^,  q^,  . . .,  q^, 
Pi,  Pi,  ■  ■  -1  i^-n  soHus  ^  fiinctiones.  Ac  scribendo  —H  loco  T^  in  parte  laeva 
aequationum  (16*),  (17*)  §■  antec.,  obtinemus  2m  aequationes  differentiales, 
quibus  aequationes  (2)  satisfaciunt : 

dH  _  t?p.,  8H  dq., 
^^^  ^  "^27  ""  ~^ '  "^  ^  ~^  ' 
quibus  in  tbrmulis  indici  i'  valores  1,  2,  .  .  .,  m  tribuendi  sunt.  Aequationes 
vero  (iO*)  —  (15*)  suppeditant  Theorema  propositum,  videbcet:  difFerentlalia 
partialia  variabilium  secundum  elementa  differentialibus  partialibus  elementomm 
secuiidum  variabiles  singula  singulis  aequivalere.  Casu,  quo  functio  H  ipsam 
t  non  implieat,  qui  est  frequentissimus  in  problematis  mecbanicis,  ita  agere  licet, 
Statuamus,  in  §.  antec.  functionem  V  quantitates  t^,  4,  .  .  .,  t^  omnino  non 
implicare;  porro  loco  a„,  scribamus  h,  loco  h^  vero  t-\-T.  Unde  aequationes 
(1),  (2)  §.  antec.  fiunt: 

(4) 

(5) 
Eliminatis  e  (4)  quantitatibus -«i,  a^,  .  .  .,  öm_i,  prodeat 

designante  H  functionem  ipsarum  q^,  q^,  .  .  .,  g,„,  p^,  p.^,  .  .  .,  p,,,,  quae  ipsam 
h  non  implieat.  Unde  vice  versa  considerari  potest  V  ut  solutio  corapleta 
aequationis  differentialis  partialis: 

in    qua    Uj,    a.^,    .  .  .,    a,„_-,   sunt    constantes  arbitrariae  (constantem  arbitrariam, 


sr 

ar 

da            ^ 

.,  4^^*,.. 

ar 

dl. 
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quae  functioni  V  sola  additione  iungi  potest,  nt  plerumque,  non  respicimus) 
atque  h  constans  data,  quae  ipsam  iam  aequationem  düFerentialem  afficit.  Con- 
sideremus  pon'o  in  aequationibus  (4),  (5)  ipsas  a,,  a^,  .  .  .,  (f„,_,,  h,  b^, 
^a,  -  ■  ■)  K,i  f  iit  constantes,  erunt  per  aeqnationes  illas  ipsae  5,,  q^,  ■ .  •,  5,,,, 
fii  Pij  ■■■!  Pm  (iatae  functiones  quantitatis  t.  Ponamus  in  aequationibus  (13*), 
(14*)  §.  antec.  i=m,  atque,  sicuti  convenimus,  loco  a„,  6„.  scribamus  k  atque 
t-j-r,  in  parte  laeva  aequationum  illarum  exprimenduin  erit  a,„  sive  h  per 
ipsas  q^,  q^,  .  .  .,  q^,  Pi,  p^,  .  .  .,  p^  ope  aequationum  (4),  (5),  sive  loco  a^ 
ponendum    est  H.     Quo  facto,    si   insuper  animadvertimus,    loco  expresslonum 

'dT'  'db^  ^'^^  ect+t) '   e((H-r) 

pendens  spectetnr, 


scribendum 


ut   variabilis    inde- 


ä«,. 


dq., 


abeunt  aequatioiies  (13*),  (14*)  in  systema  aequationum  differeritialium  vul- 
garium,   quae  aequationibus  (4),  (.5)  satisfaciunt : 

dH  dp..  dB         dq^ 

dq.,  dt    ^      dp^,  dt 

Ac  vice  versa  aequationibus  (4),  (5)  hae  aequationes  differentlales  complete 
iutegrantur.  Poito  aequationes  §.  antec.  (10*),  (11*),  (13*),  (14*)  snppeditant 
foi'mulas ; 

8b.  dp..  db.  dq.. 

da.  dp..  da.  dq., 

dq_,  ~~        db.   '      dp.,  db.   ' 

in  quibus  indici  i  vaiores  1,2,..  .,  m— 1,  indici  i'  valores  I,  2,  .  .  .,  7n  tii- 
buendi  sunt;  atque  fit: 

ör  dp.,         df  '  dq^. 

dq.,  dk    '      dp^.  dk    ' 

i'iu'sus  valores  1,    2,    ,  .  .,   m  tribuendi  sunt*). 


in  quibus  aequationibus  indici 


■)  Formulae  eiusmodi,  cun 
1  commontatiiiueula  „Neues  Theorer 
iiia  [Vol.  IV.  huj.  edit.  p,  137]. 


Academia   Bevolinenai   scienfiaii 

der  analytischen  Mechanik",  Diarii  C: 


Vol.  XXS  p.  117  i: 
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Formiilae  anteeedentes  applicantur  in  motum  liberum  n  punctomm  materiaiium,  quo 
aequatio  consei'vationia  viiiiim  vivarum  locum  habet. 
71. 
Operae   pretium  mihi  videtur,   nonnulla  eonim,   quae  antecedentibus  m- 
venimus,    pro  casu  systematis  Hberi  per  vires  internas  sollieitati  seorsim  Theo- 
remate   exponere.     Quo    casu  loco   quantitatum   qi  ponamus  coordinatas  ortho- 
gonales, nude  loco  ipsaram  p,  ponendae  erant  expressiones  m,a:/,  m,?/',  m^z'. 
Theorema. 
Consideremus   motum,  systematis   liheri  n  punctorum  materialmm;    sint 
^i>   2/i>   ^i  coordinatae  orthogonales  puncti,   cuius  massa  m-,,    ac  soüicitenttir 
siTigula  puncta  m.^  secundum  directtones  axium  coordinatarum  viribus  jtIjXj, 
TUiTi,  m^Zi  talibiis,  ut  evadat  sitmina 

Sm^X.dx.+  Y^dy.+Z.dz.), 
extensa  ad  puncta  omnia  systematis,  differentiale  completum 

du  =  2m.(X.da;.-hY.d},^+Z^d^f), 
qui  habetur  castis,    quoties  systema  punctorum  materiaiium  tantura  viribus 
intemis    attractionis    aut   repulsionis    sollicitatur.      Ad    inveniendum  motum 
systematis  integretUT  aequatio  differentialis  partialis: 

in  qua  h  est  constans;  inventaque  solutione  completa  V,  quae  praeter  con~ 
sfantem,  quae  sola  addifione  ei  iungi  potest,  constantes  arhitrarias  a^, 
<h>  ■  ■  ■)  «ä»-i  ifnplicet,  erunt  aequationes  finitae,  quihiis  inotus  punctorum. 
materiaiium,  deßniuntur: 


e--^ 


aa^        ' 

3''     ,. 

■ '      3a,, 

t-1          ^''"'' 

ar     , 

desigmintihm 

J„     J,,     . 

.  -y  6g^_i,  T  novas 

constantes  arhitrarias; 

porro  erä: 

ar 

dl, 

ar         <b,. 

av         dn^ 

"ai^" 

"•'  T(    "  ' 

-^"''^T' 

'äxT  ^  ™''  'W 

' 

ar 

„       *^ 

ar         du, 
T¥7  =  '""Tr' 

ar         dtj^ 

ar 

i, 

ar         du. 

er         tfe. 

aV'  ~" 

'"'  TT ' 

llz,   =•".-*-■ 

^"""»TT 
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Per  aequationes  propositas,  stakäo 

dx.  dy.  dz. 


dt 


S,  = 


dt 


h,  4„  4, 


ut  functimies  6n 
T,  vel  vice  versa 
.  ...,  6,._,,  t+T, 


considerari  possunt  6w  quantilates  x^, 
qiuiTültatum  «i,  ög,  .  .  .,  %„_!,  h,  b^, 
spectari  possunt  Qn  quandtaies  a^,  a^,  . 
ut  fimctiones  Gn  quanütatam  x^,  y^,  0(,  x\,  yl,  zl. 

Si  steh  utraque  suppositiorw  functionum  iüarum  quotientes  dij^erentiates 
partmlss  sumuntur,  qfwtientes  diferentiales  partiales  sub  altera  supposi- 
tione  sumtae  quotwntibus  diff&rentialihas  partialibtie  sub  altera  suppositione 
sumtis  sinffulae  singulis  aequales  ßunt  aut  tantum,  sigrm  differunt;  fit  enim, 
designante  i  urmm  quemcunque  e  numerü  1,  2,  ,..,  n,  aiquc  k  unum  quem- 
eanque  e  numeris  1,  2,  3,  ,  ,  .,  Zn — 1: 


''~Sh 
'•  dh 
'i~dt 


36, 


ÖS, 

3(1+0 


V, 

3('+0 
32.' 


Sx. 

aa. 

ab. 

8ü'. 

% 

aa, 

ah. 

3sl 

az, 

aa, 

Bb, 

az' 

3»; 

3«, 

36, 

3<j, 

ab,  ~ 

aa. 

8«; 

Ba, 

36, 

Bz, 

3< 

B(v+f) 

36    ^ 

3«, 

äs', 

dh 

3(t+<) 
3s, 

Bsl 

3(.+<) 

dh 

'    3z, 

Statuamus,  propositos  motus  perturbari,  viribus  m^Xi,  w,/;,  niiZi  punctum 
W;  sollicitantibus  accedentibus  novis  viribus  m^XJ,  ttijTl,  m^Zl,  designaniibus 
X\,  Ti,  Z'i  functiones  omnium  3n  coordinatarum  Xi,  yt,  Zi  atqv£  tempons  t. 
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INTEK  KÜMEHülI  VARIABlLILiM  QüEMCüNQUE  PROPOSITAS  INTEGRASUI. 

ac  Sit,  si  solae  coordinatae  variantur  neque  simul  tempus,  summa 

2m.\X'.öic.-^Y'.Sy.-^Z'.Sz.\, 
extensa  ad  pnncta  omnia  systematis,  variatio  comphta 

qtiibus  statutis,  aequaüones  problematis  irivpei'turbati 


—  =  6, 

av     , 

aV 

av 

".<. 

av 

157  =  '".'. 

av 

«>»;. 

■■■•  -si:=' 

".j;. 

1^  =  ■»,<, 

av 

av 
■  ■  ■'     az,      ' 

e/Mm  motus  suppeditahunt  pierturbatos,  si  loco  elemeniorum  a,,  a^,  ...,  tf3„„, , 
A,  i],  6s,  .  . .,  &3„_,,  T  ^zsmimfMr  fimctiones  temporis  satisfadentes  aequa- 
tionibus  differentialibtis: 


3ä 

rf«^          an 

'K.-1 

Sfi 

^' 

TT"^^ 

Ä 

-        ÖS,._ 

aa 

dS,               Sß 

'*..-., 

Sfi 

sJ7' 

^"(7i"  "^       ört7 

d( 

s«^,_ 

(is          aß 

"rf(                  St " ' 

Sß 

'ST' 

quibiis    in    aequationibus    suppomtur,  fwicHonem  il    ope    aequalionum  pro 
•motu  iinperturbato  immitaimm 

öä!j  ^'      ö«g  ^'     ■  ■  ■'       ö«.,^_j  ^""""        8h 

per  sola  elemeiita  et  temptiS  expressam  esse. 

Aequatio  differentialis  partialis  in  Theoremate  antccedente  proposita  in- 
venitur  ex  aequatione 


//=  T-n=h, 

qLimn  sit  T  semissis 

summac  viriura  vivarmn 

T  =  i2m,{d.i+s-,j\  + 

aeqnatioiies  vero 

ar             av 
aq]  ^ft^  s«: 
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in  aequjitione  H  —  h  substituendae,  quo  aequatio  differentialis  partialis  evadat, 
hie  sunt 

,__   dV  ,„   öK  ,  __   ßV 

Unde  aequatio 

abit  in  aeqiiationem 

quae    est  aequatio   differentialis  partialis  in  Theoremate   antecedente  proposita. 

Formulae  perturbatoriae  Theorematis  e  §.  52  petitae  sunt,  scriptis  h  et  r  loco  a 

et    b.     Eaedem    expressiones    differentialium    elementorum    habentur    etiam   pro 

generalioribus  aequatiooibus  differentialibus,  in  quibus  Si  praeter  ipsas  x^,  i/j,  z^ 

etiam  quantitates  x\,  y\,  z\  involvere  potest: 

dx.  ^         1      dü  dy.  ^         1      da  eh.  ^         1      dSi 

dt  '       m.    dx'.  '        dt  '       m.    dy'.  '        dt         ''       m.    dz'^  ' 

dwl  d(U—Si)  dy'.  6(U—ii)  dz'.  __    d(U—S) 

'  dt  6ai.         '         '  dt  dy.         '        '  dt  dz.         ' 

quae,  quoties  £i  ipsas  non  implicat  x],  y\,  z\,  in  aequationes  differentiales  per- 

turbatas,  quae  vulgo  habentur,  redeunt: 

rfV,  d{U—ii)  d'-y.  d(Ü—Si)  d^s.  d{U—ii) 

dt  dx.  '    dt  dy.  '    dt  dz. 

Si  Theorema  antecedens  ad  motum  ellipticum  planetai-um  applicare  placet,  po- 

namus,  uti  in  formuHs  §,  67  factum  est, 

designantibus  A,  p,  i,  — t,  ß,  vi  semiaxem  maiorem,  parametrum,  inclinatio- 
nem,  tempus  perihelü,  longitudinem  nodi  ascendentis,  distantiam  perihelii  a 
nodo  ascendente,  atque  «^  vim  attractivam  pro  unitate  distantiae.  Si  x,  y,  z, 
x',  y',  z'  per  A,  p,  Vpcosi,  t,  ß,  (B,  t  vel  vice  versa  A,  p,  i,  r,  SJ,  w  per 
X,  y,  z,  x',  y',  z'  exprimimus  et  expressiones  illas  sub  utraque  suppositione 
differentiamus,  prodeunt  e  Theoremate  antecedente  formulae; 
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df,, 


da:' 
5 .  Ypcüsi 


dm 
3.V 


"  a«' 
3Vp 

8x' 
dz 


a.y^eos« 

a.t' 
asj 

a.r' 

am     ° 
,!    a^' 


a.y^  cos 


dx 


ai/                 an 

a^ycoä 

an 

a.ypoosi       '■     aj'     ' 

a.' 

3;,                     a.yj,»osi 

dz 

^  a.y^^M 

aß           ■■      e,/     ' 

da 

Sa' 

"äVy  ^~^'      ay  "' 

dz 

sy? 

"      ä/ 

aj            ,     ayp 

a« 

^    afy 

am                 aj'     ■ 

ans 

Öa' 

i     a»            ,     at 

--•       3z 

,        3r 

da 

■       8y     ' 

an 

*d,y 

an 

aa' 

Sil' 

3»         ' 

ayp 

Sa' 

a)/p 

aa' 

ara 

aj,     ■ 

am 

Ss' 

.     3i 

jä     aa' 

ö^ 


dA  6x       '  "  Ö^ 

Quibus  in  formulis  designat  i  mclinationem  plani  orbitae  ad  unum  planorum 
coordinatarum  orthogonalium  x,  y,  z,  atque  ß  angulum,  quem  intereectio 
utriusque  plani  cum  altera  axi  coordinatarum  facit,  quae  in  piano  illo  coordi- 
natarum ducta  est.  E  formulis  notis  motus  elliptici  verificationem  formulanim 
praecedentium  facile  obtinere  licet,  Quae  facile  etiam  in  alias  varias  formas 
transfunduntur. 

De  expressionibus  (y,    i//)   et   [y,   tp],    quae  in  modum  coefficieiitium  in  111.  Lagvange  et 

Poissou  formulis  pertiirbatoriis  obveßientium  conflatae  sant.     Tnnotescente  integrali  quoUbet 

M.=^a.  aequationum  dynamicanim ,  differentialia  omnia  functionis  cuiuslibet  secundum  ele- 

mentum  b.,  quod  ipsi  a.  in  systemate  quolibet  elementorum  canonico  fiat  coniugatum, 


aasigni 


72. 


s  r 

irsvis 

[•f. 

>/']  = 

dip 
dp, 

dip 
dp. 

+  ■ 

.+-^ 
^3,. 

dip 

- 

'~sK 

a^ 

8if 

df 

iäs7 

- 

dip 

02™ 
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poiTO.  nncis  rotundis  adhibitis, 

dq^    6p^         dq^    dp^  Bq^^   dp^^ 

d<f    dip         dtp    dtp  dtp    dtp  ' 

facile  probatm'  e  formulis  §.  69  traditis,  haberi 

(1)  [a,  «J  =  0,     [a„\]^0,  [6,,  y=0, 

(2)  («.,  «,)  =  0,     (a^,  b^)  =  0,  (b,,  ÄJ  =  0, 
exceptis  aequationibus: 

(3)     l-„  *,]  =  -1.  W     («,.  *  )  =  I- 

Formulae  (1)  ad  stippositionem  secundam  pertinent,  qua  consideravimus 
ipsas  «;,  h-  ut  functiones  ipsarum  g,.,  p^,  t;-,  formulae  (2)  ad  suppositionem 
primam,  qua  eonsiderantur  q^,  p^  ut  fuiietiones  ipsarum  a,,  b^,  t^.  Quae  for- 
mulae e  (10*)  seqq.  §.  69  sie  demonstrantur:  * 

Habetur,  extensa  summatione  ad  ipsius  i'  valores  1,  2,  .  .  .,  m: 
da,^  I"  da^    dq.,        da^    dp.,  i 

da.        '^'"  I.  dq^.    da.         dp^,    da^  J  ' 
ödj  f  da^     dq.,         da^     dp.,  1 

db^  (  db^    dq.,         db^^    dp., ) 

da.  "''  l  ö§.,     äa^  dp^,     da.  i  ' 

db,  r  db,    da.,         dh.    dp.,  i 
db.^             '-Xdq..     db.   ^  dp..     66,  J' 

exceptio  casibiis,  quibus  in  aequatione  prima  et  quarta  fit  k  =  i,  quibus  casibus 
habetur : 

f  da^    dq..         da^    dp.,  ] 
da.         dp.,    da^  i ' 

r  db^    dq^,         dh.    dp.,  \ 

^  ""  ^''le?.,  db^  ~^~dp^~dbr}' 

Substituamns  in  fonmüis  praecedentibus  aeqnatioiies  (10*).   (H*),   (1^*)'  C^^*) 
§.69 

dp.,  db.  dq.,  db.  dp^.  da.  dq.,  6a. 

da.  dq.,  '       da.  dp.,  '       db.  dq..  '       db.  dp..  ' 

abeunt  illae  in  sequentes: 
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-[»„  J,]  =  0,      [ii„  oj  =  0,      [4„  6J  =  0, 
1  =  -[«„»,]  =  [*„<',], 
quae  conveniunt  cum  aequationibns  demonstrandis  (1),  (3). 

PoiTO  in  iisdem  formulis  easdem  substituamiis  aequationes  (10*) — -(14*) 
§.  69,  in  quibus  tarnen  loco  indicis  i  scribamus  k,  unde  evadant: 

^*i         ^i*-         ^^k  ^2i'         ^''t  ^Pi-        ^"i         ^^i' 

Qiiibus  snbstitiitis,  aequationes  supra  traditae  in  sequentes  abeunt: 
0  =  («_,  h^^,     0  ^  (6.,  ö^,),     0  =  («j,  «.),     0  =  («^„  ö.), 
1  ^  («,,  6^), 
qnae  snnt  aequationes  demonstrandae  (2),  (4). 

Sint  (p,  ■^>  datae  qaaecunque  functiones  ipsarum  «,,  a^,  .  .  .,  «„,,  ö,, 
^s/---)  ^m)  quae  quantitates /i,  4,  .  .  .,  t^  non  contineant.  Substitntis  ipsarum 
«;,  i;  valoribus  per  g,,  p^,  t^  expressis,  evadant  9?,  ip  hanim  quantitatum 
fiTnetiones,  eritque 


/  d<p      da.          d<p      db.  \       r  dip     da^          dtp     db^  \ 
~^A~d^~dp^~^~db7^^)^A~d^~dq^~^~db;^~d^) 

Quae 

exprcssio  sie  repraesentari  potest: 

UlKk 

e  (1),  (3)  habetur: 

(5) 


dtp     dip 


8ip    d\p 

~db^'d^' 

d(fi    dip 
da,     db 


d<f  dip  dff  dip 

dq>  dtp  dg>  dip 

^Pi  ^?3  ^Pm  ^1m 

dtfi  8\p  i_  ^f  ^^ 

db^  da^  db^^_  da^ 

d<f  dip  d<p  dip 

da,,  db,,  da  db 
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Quoties  igitLU'  accldit,  ut  <p,  ip  siiit  eiusmodi  ipsarum  q,,  pi,  t,  functiones,  quae 
per  solas  n,,  b-,  absque  quantitatibus  t,  exprimi  queant,  erit  etiaiii 

[y,  ^1  =  ^^+^l!!L+...+lSLpL 

d<p    dip  dif    8ip  d(p    dtjj 

eiiismodi  fuiictio,  quippe  quae  aequalis  fit  expressioiil 

d(p    dip         dif    dip  dij!     dl/.' 

d^    dip         dqi    dip  drf    dip 

~~d^~db^       '6^'Sb^  ~d^~6b^' 

quae,  s\  ^  et  ip  sint  solarum  a,.,  b^  functiones  ab  ipsis  t^  vacuae,  et  ipsa  erit 
solarum  a^,  b^  functio  ab  ipsis  ti  libera.  Si  quantitatum  t,  una  tantum  in  pro- 
blemate  proposito  adest,  qimni  i  vocemus,  redit  Propositio  antecedens  in  eam, 
quam  olim  111.  Poisson  demonsti-avit,  quoties  yi  =  Const.,  ^  ^  Const.  sint  in- 
tegralia  systematis  aequationum  diflferentialium 

dq.         dH         dp.  dB  ^ 

dt    ^   dp.  '     "W  "^  ~  "%7'  ■^' 
quantitatem  [^p,  ip]  per  sola  elementa  absque  t  exprimi. 

Casus  specialis  aequationis  (5)  valde  memorabilis  is  est,  quo  functio 
ip  uni  quantitatum  «,.,  6,  aequalis  existit;  tum  enim  abit  aequatio  illa  in  has 
simplices: 


(6) 


[•t,  «,]  = 


Docent  hae   aequationes  sequentia:    Quoties   enim  habetur  aequatimmm  differen- 
tialium  propositarum  integrale 

ff  =  Const., 
<p   per    ipsas    a„    bf    absque   t   exprimi  potest,    quam   vero   expressionem-   ipsam 

)  Aequatiouea  diffeientiales  III  Puisson  sub  alia  forma  exhibuit;  licet  enim  iam  ille  aniiüad- 
verteiit  111  cfimiueiitationB  piima  de  VaiiatioiiB  Constaatium,  expressiones  ipsjis  — r^,  — r—  aequales  per  5, 
p^   exhibiias   ita   compaialas   esae,   ut  puoris  differeniiale  secuödum  p^.  alterius  dlfforentiali  secundum  y 

dqi     es 

aequale  sit,   expressinnem   eimphi-em   ipsms  — -— ^ -^ — ,    uade   illud   sponte  aequitar,    pvirnus  ill.  Ila. 
mütoii  dedit. 
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dh. 

=  r», ' 

■',], 

-^      ^^     etc 

loCQ 

<f,  pro 

<lit: 

db'      L  es,  ' 

.,], 

■  La*; 
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(jeneraliter  exhibere  non  possumus,  nisi  omnlum  a^,  b^  expressiones  per  q^,  ^j,,  t 
datae  sint.  At  si  vel  unius  novifims  elementi,  quod  ad  systema,  elementorum  ca- 
nonicum pertinef,  expressionem  per  q^,  p,,  i,  directe  invenire  licet  differentialia 
■ips-ius  <p  secimdum  elementum  coniugaium  siimta  et  ipsa  per  ^j,  p^,  t  expressa, 
siquidem  bina  Ui  et  6,-  elementa  coniugata  dicimus.  Kam  si  elementum  canoni- 
cum datiini  est  a-,.  habetur  e  (6); 


imde,  ponendo 


unde  successive    omnium   — -^   innotescunt   valores   per  g,,   p^,    t  expressi.     Si 

tantum  unum  habetur  integrale  y  =  ß,-,  poterit  constans  ipsi  tp  aequahs  pro 
elemento  canonico  accipi;  excipias  tamen  casum,  quo  ip  =  H,  quod  fieri  potest, 
si  H  ipsam  t  non  involvit,  quippe  quo  casu,  qnoties  ^  =  Oonst.  est  integrale 
alterum,  habetur  [q),  aj  =  0,  neque  aliquid  novi  inde  prodit. 

Ad  ilkistrandas  aequationes  (6),  quae  magnas  partes  agere  debent  in 
ulterioribus  et  aitioribus  disquisitionibus,  quas  integrationes  propositae  flagitant, 
ut  omuia,  quae  hie  adhuc  latent,  enucleentur,  directe  eas  de  aequationibus  §.  69 
propositis  deducam.  Quod  fit  per  eonsiderationes  sequentes.  Sit  enim  a,  data 
lunctio  ipsarum  q^,  q^,  . . .,  q„„  p^,  P'^,  ...,p„„  t,  ac  consideremus  ipsam  t, 
siquidem  (  in  functione  a-i  invenitur,  ut  constantem  datam  atque  omnes  a,, 
£(3,  .  .  .,  ««,  61,  6s)  ■  ■  ■!  ^m  praeter  unam  b^  ut  constantes  arbitrarias,  erunt 
?n  $2)  ■  ■  ■)  9m)  J^n  P^i  -  ■ -j  P/n  functiones  ipsius  ä,,  quae  satisfaciunt  aequa- 
tionibus differentialibus  (13*),  (14*)  §.  69: 

<^i  ö«^  dq^  da^  dq^^  da. 

db.    ~~        dpi   '       db.  dp..,  '      ■  ■  ■ '       (^^^  Qp^^^  ' 

f/pj  da.  dp^  da.  dp^  da. 

db.    ~~'        dq^   '       db.  dq^  '     '  '  ' '       db.  dq^^  ' 

quae  plane  eandem  formam  habent  atque  aequationes  differentiales  propositae, 
modo  functio  a,-  functionis  H  atque  variabilis  6;  variabilis  (  locum  tenet.  Per 
regulas  autem  vulgares  difFerentiationis  ex  aequationibus  praecedentibus  cuius- 
libet  functionis  ipsarum   q,,,   p^.   dift'erentialia   prima,    secunda,    tertia  etc.    suc- 
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cessive    eruuntur ,    contluuo    difi'erentiaHum      -y/'  ,    -'-w--    valores    substituendo : 
'  ab.    '      do^ 

quemadmodum  tritum  est,  ex  systeinate  aeqiiationum  difFerentialiimi 

dq..  _  dB         dp..  dB 

dt  dp.,  '       di  Bq., 

cininslibet  f'mictioiiis  differeiitialia  cuiuslibet  ordinis  per  ipsas  5,.,  p,.,   t  expresj^a 

invenii'i  posse.     Si  ex.  gr.  functionis  (p  difFerentiale  priuinm  secundum  /;,  quaeris, 

eriiis : 

d(f            d<f  dq^  dif  dq.^  d(p  dq^^^ 

fth.            ö§j  db^  dq^  db^  8q^^^  db^ 

d<p  dp^  d<f  dp^  dtp  dp^^^ 

~^~dp^~db.  ^~d^.^'~^.     '         '"ä^lför" 

öip  Ba^  Bgi  8a.  dgi  da. 

dq^  öpj  Sq,^  Bp^  dq^^^  dp^^^ 

dif  da.  d(p  da.  dtp  da. 

^Pl      ^Ql  ^P-2      ^9i  ^Pii,     ^1,„ 

=   [f;   ',], 

quac  est  altera  aequatiomim  (6);  eadeinque  niethodo  denionsti'atur  altera. 

Observo  adhue,  in  formulis  §.  69  et  atitecedentibus,  quae  ex  iis  dei'ivatae 
sunt,  ubique  «,  b  atque  q,  p  inter  se  permutari  posse. 

Ipsis  di,  Äj  per  alias  quantitates  «,  ß,  y,  etc.  expressis,  quaeramiis  adhac 
Valoren!  expressionis: 

dq^    dp^         dq.j    dp.^  dq^^^   dp^^^ 

(k,  f)  =  -Q^-   Sa~'^~dß~~d^~^        ^"dß      ä^" 


Fit 


dq^    dpj 
'^dr~dß  ä^'Bß  d^~df" 

u-f         dq.,    db.  \  /  dp.,    da^,         dp.,    dh^ ' 


^)(- 


df    ^  S6,     Bf  )\  30,    da  3i,    So  . 

8a,         dq,,    dl>,  \  /  dp,,    da,         dp,,    dh,  ' 


.        IV  da,    da    ^  3J,     da  l\  da,     dß    ^  db,     dß  )\  ' 
indicibus  {',  i,  k  tributis  valoribLis  1,  2,  .  .  .,  m.    Evolutls  productis,  ex  aeqiia- 
tione  praecedente  eiiiimus 


f  So.  da,  da.  db,  db.  da,  db.   34,1 

indicibus  i  et  k  sub   signo  summätorio  tributis  valoribus   1 ,    2 ,    ....    m.     Sed 
e   fbrmulis   (2)  evanescunt  sub  signo  siunmatorio  termini  omiies,    pro  quibus  k 
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et  i  intei-  se  diversi  sunt:  unde,  quiim  e  (4)  sit 

(«„  *,)  =  1, 

iitque  sponte  pateat,  fieri 
sequitur 


r  da.     db.         da^     6b.  | 

sive 

CO 

(«, «  =  isf-3r+-aß-är-^--^w~s^ 

öffi  6p^  Bq,  Bp^  Bq^  Bp^^ 
air~äß  Bi"3ß  W^af 
3o,    34,        Ba,    Bb,               3«,,  36,. 

^  ~3ß~  Bß  ~^~atf.  Bß  '  ^~5ß  'df 
3a,    34,         3«^    34^                Sa.  34., 

^"3^     3S         3^     ai                Bß     W 

Statuamus,  ipsam  ß  ex  elementis  canonicis  esse  sive  haberi  ß  —  ai  aut  /?=Äi, 

atque  reliquoriim  elementorum  expressiones  hoc  elementum  non  continei-e.     Quo 
casu  formula  antecedens  abit  in  sequentes  simplices: 

ab, 

Quibus  adnotatis,  pauca  de  formulis  generaiibus  perturbatoriis  addam,  quae  de 
systemate  elementonim  quocunqiic  valent. 

Fonnularum  poiiurbatoriarum  systemata,  quae  Ili.  Lagrauge  et  Poisson  posuovuiit, 

demonstrantm-  et  alterum  es  altero  derivaiitur. 

73. 

Loco    ipsarum    a,,    a^,   ...,    «,„,    h^,    b^,  ...,    b,„  liabeatur  systema    ele- 

mentomra    qaodcunque   «i,    ß^,    . . .,    ßg,,,.      Quoi'um  respectu  formulas  pertur- 

batorias    sub    duabus  maxime  formis  proponere  convenit.     In  altera,    quae  III. 

Lagrange    est,     dififerentialia    partialia    functionis    perturbatrieis    Sl    secundum 

elementa  sumta  lineariter  exprimuntui'  per  dififerentialia  elementorum;  in  altera, 

quae  lil.  Poisson  est,    differentialia  elementorum  perturbatorum  lineariter  ex- 

primuntur    per    differentialia    partialia    functionis    perturbatrieis    Sl    secundum 

elementa    sumta.      In    altera    forma    expressionum    iinearium    eoefficientes    sunt 
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iunctiones  («,-,  «j),  in  altera  functiones  [ß;,  «,,]■  Plerumque  adnotari  solet, 
alteram  formam  ex  altera  per  solam  resolutionem  aequationum  2  m  linearium 
obtineri  posse.  Sed  nemo,  quantum  scio,  hanc  resolutionem  reapse  tentavit 
eaque  via  directa  alteram  formam  de  altera  derivavit.  Quod  quum  utile  sit 
et  difficultatis  speciem  quandam  habeat,  ego  seqaentibus  exponam;  antea  autem 
formulas  perturbatorias  generales  de  formulis  supra  traditis  deducam,  licet  eaedem 
directe  ex  ipsis  aequationibus  differentialibus  peti  possint,  sicuti  plerumque  fit. 
Spectentui'  primum  elementa  canonica  a^,  a^,  .  . .,  a„,  6,,  b^,  . . .,  6,„  ut 
fimetiones  aliorum  elementoram  quorumcunque  «i,  a^,  .  .  .,  a^,-  erit  e  §.  52: 

da  I  da  da.      an   3h.  i 

<  db.     da.         da.     8b.  i 
"~     '   \  dt     8a^  dt     6a^  ) 

f  db^     da^         da^    dh^  i    da^ 
""*''"  l  öa^    Ba^         3<fj    da^  J    dt    ' 
quibüs   in   summis    ipsi   i  valores    1,    2,  .  . .,  m,   ipsi  k  valores   1,  2,  .  . .,  2m 
tribuendi  sunt.     Unde  e  (7)  §.  antee.  fit 


(1) 

■  aa 

da. 

-^ 

+  ■■■+("..  ' 

da. 

Spectentur  ddnde  «i, 

«2,       ■    ■   ■, 

Ui„,  ut  functiones 

ipsarum  ü 

1)      «Sl      ■ 

■  •,   ' 

Jg,  .  .  .,  i,„;  habetur  e 

§.52: 

(in. 

-  =  -{ 

a«. 

da, 

da 

db,  1 

=  ^  !' 

*, 

SJ2 

an 

"a^J 

-'4- 

sä 

Sa. 

"557 

ao. 

au,  1  ae 
"ai^l  ao7' 

quibns  in  summis  ipsi 

{  rursus  ■ 

valores 

1, 

2,  ...,  m,  ipsi  /;  valores  1, 

2,  ■ 

tribuendi  sunt. 

Undc 

0  (5)  §. 

antec. 

scr: 

ibendo  < 

K„,    «(.   loCO 

SP,  V  pr 

odit: 

(2) 


,   aa         r  1   3-0      ,  ,   r  1 
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Fonnulae  (I)   ab   111.  Lagrange,    fonnulae  (2)  ab   I!l.  Poisson  traditae   sunt. 
Aliae  de  aliis  derivari  possunt  ope  theorematis  sequentis: 

Theorema: 
Sint  5i,    $2,    . . .,    q^,  pi,  p^,   .  . .,  |>„,  functiones  quaecunque  a  se  in- 
vicem  mdependmtes  quantitatum  «i,   «s,   ...,   a^,   ita  ut  invicem  spectan 
possint  «1,  «a,   ...,   «s™  ut  functiones  a  se  invicem  independentes  quanti- 
tatum 9i,  §2,  . .  .,  q,^,  pi,  Ps,  ■  ■ .,  Pm!  statuatur  in  suppositione  priore: 

^  '■'     *-^  öttj.     da^         ößj     da^  da,,    da^ 

^1\      ^Pl  ^§3      ^i*3  ^Sm     ^Pm 

6a.    Ba^         6a.    da^.  da^    6a^  ' 

in  suppositione  posteriore: 

8a.    3«j,         6c^    dUf^  da.    6a^ 

da^    ößj,  60;^    öttj  6a.    Sa,, 

^Pi     ^?i  ^Ps    ^?a  ^Pm    ^^»1  ' 

quibus    statutis    sigmßcationihis ,  si  proponunttir    2wi    aequatwnes    lineares 

sequentes: 

"i     =  *         +(«,.     S)"a+('^i'     '^3>*s-l i-C«!'  %,„)%«' 

".    =(«.>     «1)2^1+         •  +(«3,     «,>h+-M<^,,  a,J^2..y 

«s.,,  ^  K,,'  «i)"i-hC«3™i  «.)'*2+(s„'  ".0«.+--+ 

erimnter  resolutione   haritm  aequatiomim  valores  ipsarum  ?(,,    z(j,    ,  ,  .,    'Wg,„ 
sequentes: 

"sm  =  Km'  «i]''i-'^["£™'  "J»B+K»,'  f^J^a-l ^-  *  ' 

et  vice  versa  hai'um  aequationum  resolutione  illae  obtinentur. 
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Demonstratio: 

Multiplicemus  aequationes  propositas  per 

[k.,  ßj,     [«.,  ßj,      .  .  .,      [ff;,  a^J 
et  productorum  summationem  instituamus.     Unde  prodibit  expressio  hiimsmodi: 

[ff,,   «,]*!,  +  [«;,   ß,]»s^ f-["i'   SJ".'»-  =  '^iMi-H-AwoH ^-^aA,«' 

in  qua: 

1        öff^    da^         da^    da^ 
I        ÖK;    da^         ö«;    öff^ 

Öffj    ö«^         öff^    öff„ 

qua  in  somma  ipsi  n  valores  1,  2,  ...,  2m  tribuendi  sunt.     Eandem  expressionem 
facta  multipiicatione  sie  repraesentare  licet: 

j"  ^a^    6g^,  6p^.    8a^  "i 

*''-*■  l  Bp^.    ößj,       "  ö«^     ^q^.  } 

''■*■  l  öq^,    ÖKj       "  9ff„    dp^,  J 

C  5ffj    ög^,         ö^j,    öff^  "I 

"*'''*'  l  öp.,    öffj,       "  ÖK^    ö^;,  J ' 

quibus  in  summis  ipsi  n  valores  1,  2,  . .  .,  2m,  ipsis  *',  /;'  valores  1,  2,  .  . .,  m 
tribuendi  sunt.     lam  vero  habetur: 


^%,  9p,„ 
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"""  8a^    dp., 


'  6a^    dp.. 


A,_  = : 


quarum  expressionum  tertia  et  quarta  semper  evanescuiit,  prima  et  secunda 
evaneseunt,  si  i'  et  k'  inter  se  diversi  sunt,  in  nnitatem  abeunt,  si  i'  =  k'. 
Unde  fit: 

(.  ÖK.    dq.,  '      da^    6p.,  i         da. 

\.  dq.,    dßj,         dp.,    ößj,  i         öcSj. 
Quae    expressio    quam   evanescat,    nisi  sit  i  =  k,   hoc  autem  casn  in  unitatem 
abeat,  videmus,  in  parte  posteriore  aequationis: 

coSffieientes  ^i,  A^,  .  .  .,  ^a™  praeter  unum  Af  evanescere  omnes,  fieri  autem 
^;=  1.     Unde  aequatio  antecedens  haec  evadit: 

[«.,  ajv^+la.,  ajv^-h-+[a.,  a^Jv,,,^  =  u., 
in  qua,  si  ipsi  i  successive  valores  1,  2,  . . .,  2m  tribuuntur,  emuntar  ipsarum 
u^,  U2,  . . .,  ^ls,u  valores  in  Theoremate  proposito  assignati. 

Proi'sus  simili  methodo  vice  versa  e  secuiido  systemate  aequationmn  in 
Theoremate  antecedeiite  propositarum  systema  primum  derivari  potest. 
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DE  INVESTIGANDO  OBDINE   SYSTEMATIS  AEQUATIONDM 
DIFFEHENTIALIUM  VOLGARlüM  CÜJUSCONQÜE. 

(Ex  111.  C.  G.  J.  Jacobi  manuscriptis  poathmnis  in  medium  protulit  0.  AV.  Borchardt.) 


1. 

Invesügatio  ad  solveudum  problema  inaequalitatum  reöucitui'. 

Systema  aequationum  diiferentialiuin  vulgarium  est  non  canonicum*'),  si 
aequationes  altissima  v^i-iabiliam  dependentium  differentialia  tali  modo  continent, 
Lit  horum  valores  ex  iis  petere ,  non  liceat.  Id  quod  fit,  quoties  aequationes 
nonniillae  altissimis  illis  differentialibus  carentes  in  systemate  proposito  vel 
ipsae  inveniuntur  vel  elirainatione  ex  eo  obtinentur.  Eo  casu  numerus  Gon~ 
stantium  arbitrariarum,  qiias  integratlo  completa  inducii,  sive  ordo  systematts 
semper  minor  est  summa  altissimorum  ordinum,  ad  quos  differentialia  singularum 
variahilium  in  aequationibus  diffe)'entialibus  propositis  asce^idunt.  Qui  ordo 
systematis  cognoscitur,  si  per  difFerentiationes  et  eÜminationes  eontingit  systema 
propositum  redigere  in  aliud  forma  canonica  gaudens  eique  aequivalens,  ita  iit 
de  systemate  canonico  etiam  ad  propositum  reditus  pateat.  Nam  summa  al- 
tissimomm  ordinum,  ad  quos  in  systemate  canonico  differentialia  singularum 
variabilium  dependentium  ascendunt,  etiam  systematis  propositi  non  canonici 
ordo  erit.  Ad  quem  ordinem  investigandum  non  tarnen  opus  est  ea  ad  forniam 
canonicam  reductione,  sed  res  per  considerationes  sequentes  absolvi  potest. 

Ponamus,  inter  variabilem  independent«m  t  atque  n  variabiles  depen- 
dentes  x^,  x^,  .  . .,  x„  haberi  n  aequationes  differentiales 

(1)     M,  =0,     M,  =  0,     .  .  .,     M^  =  0, 
sitque 


')  Systema,  quod  hie  eauonieum  seu  forma  can.onica  gaudeas  appellatur,  idem  est,  quod  iu  „ttieoiia 
novi  inultipücatoiis"  forma  noimali  praeditum  vocatuu  (diarü  Creiliani  tom.  iJ9,  p.  369.  Conf.  hiij,  ed,  vol.  IV, 
p.  501),  sed  plane  differt  ab  eo,  eui  Jacobi  in  CoLomeatatioae  „uova  methodu.?,  aequat.  ditf.  partiaies  primi 
ordinia  integraiidi"  (diarii  Creliiani  tom.  GO,  p.  121.    Conf.  h.  vol.  p.  138)  iiometi  canonici  tribuit.       B. 

V.  25 


yGoosle 


194  DE  INVESTIGÄNDO  OEDINE  SYSTEMATIS  AEQÜATIONUM 

altissimus  ordo,  ad  quem  in  aequatione  tf;  =  0  differeiitialia  variabilis  Xf.  ascen- 
dunt.  Ac  primum  observo,  quaestionem  revocari  posse  ad  casum  simpliciorem, 
quo  aequationes  differentiales  propositae  snnt  lineares.  Etenim  variando  aequa- 
tiones  (1),  inter  variationes 

(2)     ^.r,  =  1^ ,     diCj  =  §„     .  .  . ,     6w^  =  ^^ 
obtinemus  systema  aequationnm  differentialium  lineanum 

(3)  ^,  ^  0,     iJa  =  0,     .  .  . ,     f„  =-  0, 

eritque  rursus  Ä»'  altissimus  ordo,  ad  quem  differentialia  ipsius  §^=^^x^  in 
aequatione  v^  =  dui  =  0  ascendunt.  Quarnm  aequationnm  differentialium  li- 
nearium  (3)  datur  integratio  completa,  si  pro  valoribus  h  =  1,2,  ...,  n  ponitur 

(4)  •£.  =  dw,  =  ff  --^H-3  ^+...... 

ubi  per  ci^,  CI2,  ...  illas  Constantes  arbitrarias  designamus,  quas  valores  com- 
pleti  variabiiium  x,,  x^,  . . .,  x„  integratione  aequationtim  (1)  emti  invoivunt, 
per  /?!,  /?2j  ...  vero  eas  Constantes  arbitrarias,  quas  integratio  systematis  (3) 
inducit.  Unde  idem  fit  numerus  Constantiiim  arbitrariai-um  in  integratione  com- 
pleta aequationum  differentialium  propositarum  (1)  atque  linearium  (3),  sive 
utriusque  systematis  idem  ordo  est. 

In  explorando  ordine  systematis  aequationum  differentialium  linearium 
(3)  supponere  licet,  Oogfficientes  esse  Constantes.  Eo  autem  casu  integratio 
completa  methodo  nota  obtinetur,  nulla  ad  formam  canonicam  reductione  facta. 
Designemiis  per  symbolum 

(9. 

expressionem 

in    qua  A^,  A^,  A^,  .  .  ,,  A^    sunt  Constantes,    gaudebunt    aequationes    (3), 
CoSfficientes  earum  constantes  ponimus,  hac  forma, 


(5) 


=  0, 

=  e.),,<.,+e,)j(,,+-+(yjj.,= 
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Pono  in  his  aequationibus 

designantibus  Cj.  et  l  OonstanteSj  obtmetur  e  (5): 

0  =  C.Mj,,  +C,ll]^,,  +-+C,[X]j],, 


C6) 


lo  =  6;[;.4,,+c,ra,,,+...+c.[i],_,„ 


siqaidem  per 

m. 

funetio  quantitatis  X  integra  ordinis  m"  designatur. 

Eliminatis  (\,  C^,  .  .  .,  (7„,  prodit  aequatio  algebraica,  cujus  radices 
suggerunt  valores,  quos  ^  induere  potest,  et  cnique  radici  sive  vaiori  ipsius  ^ 
respondet  systema  valorum  ipsarum  Ci,  Cg,  . . .,  C„,  quos  omnes  per  eandem 
Oonstantem  arbitrariam  multiplicare  licet.  Jungendo  cujusque  variabilis  ^j, 
valores  singulis  radicibus  respondentes,  prodit  ejus  valor  completus,  et  cum 
singularum  variabiliuni  valores  sie  provenientes  iisdem  Constantibus  arbitrariis 
afficiantur,  aequationum  (5)  integratio  completa  tot  inducit  Constantes  arbi- 
trarias,  quot  sunt  ipsius  Z  valores.  Unde  ordo  systematis  aequationum  dif- 
ferentialium  linearium  (3)  vel  etiam  ipsarum  aequationum  differentialium  pro- 
positarum  (1)  aequatui'  gradui  aequationis  a!gebraicae,  qua  Ä  definitur.  Quam 
aequationem  repraesentare  licet  hoc  modo 

(7)    0  =  ^±w,,P4,,...M,^.„ 

eritque    gradus  Determinantis    ad    dextram   aequalis   7naxit)W   ex    l,2.3..,n  ag- 
gregatis,  quae  e  sequente 

/(i+ZisH — h/iir' 

proveniunt,  indices  inferiores  aut  superiores  omnimodis  permutando.    Unde  jam 
nacti  sumus  hanc  Propositionem  memorabilem: 

Propositio  I.  Inter  variabilem  independentem  t  atque  n  vanabiles  de- 
pendentes  Xi,  x^,  . .  .,  x„  habeantur  n  aequationes  differentiales 

Wi  =  0,     M^  =  0,     .  .  . ,     M„  =  0, 
sitque 

altisswius  ordo,    ad  quem  in  aequatione  M;  ^=  0  differenlialia  variabilis  x,,  ascen- 
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(limf.     Jam  si  vocatur 

T! 
maximum  e  1 , 2 . 3 . . .  n  aggregatk 

quae  obtinentiir  sv/mmido  pro  indicibus 

quoscunque   inter  se  diversos  ex  indicibus  1,    2,    .  . .,    n;   erit  H  ordo  t 
aequationum  differentialium  propositarum  stve  numerus  Constantium  arbitrartuinvi, 
quas  earwm  integratio  completa  inducit. 

Maximum  in  anteeedentibue  voco  valoi'em  niiUo  alio  aggregati  propositi 
minorem,  ita  ut  plura  maxima  locum  habere  possint  inter  se  aequalia,  cliversis 
indicum  i^,  i^,  . . .,  \  systematis  respondentia. 

Grradus  aequationis  algebraicae  (7)  non  minuitur,  riisi  in  Determinante 
ad  dextram  posito  Coöfficiens  altissimae  quantitatis  X  potestatis  evanescit.  Ob- 
tinetur  autem  altissimae  ipsius  A  potestatis  OoSfiiciens,  si  in  formando  Deter- 
minante   cuique    fnnctioni    integrae    rationali    [^],(i)    substituimus    CoGfficIentem 

altissimae  seu  /if'"'  ipsius  A  potestatk,  quem  designabo  per 

atqiie  ex  omuibas  Determinantis  terminis 

eoa  tanliim  servsanns,  in  quibus  summa  indicnm 

valorem  maximum  H  obtinet.  Quare  nunquam  locum  habet  reductio  gradus, 
nisi  pro  duobus  pliiribusve  indicum  i^,  i^,  .  . .,  4  systematis  aggregatum  ante- 
cedens eimdem  valorem  maximum  induit  atque  summa  productorum 

illis     Indicum    systematis    respondentiam    suisque    signis    sunitorum    evanescit. 

Aequabatur  autem  in  antecedentibus  [c]  hj  Cogfficienti  termini  J ^j^   e  varla- 

tione  funetionis  ?(;  provenientis,  sive  positum  erat 
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3». 

Quod  si  tenemus,  haec  emergit  alteriii  Proposifio  a,ntecedentis  siipplementaria. 
Propositio  IL      Vocetur 

differentiale  partiah  ipsnis  u^  sumtum  secundum  variabilis  x^  altissimiim,  quod 
fwnctio  iti  invohit,  differentiale  (i.  e.  ordinis  Ul).  Ex  omnihus  terminis  Deter- 
minantis 

ii  Soli  retineantar  zku^^'-'u^'^ ...u''^''\  in  quibus  sumnm  ordinum  differentialium 
singularum  variahilium,  secimdum  quae  in  singulis 

differentiatio  parlialis  facta  est,  valorem  maximum  II  obtinet.  Jam  si  aggre- 
gatum  termino')-um  Deterrmnanti,s  remanentium   designatur  Determinantis   Signum 

uncis  indudendo  hoc  modo 

(5±m;^'...mW), 

ordo  systentatis  aeqiiationum.  differentialium 

jfj  =  0,     «2  =  0,     .  ,  . ,     «.„  =  0 

tum  demum  valore  illo  maximo  H  inferior  erit,  st  habeäir 

P±«;i(;'...mW)  =  0, 

quae  uU   hcum  non   habet  aequatio,    ordo   systematis   semper  valori  maximo  H 


Naeti  sumus  antccedentibus  novum  genus  foiinularnni,  Deterininantia  manca 
(^±w;<...mW). 
Cujusmodi    quantitas    evaiieseens   indieio  est,    ordinem    systematis  aeqiiationum 
differentialium 

jtj  =  0,     «3  =  0,     .  .  . ,     M^  =  0 

per  indolem  illariim  arequationum  peculiarem  diminiitlonem  pati, 

Explorato  ordine  systematis  aequationum  differentialium  quarumeunque, 
via  sternitur  ad  inveniendam  methodnm,  qua  ipsa  reductio  earum  in  formam 
canonicam  praestari  possit,  Sed  in  liac  Oommentatione  sofficiat,  in  naturam 
maximi,  de  quo  agitur,  et  quomodo  commade  inveniatur,  acem'ate  inqiiirere. 
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2. 
De  solutione  problematis  inaequalitatum,  quo  investigatio  ordinis  systematis  aequatioiium 
diiferentialium  quai'umciinque  ianititur.  Proposito  schemate,  definitur  Canon.  Dato  Canone 
quocunque,  invenitur  aimpKoissiiniis. 
Antecedentibus  investigatio  ordinis  systematis  aequationum  differentiaiium 
vulgarium  revocata  est  ad  eeqaens  problema  inaequalitatum  etiam  per  se  trac- 
tatu  dignuiB: 

Problema. 
Disponantur  nn  quantitates  Aj,'  quaecunque  in  schema  Quadrali,  ita  ut 
habeaniur  n  series  horizontales  et  n  series  verticaks,  quarum  quaeque  est  n  ter- 
minorum.  Ex  Ulis  qnaniitatibus  eligantur  n  transversales,  i.  e.  in  seriebus  hori- 
zontalibm  simul  atque  verticalibus  diversis  positae,  quod  fieri  potest  1.2...« 
modis;  ex  omnibiis  Ulis  inodis  quaermdus  est  is,  qui  summam  n  numerorum 
electorum.  suppeditet  maximam. 

DiBpositis  quantitatibus  A,'    in  figurara  quadraticam 
h'       Jk,       .  .  .     h' 


hf>     k'f     .  .  .     Af , 
earum  systema  appellabo  Schema  propositam;    omne   schema,    indc    ortmn  ad- 
dendo  singnlis  eji^dera  seriel  liorizontalis  terminis  eandeni  qüaiititateiii,  appellabo 
Schema  derivativm.     Sit 

,M 
quantitas    addenda    terminis    z'"*  seriei  horizontalis,    quo  facto  singula    1.2. ..n 
aggregata  transversalia,  inter  quae  maximum  eligendum  est,  eadem  augebuntur 
quantitate 

l'+l"-\ H'^"'  =  L, 

quippe  ad  singula  aggregata  tbrmanda  e  (^uaque  serie  horizontali  unus  eligeiidiis 
est  terminuH.  .  Qua  de  re  si  statuitur 

Af +Z»  =  pW 
atque  aggi-egatum  transversale  maximum  e  terminis  Aj,''  ibrmatuui 

lif+hf^ \-hy  =  li, 

fit  valor  aggregati  transversalis  raaximi  e  terminis  p^^  formati 
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et  vice  versa.  Itaque  ad  raaxlmum  propositum  inveniendum  perinde  est,  sivc 
quaestio  de  qimntitatibus  A^'\  sive  de  quantitatibus  pf  instituatur. 

Faeiamiis,  quaiititates  l ,  l  ,  . . .,  l"  sie  determinatas  esse,  ut,  qaanti- 
tatibns  p'^?  ad  instar  quantitatum  h^  in  figuram  quadi'aticam  dispositis  et  e 
quaque  serie  verticali  termino  maximo  electo,  maxima  illa  omnia  in  diversis 
Seriebus  horizontalibiis  jaceant,     Unde  si  j?['*'  vocatur  maximus  terminorum 

p'u    K'     ■  ■  ■'     H"*' 
aggregatum 

■pJ'''+pf'H hp'y 

inter  omnia  aggregata  transverealia  e  quantitatibus  p^''  fbrinata  erit  maxiniuni. 
Hoc  igitur  easu  sine  negotio  etiam  habetur  maxiraum  aggi'egatum  transversale 
e  quantitatibus  propositis  h/,    formatum 

/jW+;|-)h hA^'*^ 

Unde  solutum  est  iuaequalitatum  problema  proposituiB,  simulatqae  inventae  sunt 
qiiantitates  /',  l",  . . .,  /*"'  dictae  conditioni  satisfacientes. 

Figuram  quadraticam,  in  qua  diversarum  vertiealium  maxima  simul  in 
diversis  seriebus  horisontalibus  sunt,  brevitatis  causa  vocabo  Ganonem.  Patet, 
in  ejusmodi  Canone  terminos  omnes  eadem  quantitate  augeri  vel  dimimii  posse; 
unde  sequitur,  e  quantitatibus  1,1,  ...,/"  unam  pluresve  nullitati  aequari 
posse,  dum  reliquae  fiant  positivae.  Si  V  ^Q,  series  pj'*,  p'-^,  . . .,  p'^'^  eadem 
est  atque  series  iigurae  propositae  h^ ,  h^ ,  . . .,  h^,  unde  Oanonis  seriem,  cui 
respondet  quantitas  l  evanescens,  vocabo  in  sequentibüs  seriem  immutatam. 
Jam  ex  omnibus  solutionibus  una  erit  simpHcissima,  in  qua  scilicet  singulae 
quantitates  f'-*  valores  minimos  positivos  Lnduunt,  ita  ut  nuUa  alia  detur,  pro 
qua  aliquae  quantitatum  ^'''  valores  inferiores  obtlnent,  dum  reliquae  immutatae 
manent.  Canonem  ei  solutioni  respondentem  appellabo  Ganonem  simplicissimum, 
de  cujus  habitu  in  seqiientibus  agam. 

Ad  Schema  quadraticum  quodcunque  sequentes  denominationes  ret'ero, 
quae  bene  tenendae  sunt.  Sub  voce  seriei  semper  intelligam  horizontalem; 
si  de  verticalibus  sermo  incidit,  id  diserte  adjicietur.  Sub  voce  maxlmi  semper 
intelligam  terminum  inter  omnes  ejusdem  verticalis  maximum  seu  certe  nullo 
reliquorum  minorem.  Unde  appellabo  seri.ei  maximum  eum  seriei  horizontalis 
terminum,  qui  maximus  est  inter  omnes  cum  eo  in  eadem  verticali  positos. 
Fieri  potest,  ut  series  nullum  maximum  habcat  vel  etiam  pliiva  inter  se  diversa. 
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At  sl  figiira  Canonis  instar  constituta  est,  quaeque  series  uno  certe  inaxiino 
gaudet,  quod,  si  in  eadem  serie  plura  insunt,  semper  ita  sumere  licet,  ut  omnia 
divei'sarum  serierum  maxima  ad  diversas  verticales  pertineant,  i.  e.  maximonim 
transversalium  sysiema  completuin  forraent.  Consideremus  in  Oanone  simpli- 
clssimo  horum  maximomm  systema,  et  si  plura  ejusmodi  dantur,  nnum  aliquod 
eligamus.  Jam  distribuamus  omnes  series  qaocunque  modo  in  duas  partes, 
series  J  et  series  K  tales,  ut  nulla  serierum  K  immutata  sit,  i.  e.  nnlla  quan- 
titatum  l,  quae  ad  series  K  pertinent,  evanescat:  dico  haberi 

Theorema  I.  In  Canone  simplicissimo  e  maximis  serierum  K saüem  ■nnum 
est,  cid  aequalis  exstat  terminus  in  eadem  vertwali  positus  et  ad  series  J  pertinetis. 

Alioquin  enim  quantitates  l  ad  series  K  pertinentes  omnes  eadem 
quantitate  minuere  liceret,  usque  dum  aut  una  qiiantitatum  i  evanesceret,  aut 
unum  e  maximis  serierum  K  aequale  evaderet  alicui  teiinino  In  eadem  verti- 
cali  posito  et  ad  series  J  pei-tinenti.  Neque  enim  ea  re  maxima  diversarum 
serierom  cessarent  esse  maxima,  neque  Canonis  eonstitutio  turbaretur.  Quan- 
titates l  antem  propositae  eo  casu  non  forent  minimae  positivae  neque  igitur 
Canon  foret  simpliclssimus. 

Si  pro  Seriebus  K  sumitur  series  singularis,  sequitm'  e  Theoremate  prae- 
cedente  hoc  alterum 

Theorema  II.  In  Ganone  simplicissimo  seriei  unitiscunqiie  non  immu- 
tatae  maxim,o  aequaiur  alter  tenmims  in  eadem  verticali. 

Proposito  Oanone  simplicissimo,  rursus  eligamus  unum  certum  systema 
completiim  maximorum  transversalium.  In  serie  quacunque  «i'",  cui  respondet 
quantitas  l  non  evanescens,  sumatur  maximiim,  cui  secundum  II  in  eadem 
verticali  slt  aequalis  terminus  seriei  «2'°*,  in  qtia  rursus  sumatur  maximum,  cui 
aequatur  in  eadem  veri^icali  terminus  seriei  «3"',  et  ita  porro.  Si  dato  maximo 
plures  aequantur  termini  in  eadem  verticali,  processus  praescriptus  pluribus 
modis  institu!  potest,  sedl,  habetur 

Theorema  III.  /)*  Canone  simplicissimo  e  variis  modis  a  data  serie 
pe^-  processum  praescriptum  ad  alias  transeundi  unus  semper  exstat,  quo  per- 
venitur  ad  seriem  immutatam,  i.  e.  seriem,  cui  respondet  valor  l  =  0. 

Nam  simulac  Theorema  III  locum  non  habet,  Canonis  series  in  diio 
complexus  dividantur,  quorum  prlmus  omnes  series  amplectatur,  ad  quas  a 
data  serie  per  processum  praescriptum  translre  hcet,  et  secundus  omnes,  ad 
quas  transire   non   licet,    ita    ut  series   imrautatae  omnes  in  secundo  complexu 
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sint.  Quo  facto  prinmm  complexmii  pro  seriebus  K,  secundum  pro  seriebus  / 
Theoi'ematis  I  sumere  licet.  Ergo  secundum  Theorema  I  a  Serie  primi  com- 
plexus  ad  seriem  secundi  transitus  datar,  quod  est  contra  hypotliesin.  ünde 
suppositio,  Theorema  III  locum  non  habere,  est  absurda. 

Canonem  quemcunque ,  pro  quo  quantitates  l  ,  l  ,  .  .  .,  t"  respective 
induunt  valores  m',  m",  . .  . ,  m'"',  quos  semper  positivos  aut  evanescentes  sup- 
pono,  in  sequentibus  brevitatis  causa  vocabo  Canonem  (m',  m",  ...,  m'"').  Quo 
statuto,  de  binis  Canonibus  quibuscunque  habetur 

Theorema  IV.  Fropositis  binis  Canonihus,  'pritno  (/',  f",  ...,  /'"')  et 
secundo  (^',  g",  . . .,  ^'"0'  semper  alius  dabiiur  Canon  (m',  m",  .. .,  m"^"')  talis,  ut 
imaquaeque  quantitas  m'-^  minimae  ipsarum  f''>    fj'^  aut  aeqnnli^  aut  ea  minor  sii. 

ünde  sequitur  hoc  Corolkrium: 

Canon  simpAicissimus  est  unicus,  siie  untcum  dntin  systema  quantitatum 
l',  l",  . , .,  ?'''',  quae  Canonem  simpUcissimnm  mppedttant 

Sint  quantitates  g^''+'\  g^"-^'\  ...,  </<"'  ipsis  /''+»,  f'+'\  ...,  /""  respec- 
tive majores,  reliquae  autem  g',  g",  . . .,  g'-"''  ipsis  f,  f",  . .  .,  /'"^  respective 
aut  aequales  aut  minores.  Vocemus  respective  q'^'  et  7*'  quantitates,  quae 
primum  et  secundum  Canonem  constituunt,  ubi  generaliter  fit 

sitque  rarsus  systema  raaximorum  transversalium  in  primo  Canone 

if\  ??,  ...,  ?;■•', 

ubi  omnes  i',,  4,  ■  ■  ■>  K  iiiter  se  diversi  sunt;  in  secundo  Canone  systema 
maxiraornni  trau  sv  ersah  um  habetur  etiam 

Nam  omnia  aggregata  transversalia  secundi  Canonis  ab  aggregatis  responden- 
tibus  primi  eadem  quantitate 

y-f-y'-[--H-/">-ir+^"+.-.+/Ml 

diffcrunt,  unde.  cum  aggregatum 

maximiim  Sit,  etiam  aggregatum 

maximum  esse  debet.  At  in  quoque  Canone  secundum  definitionem  ejus  sta- 
bihtam  datur  aggregatum  transversale  maximum,  cujus  singuH  terraini  sint 
maximi  inter  omnes  ejusdem  verticalis,  quibus  maximis  respective  in  prima, 
secunda,  .  .  . ,  n'"  verticah  aequari  debent  termini 

V.  26 
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iit  eorum  aggi-egatum  et  ipsum  constituere  possit  maximum.  Unde  cum  i,, 
■L,  .  .  .,  %  omnes  inter  se  diversi  siiit,  termini  illi  et  ipsi  systema  maximomm 
transversalium  constituunt,  q.  d.  e. 

Cum  quantitates  g'-'^'^^^,  g'-''~^^\  ■  ■  -,  ?'"'  respective  ipsis  f'"+^\  ■^("+^'j^  _  ,  _ ^ 
Z^"'  majores  sint,  quantitates  autem  f,  f",  .  . .,  /'"^  omnes  supponantui*  =0 
aut  positivae,  quantitates  f/""*"'',  (Z*""*"^',  .  .  . ,  g'-"^  omnes  sunt  positivae.  Jam  ob- 
servo,  fieri  non  posse,  ut  in  Canonis  ((/',  g",  ...,  g'-"^)  serie  («+!)'*,  (fir-i-2)'%  ... 
vel  7i'^  inveniatur  maximum,  cni  aequalis  existat  terminas  in  eadem  vertieali 
positus,  sed  ad  unam  reliquarura  serierum  pertinens.  Sit  enim  maximum  illud 
in  Serie  ij^,  terminus  ei  aequalis  in  serie  i"',  ut  sit 


ubi  i  est  unus  e  numei-is  1,3,...,«,  atque  %  unus  e  numeris  «  +  1,  «-+-2,  , . ,,  n: 
ei'it  e  formula  snpra  tradita 

ubi  seciindum  siippositionem  factara  ^''f' —/■'''■'>  0  atque  ^'''  —  f'^-^O.     Unde 

qnod  absurdum  est,  cum  5''''  sit  maximum  inter  omnes  terminos  ejusdera  ver- 
tiealis  ql,  q^',  . .  .,  5'"'.  Hinc  cum  in  secundo  Canone  maximo  in  («  +  !)'% 
(ß+S)'",  ...  vel  Ji'"  serie  posito  nullus  aequalis  esse  possit  tenninus  in  eadem 
vertieali  in  reliquis  seriebus  positus,  quantitates  (/'""'"'*,  ^^''"^^',  . .  -,  g'"^  omnes 
eadem  quantitate  decrescere  possunt,  reliquis  immutatis  manentibus,  usque  dum 
in  aliqua  serie  (k-|-1)'",  («  +  2)"",  ...  vel  n*"  inveniatur  maximum,  quod  non 
superet  valorem  alius  termini  in  eadem  vertieali  ad  reliquas  series  pertinentis, 
aut  dum  una  quantitatum  g'^'"'~'\  g'"'^^^,  ■  ■  ■,  g'"^  evanescat.  Qua  diminutione 
nullum  maximum  neque  igitur  Canonis  natura  destruitur.    Si  hac  ratione  obtinetur 

(!',s",  ...,/■',  !,'r',s'r".--;  9':') 

atque  inter  quantitates  ^5""*"'^  g'^'^^K  •  •  ■  ipsae  g'f'*'^\  <?'f"^^')  ■  •  ■  adhuc  quanti- 
tatibus  f^+^\  f(ß+n^  _  _  _  majores  sunt,  eadem  methodo  novus  Canon  obtinetur, 
in  quo  quantitates  illae  denuo  diminutionem  stibierunt,  sicque  pergere  licet, 
usque  dum  perveniatur  ad  Canonem 

(m;  m",  . . .,  m<'',  m'""^",  «.'«+^',  . . .,  «*<"'), 
ubi   quantitates  uncis  inclusae   omnes  quantitatibus   respondentibuis   ipsarum  /', 
/'",  .  .  .,  f-"''  et  g',  g",  . . .,  g'-"'*  aut  minores  aut  iis  aequales  sunt,  q.  d.  c. 

Sequitur  e  Theoremate  IV  ,      ,  . 
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Theorema  V.  Nullus  datur  Canon,  pro  quo  aliqua  quantitatum  I, 
l",  . .  .,  f"^  vulorem  minorem  induat  quam  pro  Canone  simplidssimo. 

Scilicet  si  talis  daretur  Canon,  per  methodiim  aiitecedentem  obtineri 
posset  alius,  pro  quo  una  certe  quantitatum  l ,  l  ,  .  .  .,  l"  valorem  minorem 
indueret  quam  pro  Canone  simplicissinio,  reliquae  autem  valoree  non  majores, 
quod  est  contra  Canonis  simplicissiini  delinitionem.  Cum  valor  miniinus,  quem 
quantitates  /,  l  ,  .  .  .,  l"  obtinere  possint,  sit  ^  0,  e  Propositione  V  sequitur 
tanqnam  CoroUarium 

Theoi-ema  VI.  Series,  quae  in  Canone  quoctmque  habetur  immutata, 
eadem  in  Canone  simplidssimo  inveniatur  necesse  est. 

Ut  cognoscatur,  utrum  Canon  aliquis  sit  simplicissimus  neciie,  adhiberi 
potest  haec  Propositio: 

Theorema  VII.  Proposito  Canone  atque  in  eo  Tnaximorum  traiu- 
v&^salium  systemate  electo,  notentur  primum.  series  immutatae  A,  deinde  series 
B,  quarum  maximis  aequantur  termini  in  eadem  verticali  ad  series  A  per- 
tinentes;  deinde  series  C,  quarum  maxim.is  aequantur  termini  in  eadem  ver- 
ticali ad  series  B  perHne7ites  et  ita  porro.  Si  hac  ratione  pe^'gendo  exhaurire 
licet  orrmes  Canonis  senes,  Canon  erit  simplicissimus. 

Pertineant  quantitates  1,1  ,  . .  . ,  l"  ad  Canonem  propositum,  quantitates 
^ij  ^1)  ■•  •  •)  h"  autem  ad  altenim  Canonem.  Consideremus  idem  maximonim 
transversalium  systema  atque  in  Theoremate  proposito  electum  svipponitur,  cui 
etiam  in  altere  Canone  respondebit  maximorum  transversalium  systenia. 

Sit  ll  <C  f^ ,  seriei  f^  maximum  in  altero  Canone  gaudebit  minore 
valore  quam  in  Canone  proposito.  Pertineat  series  y*"  ad  complexum  C,  ita 
ut  in  Canone  proposito  maximo  seriei  y'^'  aequetnr  terminus  alicujus  seriei  ß"' 
ad  complexum  B  pertinentis,  fieri  etiam  debet  /i^'<:/'^'.  Vocando  enim  pro- 
positi  Canonis  terminos  p^/^,  alteriiis  qf,  erit 

unde,  si  jj^'''  =  pf^  est  maximum  seriei  /°^,  erit 

Unde,    cum  sit  5/    maximum    in  /;"'  verticali  ideoque  q^f  ^qi,    atque  //  <il'  ■, 
fieri  debet  lf<:l'^\ 

Porro  in  Canone  proposito  aeqnatur  maximo  seriei  y?"*  terminus  seriei 
ß""  ad  complexum  A  pertinentis,  atque  eodem  modo  demonstratur,  fieri  l^  <  /  " , 
quod    absurdum   est,    quia    seeuntlum   sappositionem  faetam    l'-"'*  =  0    est  atque 
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ipsae  l-f,  li  ,  . , . ,  li  aut  evanescentes  aut  positivae  sunt.  Eodem  modo  proccdit 
reductio  ad  absurdum,  ad  quemcimque  eomplexum  A,  B,  G,  D,  ...  pertineat 
series  /",  eui  respondet  in  altero  Canone  quantitas  //  minor  quam  in  pro- 
posito  ^^*.  Unde  sl  Canon  ita  constiUitus  est  atque  in  VII  supponitvir,  pro 
nullo  alio  quantitates  /  valores  induere  possunt  inferiores  quam  in  proposito; 
sive  Canon  propositiis  est  simplicissimns. 

Antecedentia  solutionem  quoqne  contlnent  problematis,  dato  Canone 
quocunque,  invenire  simflicissimum.  Supponere  licet,  in  dato  Canone  unam  ad 
minimiim  esse  seriem  immutatam ;  quae,  nisi  jam  invenitur,  obtineri  potest  ipsas 
l  omnes  eadem  quantitate  diminuendo.  Ut  in  Theoremate  VII  serieram  immu- 
tatamm  eomplexum  vocemiis  A  atque  eomplexus  ibidem  definitos  J5,  C,  ... 
formemus.  Hac  ratione  pergendo  si  omnes  senes  exhauriuntur,  Canon  secundum 
VII  jam  ipse  est  simplicissimus,  Ponamns  autem  relinqiii,  series  noii  prae- 
ditas  talibus  maximis,  quibus  aequentnr  tennini  ejnsdem  verticalis  ad  eomplexus 
formatos  pertinentes.  Tum  reliquarum  serierum  termini  (vel  quantitates  /  ad  eas 
series  pertinentes)  omnes  eadem  quantitate  diminuantur,  usque  dmn  eamm  quan- 
titatum  l  una  evanescat  aut  earum  serierum  maximum  aliquod  eo  decreverit,  ut  ei 
aequalis  terminus  in  eadem  verticali  ad  eomplexus  formatos  pertinens  inveniatur. 
Quo  facto  novus  eruitur  Canon,  in  quo  auctus  est  numerus  serierom  pertinentium 
ad  eomplexus  regula  indicata  formatos.  Si  jam  omnes  series  in  eomplexus  illos 
ineunt,  Canon  erutus  erit  simplicissimus.  Si  non,  novus  novusque  Canon  eadem 
methodo  eruendus  est,  semperque  pauciores  a  complexibus,  qui  formari  possunt, 
relinquuntur  series,  unde  tandem  pervenietur  ad  Canonero,  in  quo  eomplexus,  qui 
formari  possunt,  seiies  omnes  exhauriunt,  qui  Canon  est  simplicissimus  quaesitus. 

Exemplnui. 
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Canoa  derivutus  ]I. 
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E  schemate  proposito,  addendo  terminis  serierum  diversarnm  respective 
numeros  5,  8,  3,  1,  5,  6,  0,  aliud  obtinetur  scheina,  in  quo  tei'mini  inter 
omnes  ejusdem  verticalis  maximi  in  diversis  seriebus  horizontalibus  sunt,  quae 
est  Canonis  proprietas  characteristica. 

Proponitur  Canonein  simpIicissiinLim  investigare.  Constituit  in  dato 
Canone  seriee  VII  complexum  A.  De  reliquarum  seriernm  terminis  detraho 
unitatem,  prodit  Canon  derivatiis  I. 

In  Canone  derivato  I  series  IV  et  VII  constituunt  complexum  A,  series 
I  complexum  B.    De  reliquaram  terminis  detraho  2,  prodit  Canon  derivatus  II. 

In  Canone  derivato  II  series  III,  IV,  VII  constituunt  complexum  A, 
series  I  et  VI  complexum  B;  detrahendo  de  secunda  et  quinta  serie  unita- 
tem, prodit  Canon  iiltimus  seu  simplicissimus ,  cui  respondet  ipsarum  l  valores 
4,    4,    0,    0,    1,    3,    0.     Qnos  addendo  terminis  serierum  diversarum  schematis 
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propos'iti,  prodit  Canon  simpHcissimus.  Series  III,  IV,  VII  eomplexmn  A, 
series  I,  II,  V,  VI  complexum  B  constitimnt;  quos  coinplexus  series  omnes 
exhaurire  videnms,  quae  'est  Canonie  simpiicissimi  proprietas  characteristica.  — 
Si  non  datur  Canon  aliquis,  sed  tantum  scheinatis  pi-öpositi  termini, 
qui  aggregatum  maxinium  transversale  constitaunt,  ad  Canoneni  simpHcissimum 
pervenitur,  cuique  seriei  minimam  addendo  quantitatein,  qua  effieitur,  ut  datus 
ejus  terminus  ad  aggregatum  transversale  maxinium  pertinens  fiat  'in  sua  ver- 
ticali  maximo  aequalis.  Quo  negotto  ad  omnes  seiies  adhibito  et,  si  opus  est, 
repetito,  tandera  ad  Canonem  perveniri  debet,  qui  erit  simplicissimus ,  cum  in- 
crementa  seriebus  non  majo-a  addita  sint,  quam  necessario  postulatur,  ut  ter- 
mini dati,  in  sua  quisque  verticali,  maximi  fiant. 
Esemplum. 
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Termini    asteriscis    notati    aggregatum    transversale    inaximum    formant, 
Kcilicet  sumpsi  seheina  propositum  e  Canone  praecedente,  seriebus  borizontalibus 
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in  verticales,  vi3rticälibus  in  hoi'izontales  conversis;  quo  facto  manent  tei'mini 
aggregatum  transversale  maximum  constituentes  lidcm,  scheraa  autem  desinit 
esse  Canon. 

Seriebus 

1,     n,     JII.     IV,     V 

addo  respective  secandum  datara  regulam 

8.     (i,     8,      2,     7, 
prodit  Schema  derivatum. 

Seriebus 

T,     II 
addo  respective 

6,  4, 
prodit  Canon  simplicissimus  quaesitus,  in  quo  series  III,  IV,  V,  VI,  VII  im- 
mutatae  manent  atque  in  schemate  derivato.  In  Canone  eruto  constituant 
series  VI,  VII  complexum  A,  series  III,  IV,  V  complexum  B,  series  I,  II 
complexum  C,  qui  complexus  cnm  omnes  series  amplectantur,  indicium  obti- 
nuiraus,  Canonem  esse  simplicissimum.  — 

Cnm  dato  Canone  etiam  innotescat  schematis  propositi  aggregatum 
transversale  maximum,  ad  problema  antecedentibus  solutum  revocari  potest 
alterum  problema,  dato  Canone  quoamque,  investigare  simpUcissimum.  Cujus 
igitur  duplex  habetur  solutio,  altera  per  subtractiones  auccessivas,  uti  supra, 
altera  per  additiones  successivas  procedens,  uti  fit,  si  e  dato  Canone  petimus 
schematis  propositi  aggregatum  ti-ansvereale  maximum  eoque  cognito  methodnm 
antecedentem  applicamus. 

3. 

Sülutio  problemalis  inaoijnaiita.tum  in  paragrapho  praece deute  tractati  Lerminatur. 

Proposito  schemate,  invenitur  Canon. 

Restat,  ut  demonstretur,  qiioniodo  Canon  aliquis  investigari  possit;  quippe 
quocunque  invento,  vidimus  variis  modis  erui  simplicissimum.    Proponamus  igitur 
seqiaens  inaequalitatum  problema,  quod  pro  principali  haberi  debet. 
Problema. 

Datis  nn  quantitatibus  /jj. ,  uhi  indicihus  i  et  k  valores  l,  2,  .  .  .,  n  con- 
veniunt,  mvenirp.  tales  n  quantitates  minimas  positivas 

'',  i",  ...,  i'", 

ut,  posito 
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atque  pro  sinrjidis  k  eleclo  maximo  inter  terminos 

Pi    K'     ■  ■  ■'     ^'f' 
(fjod  sü 

Fi '' ' 
iiiäices 

i\,     ii-,      ■  ■  -  ■      i« 
irnines  intar  se  diversi  sint. 

Solutio. 
Prima  et  quasi  praepai'ator'ia  operatio  eo  consistit,  ut,  si  in  schemate 
proposito  habentur  series,  in  quibus  nuUa  inveniaiitur  maxima,  earum  quaeqiie 
minima  quantitate  aageatur,  qua  fit,  ut  unus  ejus  terminus  aequalis  evadat 
maximo  in  eadem  verticali  posito.  Sie  obtinetur  novum  scliema,  qtiod  schemxt 
vraeparatwin  voco  et  in  quo  quaeque  series  uno  pluribusve  maximis  gaudet. 
Diversamm  schematis  praeparati  serierum  maxima  omnia  ad  diversas  verti- 
cales  pertiiieant  non  neeesse  est.  Sed  ad  minimum  duarum.  serieram  maxima 
habentm',  quae  ad  duns  verticales  pertinent,  In  quem  casum  extremum  non  in- 
cidimus,  nisi  omnia  maxima  in  una  eademque  serie  jacent  atque  insuper  in 
una  eademque  verticali  termini  omnes  inter  se  aequales  sunt;  quod  si  secus 
fit,  maximorum  transversalium  numerus  semper  est  >2.  Si  n^2,  prima  illa 
operatione  problema  absolvitur. 

In  schemate  praeparato  quaero  maximum  numerum  maximorum  trans- 
versalium, quorum  systema  ubi  pluribus  modis  eligi  potest,  sufficit  unum  certum 
eorum  systema  considerare.  Quo  electo,  solutionem  problematis  propositi  ita 
adorno,  ut  numerus  maximorum  transversalium  successive  augeatur,  usque  dum 
eruatur  Schema  systemate  completo  n  maximorum  transversalium  praeditum, 
qui  erit  Canon  quaesitus.  Siifficit  igitur  demonsti-are ,  idoneis  serierum  aug- 
mentationibüs  numerum  maximormn  transversalium  unitate  augeri  posse. 

Divido  Schema  praeparatvtm  in  quatuor  spa- 
tia  A,  B,  G,  D  sicuti  in  figura  apposita.  Po- 
namus,  maxima  transversalia  electa  omnia  esse  in 
spatio  A,  ita  ut  series,  in  quibus  maxima  illa  sunt, 
oecupent  spatia  A  et  C;  vei-ticales  autem,  ad  quas 
pertinent,  spatia  A  et  B.  Series  spatia  A  et  C' 
occupantes  voco  swperiores,  spatia  B  et  D  occu- 
pantes  inferiores.  Porro  verticales  spatia  A  et 
B  occupantes    voco    (aevas,    spatia   C   et    D    occu- 
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paiites  dextras.  Jaiii  in  spatio  D  nullum  invenitur  maxlinum.  Alioquin  enim 
numerus  maximorum  transversalium  augeretur  contra  hypothesin,  maximum 
niimerum  maximorum  transversahum  electum  esse.  XJnde  verticales  dexti'ae 
sua  habent  maxima  in  C;  termini  autem  serierum  inferiorum  in  suis  verticaUbus 
maximi  erunt  in  B,  et  eorum  quisque  aequatur  maximo  in  eadem  verticali  in 
A  posito,  quum  in  spatio  A  sint  maxima  omnium  verticaHum  laevarum,  aeque 
ac  Serieram  omnium  superiomm. 

His  positis,  series  omnes  in  tres  Classes  distribuo,  quae  sie  eruuntm". 

Eligo  eas  serierum  superiorum,  quae  praeter  maxima  in  A  alio  vel 
aUis  in  G  positis  gaudent,  cujusmodi  serieram  una  saltem  exstat.  Ponamus, 
ahcTiius  illarum  seriermn  maximo  in  A  posito  aequari  alium  terminum  in  ea- 
dem verticaH;  quaeratur  maximum  in  eadem  serie  cum  hoc  termino  positum, 
et  si  haie  nirsus  aequatur  alius  terminus  in  eadem  verticali,  rursus  quaeratur 
maximum  cum  hoc  tennino  in  eadem  serie  positum  et  sie  porro.  Omnes  series, 
ad  quas  hac  ratione  perveniri  potest,  junctae  seriebus,  a  quibus  proficiscendum 
erat,  constituunt  Ciassem  Primam. 

Dico,  inter  series  Primae  Classis  nullarn  inveniri  sa'iern  inferiorem,,  neque 
igitur  ullam  seriem  superiorem,  a  qua  per  raethodum  indicatam  ad  seriem  in- 
feriorem pervenire  liceat.  Scüicet  proficiscendo  a  serie,  quae  praeter  maxi- 
mum in  A  alio  in  C  gaudet,  consideremus  systema  maximorum  in  A  positorum, 
ad  quae  methodo  indicata  perveniatur;  quorum  ultimo,  si  fieri  potest,  aequetur 
terminus  ejusdem  verticalis  in  B  positus.  Maxima  illa  in  A  posita  omnia  se- 
cundum  suppositionem  sunt  transversalia,  quorum  in  locum  aliud  obtinebitur 
systema  maximorum  transversalium,  si  cuique  substituitur  ejusdem  verticalis 
tei-mimis  aequalis.  Qua  in  re  ultimo  maximo  substituitur  terminus  in  B  positus, 
prima  autem  sei'ies,  a  qua  profeeti  sumus,  non  amplius  adhibetur.  Unde  novo 
maximomm  systemati  jungendo  hujus  seriei  maximum  in  C  positum,  numerus  maxi- 
morum ti'ansversalium  unitate  augetur,  id  quod  contradicit  suppositioni,  maximum 
numerum  maximorum  transversalium  electum  fuisse.  Scilicet  seriebus  superioribus 
accederet  inferior,  in  qua  est  terminus  xiltimo  maximo  aequalis,  verticalibus  autem 
laevis  accederet  dextra,  in  qua  est  maximum  aliquod  seriei,  a  qua  profeeti  sumus. 

Ad  Glassem  Secundam  pertinent  series  superiores,  quae  non  ad  Primam 
Ciassem  pertinent  et  a  quibus  nee  ipsis  methodo  indicata  ad  seriem  inferiorem 
transitus  datur.     Fieri  potest,  ut  haec  Classis  omnino  non  existat. 

Ad  Ciassem  Tertiam  denique  pertinent  series  inferiores  omnes  eaeque 
v,  27 
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superiores,  a  quibus  methodo  tradita  ad  series  inferiores  transitus  datur.  Unde, 
si  terminus  senei  inferioris  aequatur  maximo  seriei  superioris  in  eadem  verti- 
cali  —  quod  semper  fit  — ,  ea  series  superior  ad  Ciassem  Tertkim  pertinebif. 
Tertia  classis,  iiisi  Schema  jam  ipse  Canon  est,  duabus  saltem  seriebus,  una 
inferiore,  una  superiore  constat. 

Id,  quod  supra  de  Classe  Prima  demonstravi,  jam  ita  enuntio,  ut  dicani, 
inter  series  supenores  Tertiae  Classis  nullam  inveniri  seriem,  quae  maximo  in 
C  posito  gaudeat.     Qua  Propositionis  forma  postea  utar. 

Observationes  hac  occasione  factae  simul  praebent  metbodum  exhibendi 
maximum  numerum  maximorum  transversalium  in  scheraate  praeparato.  Etenim 
posito  maximorum  transversalium  systemate,  quod  primum  se  oifert,  ipsa  classi- 
ficatio  serierum  indicat,  si  eorum  numerus  augeri  potest. 

Facta  classificatione  antecedentibus  praescripta,  tota  Classis  Tertia  eadem. 
qiumtitate  atigeatur,  eaque  minima,  qua  effidtur,  ut  unus  serierum  ejus  Classis 
terminus  aeqitalis  evadat  termino  maximo  alicui  ejusdem  verticalis  ad  seriem 
Secundae  aut  Primae  Classis  pertinenti. 

Quod  si  ad  Primam  Ciassem  pertinet  maximum,  numerus  maximorum 
transversalium  augeri  potest.  Dabitur  enim  series  superior,  quae  praeter 
maximum  in  A  alio  in  C  gaudet,  et  a  qua  via  indicata  ad  seriem  aliquam  in- 
feriorem transitus  datur.  Quae  series  adjicienda  est  serierum  superiorum  nu- 
mero,  dum  verticalium  laevarmn  numerus  ea  augendus  est  vertieali  dextra,  in 
qua  maximum  illud  in  C  positum  invenitur.  Si  jacet  in  D  terminus  ille  seriei 
Tertiae  Classis  maximo  seriei  Primae  Classis  aequalis,  maxima  transversalia 
immutata  manent,  eo  tantmn  accedente  termino.  Si  vero  terminus  ille  jacet  in 
B,  omnia  mutanda  erunt  maxima  foi-mantia  catenam  illam,  qua  ad  seriem  inferio- 
rem descendebatur  a  serie  praedita  maximo  in  G  posito.  Scilicet  cuique  illorum 
maximorum  transversalium  substituendus  est  terminus  ejusdem  verticalis  ei  ae- 
qualis, ultimo  igitur  terminus  üle  in  B,  novis  maximie  transverealibus  sie  erutis  acce- 
dente insuper  maximo  primae  seriei  in  G  posito,  sicuti  ad  Primam  Ciassem  adnotavi. 
Si  maximum,  cui  aequatur  terminus  Tertiae  Classis,  in  serie  Secundae 
Classis  est,  nihil  mutatur,  nisi  quod  haee  series  ad  Tertiam  Ciassem  trans- 
raigrat  simulque  reliquae  omnes  Secundae  Classis,  a  quibus  per  catenam  indica- 
tam  ad  illam  seriem  transitus  datur.  Repetita  operatione  rursus  aut  augebitur 
numerus  maximorum  transversalium,  aut  cerie  numenis  serierum  Secundae  Classs 
niinuitm-,    unde  tandem,    nisi  antea  numerus  maximorum  transversalium  auctus 
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est,  ad  Schema  pervenimus  senebus  Secundae  Olassis  destitutum,  qnippe  qoae 
omnes  ad  Tertiam  Olassem  transmigraverunt.  Tum  autem  operatione  prae- 
scripta  certo  obtinemus  maximorum  transversalimn  augmentationem.  Quam  si 
assecuti  sumus,  pro  variis  casibus,  qui  locum  habere  possunt  et  quos  enumerai-e 
longum  esset,  nova  facienda  est  maximorum  transversalium  distributio  in  tres 
Classes  assigoatas,  quo  facto  eadem  repetenda  erit  operatio,  usque  dum  ad 
Oanonem  pervenimus,  in  quo  series  inferiores  omnes  ad  superiores,  verticales 
dextrae  ad  laev^ß  transmigraverunt, 

At  -per  methodum  antecedentibiis  tradüam  non  solum  Canonem,  sed  Ca- 
nonem  simplicissimum  amimtis.  Quod  ut  pateat,  demonetrabo,  quantitates,  qui- 
bus  augentur  series,  esse  minimas,  quae  poscuntur,  ut  omnino  Canon  prodeat. 
Ac  primum,  quod  Operationen!  pj^aeparatoriam  attinet,  observo,  Oanonis  terminos 
temiinis  respondentibus  dati  schematis  aut  superiores  esse  aut  iis  aequales, 
cum  e  dato  schemate  propositüm  sit  Canonem  eruere  addendo  eingulis  serie- 
bus  tantum  quantitates  positivas  aut  evaneseentes.  ünde  in  quaque  Canonis 
verticali  maximum  aut  superat  aut  aequat  maximum  in  eadem  verticali  dati 
schematis.  In  Canone  autem  invenitur  in  quaque  serie  maximum,  ideoque 
terminus  aliquis,  qui  maximum  in  eadem  verticali  dati  scbematis  aut  superat 
aut  aequat,  unde  quamque  dati  schematis  seriem  maximo  destitutam  tali  augere 
debemns  quantitate,  ut  unus  ejus  terminus  maximum  ejusdem  verticalis  superet 
aut  aequet.  Quodsi  igitur  quantitates  notamus,  quibus  singuli  seriei  termini 
differunt  a  maxünis  in  eadem  verticali,  quantitas,  qua  series  augenda  est,  non 
minor  esse  debet  quam  illarum  quantitatum  minima.  Unde  quamque  seriem 
maximo  destitutam  augendo  quantitate  minima,  qua  unus  ejus  tenninus  aequalis 
efficitur  maximo  ejusdem  verticalis,  certe  series  illas  non  majoribus  auximus 
quantit-atibus,  quam  ad  Canonem  formandum  flagitatur. 

Post  praeparationem  factam  si  jam  ipse  Canon  prodit,  certo  ille  est 
simplicissimns ;  vidimus  enim  schematis  propositi  seriebus  minimas  quantitates 
positivas  additas  esse,  quibus  fieri  possit,  ut  omnino  Canon  prodeat.  Si  vero 
oondum  Canon  prodiit,  procedendum  erat  ad  serierum  distributionem  in  ti-es 
Classes  assignata^.  Jam  demonstrabo,  ad  Canonem  ^vyi^nAana.  fieri  non  fosse, 
ut  altqua  serierum  Tertiae  Classis  immutaia  maneat. 

In  demonstratione  vocabo  S  schema  praeparatum,  K  Canonem  erutum. 
Semper  suppono,  quod  jam  ad  classilicationem  serierum  poscebatur,  in  .S  cer- 
tiim  maximorum  transversalium  systema  in  spatio  A  ante  oculos  haberi,  ita  ut, 
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si  plura  ejusmodi  dantur  systemata  in  spatio  A,  unum  aliquod  ex  iis  eligenduin 
sit.  Similiter  in  K  suppono,  si  plura  maximorum  transversalium  systemata 
dantur,  unum  eertum  eligi. 

Consideremus  in  S  cunctas  series  superiores  Tertiae  Classis  imtmUatas,  ■ 
si  quae  dantur,  sive  eas,  quibus  nulla  quantitas  additur  Canone  K  formando 
seu  quae  in  S  et  Ä^  eaedem  sunt.  Vocemus  harum  serierum  complexum  H 
earumque  consideremus  maxima  transversalia  in  S  et  .ff  electa,  Dico,  konom 
maxvmoTv.m.  systema  in  S  atque  K  in  iisdem  verticalibus  fore.  Sit  enim  M 
unum  horum  maximorum  in  K,  m  serie  immutata  positum;  cui  respondet  in 
S  terminus  aequalis  ejusdem  seriei  et  ipse  in  sua  verticali  maximus.  Nam 
cum  a  S  ad  AT  per  additiones  positivas  perveniatur,  cujusque  verticalis  termini 
in  S  inferiores  aut  aequales  sunt  respondentibus  in  K;  unde,  si  eorum 
maximo  in  K  aequatur  ejusdem  verticalis  terminus  in  &',  is  a  fortiori  inter 
ejusdem  verticalis  terminis  in  iS  maximus  esse  debet.  Terminus  M  exstare 
debet  in  spatio  A,  cum  series  euperior  Tertiae  Classis  secundum  proprietates 
Classium  stabilitas  non  habeat  terminos  in  sua  verticali  maximos  in  C  positos. 
Vocemus  V  complexum  verticallum,  in  quibus  sunt  serierum  H  maxima  in  S, 
atque  ponamus,  vertiealem,  in  qua  sit  M,  non  pertinere  ad  verticales  V.  Ex- 
stabit  in  S  in  illa  verticali  maximum  N^  M  ad  maxima  transversalia  in  spatio 
A  electa  pertinens,  quare  maximum  N  in  Serie  erit  positum,  quae  non  per- 
tinet  ad  series  H.  Nam  ipsarum  H  maxima  transversalia  electa  in  verticalibus 
V  jacent,  ipsum  iV"  autem  in  verticali  supponitur,  quae  ad  verticales  V  non 
pertinet.  Haec  nova  series  et  ipsa  superior  esse  debet  ad  Tertiam  Ciassem 
pertinens;  nam  maximum  N  in  spatio  A  jacet,  et  e  definitione  Classium  tradita 
sequitur,  si  in  eadem  verticali  sumuntur  omnes  termini  maximi  inter  se  ae- 
quales, series,  in  quibus  positi  sint,  ad  eandem  Ciassem  pertinere.  Jam  si 
ad  Canonem  K  formandum  illi  seriei  quantitas  non  evanescens  addenda  esset, 
terminus  ipsi  N  in  K  respondens  evaderet  major  ipso  N  ideoque  etiam  major 
termino  M  in  eadem  verticali  posito,  quod  fieri  non  potest,  cum  sit  M  in  sua 
verticali  maximum.  Unde  series  illa  ipsa  immutata  esse  debet,  qnod  tarnen 
absurdum  est,  quia  suppositum  est,  series  E  ctmclas  esse  series  Tertiae  Classis 
immutatas.  Unde  ipsum  M  necessario  in  una  verticalium  V  jacet;  quod  cum 
de  quoque  maximorum  M  valeat,  sequitur,  systema  maximorum  transveraalium 
serierum  ■!?  in  Z"  electorum  in  iisdem  verticalibus  esse  atque  systema  maximo- 
rum transversalium  earundem  serierum  H  in  S  electorum,  q.  d.  e. 
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Si  sumuntur  in  S  termini  respondentes  et  aequales  iriaximis  scrierum 
H  in  K,  formabunt  illi  in  S  alterum  systema  terminorum  maximorum  trans- 
versalium,  qui  cum  maximis  serierum  H  in  iisdem  seriebus  horizontalibas  et 
verticalibus  sunt.  M  quod  fieri  non  potest,  nisi  utriusque  systematis  termini  in 
eadem  verticali  positi  inter  se  aequales  sunt,  ünde  eruitur  hoe  Corollaiium; 
si  in  S  in  serie  superiore  Tertiae  Classis  immutata  sumatur  maximum,  in  eadem 
verticali  haberi  in  K  seriei  alicujus  superioris  ejiisdem  classis  maximum  illi 
aequale.  Maxima  autem  in  S  ut  in  Z"  semper  suppono  e  systemate  eleeto 
maximorum  transversalium  sumi. 

Ceterum  eadem  ratione  demonstratur  Propositio  antecedens,  si  II  de- 
signat  complexum  serierum  Seeundae  Classis  immutatarum;  immo  pro  iis  tan- 
tum  Propositio  vi  aliqua  et  significatione  gaudet.  Etenim  Tertiae  Classis  omnino 
non  existunt  series  immutatae. 

Primum  patet,  non  dari  series  inferiores  immutatas.  Si  enira  exstat 
series  inferior  immutata,  sit  M  ejus  maximum  in  Ä"  e  systemate  maximorum 
transversalium  electorum;  idem  teiminus  in  S  erit  maximus  inter  omnes  ejusdem 
verticalis  ideoque  aequivalet  maximo  seriei  alicujus  sviperioris  Tertiae  Classis  in 
eadem  verticali  posito  et  ad  maxima  transversalia  pertinenti*).  At  secundum 
Corollarium  antecedens  in  eadem  verticali  esse  debet  in  K  seriei  alicujus  supe- 
rioris maximum  ad  maxima  transversalia  pertinens,  unde  in  K  haberentur  duo 
maxima  transversalia  in  eadem  verticali,  alterum  in  serie  superiore,  alterum  M 
in  inferiore,  Id  quod  maximorum  transversalium  notioni  contrarium  est. 

Demonstrabo  jam,  si  series  Tertiae  Classis  superior  exstet  immutata, 
etiam,  haberi  inferiorem,  immtitatam,  quod  cum  iieri  non  possit,  probatum  erit, 
neque  superiorem  neque  inferiorem  seriem  Tertiae  Classis  dari  immutatam. 

Ponamus,  dari  seriem  superiorem  Tertiae  Classis  immutatam,  quam  per 
s  designo.  Secundum  definitionem  Tertiae  Classis,  si  s  est  series  superior  Ter- 
tiae Classis,  dabuntur  series  s,  s-i,  i'a,  .  ,  .,  s„^,  tales,  nt.earum  maxima  Jsf, 
Ml,  M2,  .  .  .,  iC-i)  C["*e  e  systemate  maximorum  transversalium  electo  su- 
menda  sunt,  habeant  quodque  in  eadem  verticali  tenninum  aequalem  N^  in 
serie  subsequente,  ultimo  vero  lf„,-i  aequetur  in  eadem  verticali  terminue  N'„_i 
seriei  inferioris,  ut  igitur  bini  /VJ  et  M^^,  sint  in  eadem  serie,  bini  inter  se 
aequales  M^  et  N^  in    eadem   verticali.     Jam   si   series   superior  Tertiae  I 


')  Vide  supra  Tertiae  Classis  delLnitioiiem  p.  209,  210. 
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s  efit  iminutata,  secundum  CoroUarium  antecedens  dabitiu'  m  K  luaximum  ipsi 
M  aequale  et  in  eadem  verticali  positum;  unde  ad  Canonem  foi-mandnm  non 
augeri  potent  series  s^,  alioquin  enim  augeretur  terminus  N  ipsoque  maximo  M 
in  eadem  verticali  posito  major  evaderet.  Unde  seiies  s,  et  ipsa  immutata 
esse  debet,  similiterque  probatur,  omnes  quoque  s^,  s^,  . . .,  *■„._!  nee  non  seriem 
inferiorem  s,„  imniutatam  fore,  quod  fieri  non  posse  vidimus. 

Com  ad  Canonem  formandum  nulla  series  Tertiae  Olassis  immutata 
manere  possit,  sit  f  minima  quantitatiim ,  quibus  iÜae  series  augeri  debent,  ita 
ut,  Omnibus  quantitate  /  auctis,  in  novo  schemate  certe  una  earum  exstet,  quae 
ad  Canonem  formandum  non  amplius  augenda  sit,  sed  immutata  maneat,  Sit  g 
quantitas  minima,  qua  ipsius  S  series  Tertiae  Classis  augentur,  ut  unus  earum 
terminus  aequetur  ejusdem  verticalis  maximo  in  serie  Secundae  aut  Primae 
Classis  posito.  Si  f  <Cff  atque  omnes  series  Tertiae  Classis  quantitate  /' 
augentur,  in  novo  schemate  videmus,  distributionem  serierum  in  Classes  non 
alterari,  sed  quamque  ad  eandem  pertinere  Ciassem  atque  in  S.  Unde  non 
potent  fieri  f<ig;  alioquin  enim  baberetur  schema,  in  quo  daretur  series  ali- 
qua  Tertiae  Classis  immutata,  quod  fieri  non  potest.  Hine  videmus,  quantitatem 
minimam,  qua  series  Tertiae  Classis  augendae  sint,  ut  unus  earum  terminus 
aequetur  ejusdem  verticalis  maximo  in  serie  Primae  aut  Secundae  Classis  posito, 
aequalem  aut  inferiorem  esse  quantitate  minima  earum,  quibus  series  Tertiae 
Classis  ad  Canonem  formandum  augeri  debent.  Unde  sequitur  regula  tradita, 
nunquam  majores  adhiberi  additiones,  quam  ad  Canonem  quemeunque  forman- 
dum neccssarium  sit,  ideoque  Canonem  regula  nostra  eriitum  fieri  simplicissimum. 


Exempliin 


Scliema  propositum. 


11 

7 

6 

4 

6 

4 

11 

11 

13 

11 

11 

3 

11 

12 

8 

11 

15 

14 

9 

6 

8 

19 

10 

16 

35 

11 

12 

22 

18 

15 

15 

20 

24 

9 

24 

10 

18 

23 

21 

19 

23 

21 

5 

U 

10 

37 

31 

20 

40 

19* 

14 

12 

14 

12 

19 

17 

IS- 

17 

17 

9 

17 

18 

15 

IS 

23 

21 

16 

13 

15 

19 

10 

16 

25 

11 

12 

22 

19 

16 

16 

21 

25 

10 

35 

10 

18 

23 

31 

19 

23* 

21 

5 

H 

10 

27 

31 

20 

^ 

yGoosle 


DIFFERENTIALIÜH  VÜLGARIUM  OUJUSCUNQUE.  215 

i'atum  L  Schema  derivatiim  II. 
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In  schemate  proposito  tres  primae  series  et  quinta  termiiiis  maximis 
carent,  Quibus  seriebus  respective  additi  sunt  niimeri  minimi  8,  6,  7,  1, 
quibue  fieri  potuit,  ut  anus  earum  terminus  evaderet  maximvis.  In  schemate 
sie  praeparato  in  quaque  verticali  terminos  maximos  omnes  sublineavi,  insuper 
maxima  transversalia  electa  stellavi  (asterisco  notavl).  Deinde  juxta  scripto  t 
denotavi  series  Tertiae  Classis,  quae  sie  inveniuntur.  Primum  enim  ad  eas 
pertinent  omnes  series  ß,  quae  carent  termino  stellato,  quas  supra  inferiores 
appellavi;  deinde  series  ß,  quae  terminum  stellatam  habent  in  eadem  verticali, 
in  qua  et  aliquis  serierum  cc  terminus  sublineatur;  series  ß  si  praeter  terminos 
stellatos  alios  habent  sublineatos,  in  iisdem  verticalibus  quaeruntur  novi  termini 
stellatij  qui  ad  series  y  pertinent,  et  ita  porro:  omnes  series  «,  ß,  y  etc. 
facillime  inventae  formabunt  Tertiam  Ciassem.  Patet  aiitem,  ad  regulam  ex- 
sequendam  tantum  postulari,  ut  series  Tertiae  Classis  cognoscantur,  neque  dis- 
tribntione    in    Primam    et    Secundam    Ciassem    opus    esse.      Regula    enim    nihil 
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poscit,  nisi  ut  series  Tertiae  Classis  omnes  simul  quaiititate  minima  augeantur, 
qua  fitj  ut  earom  terminus  unus  aequetur  reliquarum  serienim  termino  maximo 
alieui  stellato  in  eadem  verticali  posito.  Totum  igitur  negotium  consistit  in 
hac  augmentatione  serierum,  electione  maximorum  transversaliam  atque  distri- 
butione  serierum  Tertiae  Classis  post  quamque  augmentationem  denuo  effi- 
cienda.  Id  quod  continuandum  est,  usque  dum  series  Tertiae  Classis  non  am- 
plius  inveniuntur,  quo  casu  ad  Canonem  simplicissimum  pervenimus. 

Schematis  totius  post  quamque  mutationem  denao  scribendi  negotium 
variis  artificiis  expediri  potest.  ScUicet,  ut  a  schemate  aliquo  ad  proximum 
transeamus,  non  opus  est,  ut  alios  tenninos  ante  oculos  habeamus,  quam  qui  in 
quaque  verticali  maximi  sunt  et  maximis  proxime  inferiores,  unde  hos  scribere 
sufficit.  Porro  cum  serierum  ordo  non  respiciendus  sit,  sufficit  series  tantum 
augendas  delere  et  auctas  infra  reliquas  scribere,  quae  non  mutantur.  Sed  haec 
et  alia,  quae  commode  in  magna  numerorum  raoie  adliibentur,  melius  cuj  usque 
genio  relinquuntur. 
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ÜBER  DIEJENIGEN  PROBLEME  DER  MECHANIK, 

IN  WELCHEN  EINE  KRÄFTEFUNCTION  EXISTIRT, 

UND  ÜBER  DIE  THEORIE  DER  STÖRUNGEN. 

Einleitung. 
Wenn  ein  freies  System  materieller  Punkte  von  keinen  anderen  Kräften 
getrieben  wird,  als  solchen,  die  von  ihrer  gegenseitigen  Anziehung  oder  Ab- 
stossung  herrühren,  so  kann  man  die  Differentialgleichungen  ihrer  Bewegung 
vermittelst  der  partiellen  Differentialquotienten  einer  einzigen  Function  der 
Coordinaten  der  Punkte  auf  eine  einfache  Weise  darstellen.  Lagrange,  wel- 
cher zuerst  diese  wichtige  Bemerkung  gemacht  hat,  hat  zugleich  aas  dieser 
Fomi  der  Ditferentialgleichungen  grossen  Vortheil  für  die  analytische  Mechanik 
gezogen.  Es  musste  daher  die  hohe  Aufmerksamkeit  der  Mathematilier  ei-- 
regen,  als  Herr  Hamilton,  Professor  der  Astronomie  in  Dublin  und  könig- 
licher Astronom  für  Irland,  in  den  Philosophical  Transactions  nachwies,  dasa 
man  in  dem  gedachten  Falle  der  Mechanik  auch  sämmtHche  Integralgleichungen 
der  Bewegung  vermittelst  der  partiellen  DiflPerentialquotienten  einer  einzigen 
Function  auf  eben  so  einfache  Weise  darstellen  kann.  Es  ist  dies  ohne 
Zweifel  die  bedeutendste  Erweiterung,  welche  die  analytische  Mechanik  seit 
Lagrange  erfahren  hat.  Ich  werde  im  Folgenden  die  von  Hamilton  gefun- 
denen neuen  Fundamentaltheoreme  aus  den  bekannten  Differentialgleichungen 
nach  Anleitung  des  Verfassers  ableiten  und  einige  wesentliche  Erweiterungen 
derselben  angeben,  welche  in  einigen  Fällen  sogar  für  die  wirkliche  Ausfüh- 
rung der  Integrationen  bisher  nicht  bemerkte  VortheUe  darbieten.  Die  Theo- 
reme Hamilton's,  in  ihrer  Verallgemeinerung  aufgefasst,  fühi-en  die  Integi-a- 
tion  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  auf  die  Integration  einer  ein- 
zigen, nicht  linearen,  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück. 
Die  Theorie  dieser  partiellen  Differentialgleichungen  erhält  auf  diese  Weise 
eine   erhöhte  Wichtigkeit,    indem   von   ihr  ein  bedeutender  TheÜ  der  Probleme 
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der  Mechanik  abhängig  gemacht  wird,  unter  welchem  die  Bewegung  dei- 
Körper  unseres  Sonnensystems  mitinbegi'iffen  ist.  Man  hat  diese  Theorie  mit 
Unrecht  bisher  durch  die  Arbeiten  von  Lagrange  und  Pfaff  für  abgethan  er- 
achtet, während  sie  noch  einen  grossen  Spielraum  für  Untersuchungen  dar- 
bietet, welche  eben  so  viel  neue  uiid  wichtige  Resultate  für  die  Mechanik  ver- 
sprechen; die  Theoreme  Hamllton's  selbst  tragen  auf  bedeutende  und  uner- 
wartete Weise  zur  Vervollkommnung  dieser  Theorie  bei,  obgleich  der  Verfasser 
dieses  rein  analytische  Interesse  nicht  hervorgehoben  hat. 

§.  1.     Die  Bewegungsgleichuugen  bei  Existenz  einer  Kräftefunction. 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft. 
Lagränge  hat  den  Differentialgleichungen    der  Bewegung   eines    freien 
Systems  von  n  materiellen  Punkten  in  einem  sehr  ausgedehnten  Falle  die  ein- 
fache und  merkwürdige  Form  gegeben: 

d\.  dU 

rfV;    _   dU 

'    dt^  ds.  ' 

oder  die  den  rechtwinkligen  Coordinaten  parallelen  Coraponenten  der  anf  die 
verschiedenen  Punkte  des  Systems  wirkenden  Ki'äfte  durch  die  nach  den  ent- 
sprechenden Coordinaten  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  einer  ein- 
zigen Function  ausgedrückt.  Dieser  Fall  ti-itt  ein,  wenn  die  Punkte  des  Systems 
gegenseitigen  Anziehungen  oder  Abstossungen  unterworfen  sind;  es  können  über- 
dies die  einzelnen  Punkte  noch  nach  festen  Gentren  gezogen  oder  von  den- 
selben abgestossen,  auch  von  constanten  Parallelliräften  soUicitirt  werden.  Man 
braucht  hierbei  nicht  vorauszusetzen,  dass  jeder  Punkt  von  allen  übrigen  und 
den  festen  Centren  nach  demselben  Gesetze  angezogen  oder  von  denselben  ab- 
gestossen wird;  nur  muss  zwischen  je  zwei  sich  anziehenden  oder  abstossen- 
den  Punkten  des  Systems  die  Oleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  statt- 
finden. Die  Function  ü,  deren  partielle  Differentialquotienten  die  Kräfte  geben, 
kann  man  die  Kroftefunction  nennen.  Für  n  Punkte,  die  sich  nach  dem 
Newton' sehen  Gesetze  anziehen,  wird  sie  z.B. 
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',^  die    gegenseitige  Distanz  zweier  Punkte  des  Systems  bedeutet,    deren 
m,.  und    m^   sind,    und    die  Summe    auf  alle  Combinationen  je    zweier 
Punkte  ausgedehnt  wird. 

Wenn  da^  System  nicht  frei,  sondern  irgend  welchen  Bedingungen  un- 
tei'worfen  ist,  sei  es,  dass  die  Punkte  desselben  mit  einander  oder  mit  festen 
Punkteo  ii"gendwie  verbunden  oder  gezwungen  sind,  sieh  auf  gegebenen  Ourven 
oder  Oberflächen  zu  bewegen,  so  bat  Lagrange  durch  glückliche  Einführung 
von  Multiplicatoren  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  dieselbe  einfache 
Form  zu  erhalten  gewuest.  Es  seien  die  Bedingungen  des  Systems  ausgedrückt 
durch  die  zwischen  den  Coordinaten  der  materiellen  Punkte  gegebenen  Glei- 
chungen 

/  =  0,      t/i  =  0,     etc. 

so  erhält  man  für  jeden  Punkt  des  Systems,   dessen  rechtwinklige  Coordinaten 
^'^-j  l/i,  -2;  sind,  und  dessen  Masse  W;  ist,  die  Gleichungen: 
d'^i  6U  df  d<p 

m -^75—  =  -3 \-^-ä l"^i~ä \ — ! 

'    dt^  öx.  C.X.         '  ox. 

d^y.  eU  df  d(p 

m  —i-r' ■  =  -^ l-A-ä- — HA  -5—- H , 

'dt''  öl/.  Ol/.         '   öy. 

d^z.  du  df  d<p 

'    ar  öz^  OS,  '   dz. 

in  welchen  Formeln  die  verschiedenen  Multiplicatoren  X,  X^,  etc.,  welche  in 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  verschiedenen  Functionen  /,  f/>,  etc. 
multiplicirt  sind,  für  alle  Punkte  des  Systems  dieselben  bleiben.  Man  erhält 
die  Multiplicatoren  vermittelst  der  Auflösung  bloss  linearer  Gleichungen  durch 
die  Coordinaten  der  Punkte  und  ihre  nach  den  Coordinatenaxen  zerlegten  Ge- 
schwindigkeiten ausgedrückt,  indem  man  die  vorstehenden  "Werthe  der  zweiten 
Ableitungen  der  Coordinaten  in  die  zweiten  Ableitungen  der  Bcdingungsglei- 
chimgen  /  =  0,  5p  =  0,  etc.  substituirt. 

Man   kann  immer   ein  Integral   der  vorstehenden  Difierentialgleichungen 
erhalten,    welches    von    den  Bedingungen    des   Systems    unabhängig  und  unter 
dem   Namen    des   Princips    der   Erhaltung    der    lebendigen   Kraft    bekannt  ist. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  vorstehenden  Differentialgleichungen  mit 
dx.        dy.        dz. 
~W     "dT'     IT 
und   addirt  alle   ähnlichen  Gleichungen,    die  man  für  die  verschiedeneii  Punkte 
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des  Systems  erhält,  so  verschwinden  die  in  "die  MtiltipHcatoren  Z,  ^i,  etc. 
multiplicirten  Ausdrücke  vermöge  der  Bedingungsgleiehungen  des  Systems,  und 
die  beiden  Seiten  der  Gleichung  werden  integrabel.  Man  erhält  nach  ge- 
scheliener  Integration  die  Gleichung: 

oder,  wenn  man  mit  v^  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  dessen  Masse  m,  ist, 
bezeichnet, 

wo  h  eine  hinzugefügte  willkürliche  Constante  ist.  Bezeichnet  man  mit  v%  U 
die  Werthe  von  v^  und  V  zu  irgend  einer  Zeit  ^o,  so  kann  man  die  vorstehende 
Gleichung  auch  so  schreiben: 

\\2m.v.v.—2m.vy(\  =  U—U\ 
Den  Ausdruck 

2m. v} 

nennt  man  die  lebendige  Kraft  des  Systems.  Die  vorstehende  Gleichung  besagt 
also,  da^s,  wenn  ein  System  materieller  Punkte,  auf  welches  Kräfte  der  oben 
angegebenen  Art  wirken,  und  welches  irgend  welchen  Bedingungen  miterworfen 
ist,  in  einer  gewissen  Zeit  durch  seine  Bewegung  aus  einer  Position  in  eine 
andere  rückt  und  man  die  Bedingungen  des  Systems,  d.  h.  die  Verbindungen 
der  Punkte  unter  sich  oder  mit  andern  festen  Punkten,  oder  die  Curven  oder 
Flächen,  auf  denen  die  einzelnen  Punkte  sich  zu  bewegen  gezwungen  sind,  auf 
irgend  eine  beliebige  Art  abändert,  jedoch  so,  dass  das  System  wieder  in  einer 
gewissen  Zeit,  während  dieselben  Kräfte  darauf  wirken,  durch  seine  Bewegung 
aus  der  ersten  Position  in  die  zweite  rücken  kann:  der  Gewinn  oder  Verlust 
an  lebendiger  Kraft  am  Ende  der  Bewegung  in  beiden  Fällen  ganz  der  näm- 
liche ist  oder  sich  unverändert  erhält.  Dieses  ist  die  Eigenschaft  des  Systems, 
welche  man  die  Erhaltimg  seiner  lebendigen  Kraft  genannt  und  welche  dem 
Principe  seinen  Namen  gegeben  hat. 

Die  obige  Form  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  kann  auch 
noch  auf  den  Fall  ausgedehnt  werden,  wo  die  Punkte  des  Systems  nach  an- 
deren beweglichen  Oenti-en  gezogen  werden,  wenn  dieselben  von  den  Punkten 
des  Systems  keine  Beachoii  erleiden  und  ihre  Bewegung  anderweitig  gegeben 
ist.  Dies  wäre  z.  B.  der  Fall  der  Bewegung  eines  Kometen,  der  von  den 
Körpern   des  Sonnensystems  angezogen   wird,    wenn  man  die  Bewegung  dieser 
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letzteren  als  bekannt  voraussetzt.  Die  Kräftefunction  U  enthält  dann  noch 
ausser  den  Coordinaten  der  Punkte  des  Systems  die  Zeit  t  expUcite,  und  der  Satz 
von  der  lebendigen  Kraft  hört   auf  seine  Gültigkeit  zu  haben.     Die  Gleichung 

wird  nämlich  fiir  diesen  Fall 

wenn  -vj  -  den  partiellen  Differentialquotienten  von  ü  nach  t  bedeutet,  inso- 
weit t  in  1/  noch  ausser  den  Coordinaten  der  Punkte  vorkommt.  Ebenso- 
wenig gelten  für  diesen  Fall  die  anderen  Principe  der  MeehanUt.  In  einem 
besondern  Fall  indessen,  der  für  mehrere  Bewegungen  im  Sonnensystem  eine 
bedeutende  Annäherung  abgiebt,  wenn  man  nämlich  die  Bewegung  eines 
masselosen  Punktes  sucht,  der  von  zwei  Körpern,  die  sich  in  einem  Kreise 
gleichförmig  um  ihren  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  drehen,  nach  dem 
Newton'schen  Gesetze  angezogen  wird,  habe  ich  ein  neues  Integral  gefunden, 
welches  eine  gewisse  Combination  der  beiden  Principe  von  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  und  der  Erhaltung  der  Flächen  darbietet. 

Die  obige  Form  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  bietet  den 
Vortheil  dar,  dass  man,  von  ihr  ausgehend,  mit  Leichtigkeit  die  Probleme  der 
Mechanik  dem  Caicul  unterwerfen,  die  bekannten  Principien  der  Mechanik  be- 
weisen und  gehörig  begrenzen,  ferner  alle  für  nöthig  erachteten  analytischen 
Transformationen  der  Gleichungen  ausführen  kann;  endlich  ist  es  durch  diese 
Form  möglich  geworden,  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  die  ge- 
genwärtig von  ihr  erreichte  grosse  Vollkommenheit  und  Allgemeinheit  zu  geben. 
Aber  in  neuester  Zeit  hat  Hamilton  aus  dieser  Form  der  Differentialgleichungen 
Folgerungen  gezogen,  welche  trotz  ihrer  Einfachheit  und  Fruchtbarkeit  den 
Analysten  bisher  entgangen  waren,  und  welche  ihn  darauf  geführt  haben,  die 
oben  näher  bezeichneten  Probleme  der  Mechanik,  für  welche  die  Differential- 
gleichungen die  in  Rede  stehende  Form  haben,  unter  einem  ganz  neuen  Ge- 
sichtspunkte darzustellen.  Dieser  Gesichtspunkt  wird  desto  wichtiger,  weil  er 
in  Verbindung  mit  anderen  Erweiterungen  des  Integralcalcüle  für  die  Integration 
der  erwähnten  Differentialgleichungen  die  merkwürdigsten  Vortheiie  darbietet. 
Man  findet  die  Arbeiten  Hamilton's,  von  denen  ich  hier  reden  wiU,  in  den 
Philosophical  Transactions  der  Royal  Society  in  zwei  Abhandlungen  (1834  P,  II, 
1835  P.  I}. 
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§.  2.     Die  llamiltoii'sclie  Form  der  Integralgleichungen.     Die  Grundfunctioii. 

Wie  Lagrange  die  Differentialgleichungen  der  Mechanik  in  den  ge- 
dachten Fällen  durch  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  einzigen  Function 
darstellt:  so  hat  Hamilton  gezeigt,  dass  auch  sämmtliche  Integrale  derselben 
durch  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  einzigen.  Function  dargestellt 
werden  können.  Ich  werde  mich  im  Folgenden  zunächst  auf  die  Betrachtung 
eines  ganz  freien  Systems  materieller  Punkte  beschränken. 

Es  seien  die  Massen  der  n  Punkte  des  Systems  m,,  in^,  m^,  .  .  .,  m„ 
und  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Masse  m,  ist,  x^,  y^, 
Zt;  es  seien  ferner  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Systems,  wie 
oben: 

d%  dU 

(fy^  dÜ 

d-z^  du 

'    d£^  6z.   ' 

in  welchen  Gleichungen  dem  Index  i  die  Werthe  1,  2,  S,  .  .  .,  n  zu  geben 
sind.  Man  hat  so  Zn  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zwischen  den 
Zn  Coordinaten  und  der  Zeit,  deren  vollständige  Integrale  6n  Gleichungen 
zwischen  der  Zeit,  den  Zn  Coordinaten  und  ihren  nach  der  Zeit  genommenen 
Differentialquotienten  sind,  welche  6n  willkQrJiche  Constanten  enthalten.  Man 
setze,  der  Kürze  halber,  die  nach  der  Zeit  genommenen  Differentialquotienten 
der  Coordinaten 

dx.  djj.  dz. 

~dt  ''■'      "dt"^-^''      "rf~         '■ 

und  bezeichne  mit  S  das  Integral: 

S  =  l  [U-\-^Im^(i);\w'.-{-y'.i/'.-i-z'.z'.y]dt. 

Nimmt  man  dann  für  die  6«  willkürlichen  Constanten  in  den  6n  Inte- 
gralgleichungen die  Werthe,  welche  die  Qn  Grössen  x^,  y^,  z^,  ,r,',  y[,  z\  für 
^^0  annehmen,  und  welche  respective  mit  «;,  h;,  c^,  «■,  h\,  cj  bezeichnet 
werden  mögen,  so  geben  die  Integi-algleichungen  des  vorgelegten  Systems  von 
Differentialgleichungen  die  6«  Grössen  ^C;,  j/^,  z^,  x\,  y\,  z\  als  Functionen  von  t 
und  von  ihren  6ft  Änfangswerthen  O;,  6^,  c,-,  aj,  &■,  cj.  Man  erhält  daher 
durch  eine  Integration  nach  t  auch  »S  als  Function  derselben  I 
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Vermittelst  der  ei'wähnteii  Integi'algleichungen  kaiiti  man  auch  die 
6n  Grössen  x'^,  y'i,  z\,  fl|,  6J,  c-  durch  t  und  die  6n  Grössen  a;,.,  y,-,  S;, 
(7,,  6^,  C;  ausdrücken.  Substituirt  man  di^e  Ausdrücke  in  den  gefundenen 
Werth  von  S,  so  wird  auch  S  eine  Function  von  t  und  den  6n  Grössen  a:,., 
1/i,  3f,  «i,  6;,  Ci,  d.  h.  S  wird  eine  Function  der  Coordinaten  der  Orte,  welche 
die  Punkte  des  Systems  in  zwei  verschiedenen  Positionen  desselben  einnehmen, 
und  der  Zwischenzeit,  welche  das  System  gebraucht  hat,  um  aus  einer  Position 
in  die  andere  zu  kommen.  Kennt  man  auf  irgend  eine  Art  diesen  Ausdruck 
von  S  durch  t  und  die  6n  Grössen  x^,  yt,  2,,  O;,  i,,  Cj,  so  geben  nach  Ha- 
milton die  nach  diesen  letzteren  genommenen  partiellen  Differentialquotienten 
von  S  unmittelbar  die  Ausdrücke  der  6n  übrigen  Grössen  ic-,  y'-,,  z\,  ö-,  J,',  cj 
durch  dieselben  Grössen  t,  x-,,  t/„  «;,  O;,  i^,  c,-  und  mithin  die  sämmtlichen 
fin  Integralgleichungen  des'  Problems. 

Man  hat  nämlich,  wie  Hamilton  zeigt,  die  Gleichungen: 


SS 
So, 

ai>, 

as 

dS 

Sc; 

in  welchen  dem  Index  '('  wieder  seine  n  Werthe  1,  2,  3,  . . .,  jj  zu  geben  sind. 
Die  3  ra  Gleichungen  rechts  sind  die  endlichen  Gleichungen  der  Bewegung  selbst, 
d.  h.  3n  Gleichungen  zwischen  den  Zn  Coordinaten  a;,-,  i/;,  z.:  und  der  Zeit  t 
mit  6«  willkürliehen  Constanten  öj,  6,,  c,-,  aj,  h\,  cj.  Die  Gleichungen  links 
sind  die  3n  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  der  Zeit  t,  den 
Coordinaten  x^,  ^,-,  z^,  und  ihren  nach  der  Zeit  genommenen  Differentialquo- 
tienten x\,  y'i,  z\  mit  nur  Zn  willkürlichen  Constanten  a^,  ij,  c^.  Diese  letzteivsn 
Gleichungen  nennt  Hamilton  auch  die  Zwischenintegi'ale.  Die  Function  der 
Zeit  t,  der  Coordinaten  der  Punkte  des  Systems  und  der  einer  Zeit  ^  =  0  ent- 
sprechenden anfänglichen  Werthe  derselben,  welche  im  Vorstehenden  mit  S 
bezeichnet  ist,  und  welche  allein  sämmtliche  Integralgleichungen  des  Problems 
giebt,  nennt  Hamilton  die  charakteristische-  oder  die  Grundfunction. 

Die  vorstehenden  Formeln  gelten   auch   dann,    wenn   die  Kräftefunction 
U  die  Zeit  t  expHcife  enthält,  auf  welchen  Fall  Hamilton  seine  Untei-suchungen 
nicht  ausgedehnt  hat.     Wenn  U,  wie  Hamilton  dieses  voraussetzt,  und  wie  es 
V.  29 
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insgemein  der  Fall  ist,  eine  blosse  Function  der  Coordinaten  ist,  welche  nicht 
ausserdem  noch  die  Zeit  t  explicite  enthält,  so  kann  man  die  Function  S  auf 
eine  einfachere  Weise  deiiniren,  als  es  oben  geschehen  ist.  In  diesem  Falle 
gilt  nämlich,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  oder  die  Gleichung 

und  man  hat  daher 

S  =    r  {U-^^2mß'.x'.-^y'.\j'.-\-z\z'.y\dt 

=  2^'üdt+ht, 

in  welchen  Formeln  man  die  willkürliche  Constante  h  ebenfaUs  durch  die  An- 
fang- und  Endwerthe  der  Coordinaten  auszudrücken  hat. 

Um    die    partiellen    Differentialquotienten    der    Function    S    nach    allen 
Grössen,  die  sie  enthält,  zu  kennen,  muss  noch  der  Werth  von 

St 
angegeben   werden.     Bedient  man   sich,    wie  bereits  im  Vorigen  geschehen  ist, 
der   Charakteristik    6   für   die   partielle   Diiferentiation,    dagegen   der  Charakte- 
ristik d,   wenn  man    die  Coordinaten  x,-,    i/^,    ^j  als  Functionen   der  Zeit  t  be- 
trachtet und  nach  t  vollständig  difFerentiirt,  so  hat  man: 

ds  _  es     ^/  es    ,     es   ,     es   ,1 

dt    ^    dt  \b^,.  '^■^  öyi'^'      cz.  M' 

wenn  man  xinter  dem  Summenzeiehen  dem  i  seine  Werthe  1,  2,  3,  .  .  .,  n 
giebt.     Substituirt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe 

ds  _     ,     ^ds_ _     ,     _6S_ ^ 

da:.  '  *'       dy.  ''  ■'       6s.  '  '' 

so  verwandelt  sie  sich  in  folgende: 

dS  dS        ,,,,,,,,,  ,^ 

Andererseits  aber  erhält  man  aus  der  für  S  gegebenen  Definition 

~dr  =  u+^^m^(^:<+!/:yl+^>-)' 

und  daher  durch  Vergleichung  beider  Ausdrücke 
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welches    der   verlangte    partielle  Differentialquotient   von  W   nach   t   ist.     M''emi 
U  nicht  t  explicite  enthält,  so  geht  diese  Gleichung  zufolge  des  dann  geltenden 
Satzes  von  der  lebendigen  Kraft  über  in 
_dS    _ 
dt~  '~        ' 
welche  Formel  den  Ausdruck  der  Constante  h  durch  die  Zeit  und  die  Anfangs- 
und  Endwerthe  der  Coordinaten  giebt. 

Die  Grundfunction  kann  zugleich  mit  den  Variabein,  welche  sie  enthält, 
auf  mannigfache  Weise  abgeändert  werden,  ohne  ihre  charakteristische  Eigen- 
schaft zu  verlieren,  das  heisst  ohne  dass  sie  aufhört,  durch  ihre  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten die  Integralgleichungen  des  Problems  zu  geben.  Hamilton 
giebt  mehrere  Functionen  an,  welche  man  zur  Grandfunction  wählen  kann. 
Die  merkwürdigste  von  diesen  ist  die  von  ihm  seiner  ersten  Abhandlung  zu 
Grunde  gelegte,  in  welcher  er  statt  der  Zeit  t  die  Grösse 

^2m;(iiclail-\-i/ly[+e[s[)—U=  H, 
welche  nach   dem  Satze  von  der  lebendigen  Kraft  eine  Constante  h  wird,    als 
Variable  einführt,    während  die  Übrigen  Variabein  der  Grundfunction  unverän- 
dert bleiben.    In  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  w-d,  wenn  man  die 
Masse  desselben  und  die  Constante  der  Anziehungskraft  der  Sonne  gleich  1  setzt, 

"--^ 

wo  a  die  halbe  grosse  Axe  der  Bahn  bedeutet.  Für  diesen  Fall  ist  also  diese 
Wahl  der  Variabein  der  Grundfunction  dieselbe,  die  man  mehreren  Untei-su- 
ehungen  in  der  Planeten-  und  Kometentheorie  zu  Grunde  gelegt  hat,  in  wel^ 
eben  man  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  Coordinaten  und  die  grosse 
Axe  die  Zwischenzeit  und  die  übrigen  Elemente  der  Bahn  ausdrtickt. 

Man  kann  die  neue  Grundfunction  aus  der  Function  S  durch  folgende 
Betrachtung  ableiten.  Differentiirt  man  S  gleichzeitig  nach  allen  Grössen,  die 
es  enthält,  so  wird  zufolge  der  oben  gegebenen  Formeln: 

^f  es   ,        8S    .,  ■     dS 

~,SmXa[th^+l<[M,+c\de^). 

29  • 
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Setzt  man 

S  =  —m+v, 

HO  folgt  hieraus  ' 

dV  =  tdB-\-:im.(d''.da).-i-}/'.di/.-i-z'.dz.') 

—lm.(a'.da.-]-b'.db.+c'.dc.). 
Wenn   man    daher  zu  Vanabeln    der  Function  V  die  Anfangs-   und  Endwerthe 
der  Cooi'dinaten  und  die  Grösse 

nimmt,  so  erhält  mau  unmittelbar  durch  die  nach  diesen  Variabein  genom- 
menen partiellen  DiiFerentialquotienten  von  V  die  Gn  Grössen  x[,  y\,  z'-,,  a\,  h\, 
c\,  und  die  Zeit  t.  Die  vorstehende  Gleichung  giebt  nämlich  die  Werthe  der 
6/H-l   partiellen  Differentialquotienten  von  V: 


SV 

av 

ar 

av            ,, 

dV 

av 

SF 

SH    ' 

^  i. 

L  man  die  W( 

irthe  von  ^S  und  H  sijbstitnirt 

Die  Function  V  wird. 

Dieser  Ausdruck  wird   für    den   Fall,    wo   der  Satz    von  der  lebendigen  Kraft 
gilt  und  daher  If  eine  Oonstante  wird,  viel  einfacher.     Man  hat  dann  nämlich: 

[^SmXx-.xl+i/'.^l+^^z-)-  ü]t  =  Ht^j'Hdt  =j\\:Sm.(a,\x'.-\-y'Aj\^z'.z\')~U'\dt, 
und  daher 

Dies  ist  der  von  Hamilton  gegebene  Ausdruck  von  V.  Weil  in  dem- 
selben die  unter  dem  Integralzeichen  in  das  Zeitelement  multiplicirte  Grösse 
die  lebendige  Kraft  ist,  nennt  Hamilton  die  Function  V  auch  die  angehäufte 
lebendige  Kraft. 
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Wenn  die  Kräftefunction  ü  nicht  t  explicite  enthält,  kan,n  man  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  bloss  als  Gleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  den  ßra  Grössen  x^,  y^,  z^,  x'^,  y\,  z\  ohne  t  betrachten.  Man  kann 
nämlich  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  folgendermassen  darstellen: 


oder  durch  die  Proportion 


da. 

i; 

30 

"Sf 

=  K' 

'"'  "dt 

~  ^7' 

=  )':• 

3(7 
-TS/T' 

dn, 

«is! 

30 

-IT 

=«;. 

'"'"W 

~^' 

011 

i, 

<fc,     : 

...:     <ii-,: 

*, 

* 

*.     ^ 

...:     %.: 

<fe, 

Cfe; 

dz,     : 

...:     &.: 

<ü; 

rf»; 

*;     : 

...:     <&;: 

« 

« 

*     : 

...:     d,;: 

di[ 

&; 

*;     : 

...:     <&;: 

=  < 

< 

4     ■ 

■■■■      *'!  = 

j; 

i/j 

A    ■ 

••••       'L 

z[ 

4 

4    ■ 

...:       sj: 

1   SI7 

}_aü 

ji^ap 

1    317 

Sjai; 

%  6*j 

™3  ÖÄj  ' 

■■■■m,ä^ 

LitE 

1^ 

1  a!7 

1   3C7 

»Ml  9)/, 

m,_Sy^ 

s;%' 

-'s;;?: 

1  du 

i_an 

1  atj 

1   du 

m,  Ö3, 

m.j  ösg 

Sjb;^- 

""\  ^^. 

in  welcher  t  nicht  mehr  vorkommt.  Diese  Proportion  vertritt  die  Stelle  von 
Qn — 1  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  den  Qn  Grössen  x^,  y^, 
^i,  v'i,  y'i,  2,',  welche  sieh,  wenn  man  den  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  be- 
nutzen will: 

^2m-(x'.x'.-]-y'-y'--i-s'-z[')  =  ü+h, 

auf  6«,  — 2  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  6n— 1  Variabein 
rednciren.  Hat  man  diese  Gleichungen  vollständig  integrirt  und  dadurch  alle 
ihre  Variabeln   durch   eine  von   ihnen,    z.  B.    x^,    die   willkürliche   Constante  h 
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und  ()?/.  —  2  andere  wdllkürliche  Constanten  ausgedrückt,  so  erhält  man  die  Zeit 
t  durch  eine  einmalige  Quadratm-  vermittelst  der  Formel: 

/dx, 
^"' 

wo  T  eine  neue  willkürliche  Constante  ist.  Die  Integration  der  Zn  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  kommt  daher,  wenn  JJ  nicht  (  explicite  enthält, 
auf  die  Integration  von  6«  — 2  Diflerentialgleiehungen  erster  Ordnung,  den  Satz 
von  der  lebendigen  Krai't  und  eine  einmalige  Quadratur  zurück.  Wenn  t  auch 
explicite  in  U  enthalten  ist,  also  das  eine  Integral  der  lebendigen  Kraft  nicht 
mehr  gilt,  hat  man  zwei  Integrationen  mehr  auszufühi-en. 

Zur  Auffindung  von  V  braucht  man  nur  die  6n  — 1  Gleichungen  zwi- 
schen den  %n  Grössen  Xi,  y^,  z,,  x'i,  y\,  z\  zu  kennen  %m.d  hat  nicht  nothig  die 
Quadratur,  welche  t  giebt.  auszivführen.  Man  kann  nämlich  den  oben  gegebenen 
Werth  von  V  folgendennassen  darstellen : 

wo  das  Integral,  wenn  man  alle  Grössen  durch  x^  ausgedi-ückt  hat,  von  x^  =  a^ 
an  zu  nehmen  ^t,  für  welche  Grenze  man  gleichzeitig  hat: 
ro:,  dx, 

•  =  J    -«;  ■ 

Kennt  man  also  die  ^^i  —  1  Gleichungen  zwischen  den  Gh  Grössen  x^,  y^,  s,, 
x[,  y\,  z'i,  so  werden  t  und  V  unabhängig  tion  einander  durch  je  eine  Quadratur 


Es  giebt  einen  sehr  ausgedehnten  Fall ,  der  auch  die  Bewegung  der 
Himmelskörper  in  sich  begreift,  in  welchem  die  beiden  Quadraturen,  durch 
welche  man  t  und  V  findet,  auf  einander  zurückgeführt  werden  können,  so 
dass,  wenn  man  t  bereits  gefunden  hat,  es  keiner  anderen  Quadratur  bedarf, 
um  V  zu  finden,  und  umgekehrt.  Es  findet  dies  statt,  wenn  U  eine  homogene 
Function  der  Coordinaten  ist.  Ist  nändich  dieselbe  von  der  Dimension  s,  so 
beweist  man  leicht  die  Formel: 

— 2m.(a.a'^-'rb^b\-\-c^c['). 
Hat  man  also  t  und  die  Grösse 
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durch  h  und  die  6n  Grössen  x^   y^,   z^,   a^,    b^,   c^  ausgedrückt,   so  kennt  man 
durch  die  vorstehende  Forme],    ohne  weiter  eine  Quadratur  auszuführen,    den 
verlangten  Ausdruck    der   charakteristischen  Function   V.     Für  das  Weltsystem 
wird,  wie  oben  angegeben  ist,  die  Kräftefunction 
m.m, 

also  eine  homogene  Function  der  Coordinaten  von  der  (—  1)""  Dimension. 
Setzt  man  daher  s  =  —1,  so  erhält  man  für  das  Weltsystem: 

—2m.(a^al-{-b.b[+c.c'.). 
Man    sieht   übrigens    aus   diesen  Formeln,    dass  man,    wenn  Ü  eine   homogene 
Function  der  Coordinaten  ist,  nicht  nur  F,  sondern  auch  noch  das  neue  Integral 

allgemein  angeben  kann. 

Wenn  ü  von  der  ( —  2)'^"  Dimension  ist,  welches  der  Fall  ist,  wenn  die 
Anziehungen  sich  umgekehrt  wie  die  Guben  der  Entfernungen  verhalten,  so 
kann  man  V  nicht  mehr  durch  die  vorstehenden  Formein  bestimmen.  Diese 
geben  aber  zwei  neue  Integrale,  nämlich  die  Gleichungen: 

2m.(x/i-\-ytl/'t~i-^,sl)  =  ß-h2ht, 
wo  a,  ß  willkürliche  Constanten  sind. 

Ich  will  noch  bemerken,  dass  man  aus  dei'selben  Quelle  einen  Satz  ab- 
leiten kann,  der  sich  auf  die  Stabilität  des  Weltsystems  bezieht.  Sind  X,  Y, 
Z  die  Coordinaten  des  Schwerpunkte  des  Systems,  und  setzt  man 

X'  =  ^^-       Y'  =  --       Z'  =  — 

dt   ''  dt  ''       '  dt  ^ 

so  kann  mau  den  Ausdruck 

die  lebendige  Kraß  des  Systems  um  seinen  Schwerpunkt  nennen  und  leicht  den 
Satz  beweisen,  dass,  wenn  irgend  ein  freies  System  von  Köi-pern,  welche  sich 
umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen  anziehen,  stabil  sein  soll,  seine 
lebendige  Kraft  um  den  Schwerpunkt  abwechselnd  grösser  und  kleiner  werden 
muss  als  die  Kräfiefunctlon,    aber  immer  kleiner  bleiben  muss  als  der  doppelte 
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Werih  der  letzteren.  Wenn  ftir  irgend  einen  Zeitmoment  also  die  lebendige 
Kraft  um  den  Schwerpunkt  des  Systems  grösser  als  die  doppelte  Kräftefunction 
oder  der  doppelten  Kräftefunction  gleich  ist,  so  weiss  man,  dass  das  System 
oder  wenigstens  einige  seiner  Theile  ins  llnendiiche  auseinandergehen. 

§.  3.     Die  charakteristische  Function  für  die  Plauetentieweguiig. 
Um    ein    einfaches   und   lehrreiches   Beispiel   zu  haben,    wollen    wir  die 
charakteristische  Function  V  für   die    elliptische  Bewegung  eines  Planeten  auf- 
suchen.    Man  nenne  r  den  Radius  Vector,   a  die  halbe  grosse  Axe,    k^  die  an- 
ziehende Kraft  für  die  Einheit  der  Entfernung,  setze  ferner 

'  —  _^ 

'"   ~    df 

und  nenne  r^,  r^  die  Anfangswerthe  von  r.  r'  und  p  die  den  Anfangs-  and 
Endpunkt  der  Bewegung  verbindende  Sehne,  so  wird  nach  dem  von  mir  für 
F  angegebenen  Ausdruck  in  diesem  speciellen  Falle; 

Die  Masse  des  bewegten  Planeten,  die  eigentlich  als  gemeinschaftlicher  Factor 
noch  die  Grössen  V  und  h  afficirt,  habe  ich  hier  =  1  gesetzt,  da  sie  ganz 
aus  der  Rechnung  herausgeht;  für  die  Constante  h  habe  ich  ihren  Ausdruck 
— s— ,  den  sie  für  die  elHptische  Bewegung  annimmt j  eingeführt.  Bestimmt 
man  zwei  Hölfswinkel  s  und  g'  vermittelst  der  Gleichungen: 
.  ,,  '■+''■„ -He 


.siiiHt'  =  -  -^-^ — . 

so  findet  man  aus  den  Formeln,  die  Gauss  in  der  Theona  motus  gegeben, 

rr' — f'yS'p  =  kya(sms- — sine'). 

Rs  wird  ferner  nach  der  bekannten  Lambert'schen  Formel 

ai 
t  =  -7^[e — «iiifi — (*' — sine')), 

und  daher 

=  /;-"|/«[e-l-siii£— (s'+siue')]. 
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Dieser  Ausdruck   von  V  ist  von   dem  Lambert'schen  Ausdruck  von nur 

in  dem  Zeichen  der  beiden  Sinus  verschieden.  Um  denselben,  wie  verlangt 
wird ,  durch  die  Anfangs  -  und  Endw erthe  der  Coordinaten  auszudrücken, 
braucht  man  nur  in  den  Werthen  der  Winkel  e  und  *'  fflr  r,  r,,  und  j>  die 
Ausdrücke  zu  substituiren : 

r    =  V^+f^, 


wo  mit  x^,  yn,  z^  die  der  Zeit  ^  ^  0  entsprechenden  Werthe  der  Coordinaten  be- 
zeichnet sind.  Hamilton  kommt  auf  einem  anderen  "Wege  zu  dem  obigen  Aus- 
druck von  V,  indem  er  zuerst  den  Ausdruck  desselben  ohne  Beweis  für  den  Fall 
eines  beliebigen  Attractionsgesetzes  hinstellt  und  dann  die  besonderen  Formeln 
für  die  elliptische  Bewegung  daraus  ableitet. 
Setzt  man 

i-f-f'  ,       t  —  fi'  „ 

lind  nennt  2f  den  Winkel,  welchen  die  beiden  Radien  Vectoren  bilden,  so  er- 
hält man  nach  einigen  Reductionen  durch  die  partielle  Differentiation  des  für 
V  gefundenen  Ausdrucks  die  nachstehenden  Fonneln: 

BV 


dV 

av 

ar 

'^" 
av 


i)/« 

r  '■-% 

CO./)/,-,- 
41/i 

fa—ti, 

r  ^—2. 

co,/|/„. 

il/ä 

L    & 

OOS/'l/.T 

ty« 
sy« 

'■     e 

»/y.T 


WO    mit  Xg,   )/o, 
bezeichnet   sind. 


sü   die    der  Zeit    i"  =  0    eni 
Der  Winkel  g'  ist,    w 


lienden  Werthe   von   x',   y\    z' 
den  Formeln  der  Tkeoria  molus 


■*)  Die  Winkel  •;  untl  g'  sinii  hiev  diescHien,  welciie  in  der  Tkeork 


■;  bozoiclinet  siEti. 
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erhellt,  die  halbe  Differenz  der  beiden  excentrischeii  Anomalien;  die  beiden 
Grössen  sini/  und  sin;/'  sind  durch  die  Formel  miteinander  verbunden: 

nennt  man  die  beiden  exeentrischen  Anomalien  E  und  En,  so  hat  man  außh: 

cQsy  =  öcos ^ , 

wo  e  die  Excentridtät  bedeutet.  Nennt  man  p  den  halben  Parameter,  so  hat 
man  ferner: 

Sind  «,  fi,  y  die  Winkel,  die  die  Halbirungslinie  des  Winkels  der  beiden  Ra- 
dien Veetoren  mit  den  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  bildet,  so  kann  man  ans 
den  für  x',  y',  etc.  angegebenen  Werthen  auch  folgende  einfache  Auedrücke  für 

^'  —  'K>  y'  —  y'oi  2' — 2o  ableiten: 

,_   , 2kiimf 

■^■*  -  yp     '"""'' 

,       ,  2ksmf 

weiche  Formeln  sieh  ebenfalls  bei  Hamilton  angedeutet  finden.     Von  dem  für 

V  angegebenen  Werthe  kann  man  auch  zu  dem  Lambert'schen  Ausdruck  der 

Zeit  zurückkehren  vermittelst  der  Formel : 

t  =  I-^  -~       ^^       ^  ^"^      5F 
dh  „  — k  k'        6a 

Für  die  paraholische  Bewegung  erhält  man  aus  den  obenstehenden  For- 
meln, indem  man  a  ^  00  setzt: 

yä.B  =  y^.siiie  =  V^T^v-He, 

"[/«.e'  ^  yas.sine'  =  y)'+'"^— t^i 
und  daher  die  charakteristische  Function: 

während  der  bekannte  Ausdruck  der  Zwischenzeit  wird: 


Hiermit  sind  die  hauptsächliehsten  Formeln  abgeleitet,  welche  dazu  dienen 
können,  die  Fomi,  in  welcher  die  Integralgleichungen  der  elliptischen  Bewe- 
gung nach  der  Hamilton'schen  Methode  sich  darstellen,  mit  den  Formen, 
welche  denselben  gewöhnlich  gegeben  werden,  zu  vergleichen. 
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§.  4.     Form  der  Integmlgleichuügeii  für  unfreie  Bewegungen. 
Die    bisherigen    Fonnelri    bezogen    sich   auf  die    Bewegung   eiues    freien 
Systems,  für  welche  die  Diffei-entialgleiehungen 


■^  y, 


du 
eü 


d'z.  _  du 
™'"^~  ~"  ~%" 

gelten.  Aber  Hamilton  hat  bemerkt,  dass  auch  in  dem  Falle,  wo  das  System 
irgend  welchen  Bedingungen  unterworfen  ist,  die  durch  Gleichungen  zwischen 
den  Coordinaten  der  bewegten  Punkte: 

/■  =  0,      y  =  0,      etc. 
ausgedrückt  werden,    die  Integralgleichungen    der  Bewegung  sich  in  einer  ana- 
logen   einfachen    Form    darstellen    lassen.      Gleichwie    nämlich    Lagrange    für 
diesen  Fall  die  Differentialgleichungen  des  Problems  auf  die  Form 
d^ic^  du  df 


^Vi 


dx. 
dU 


dx. 


■^K 


df 


dU 


gebracht  hat,  wo  die  Multiplicatoren  A,  yli,  etc.  vermittelst  der  Gleichungen 
— r4— ^  0,  — rs— =  0,  etc.  bestimmt  werden  können:  so  erhalten  nach  Hamil- 
ton  die  Integralgleichungen  der  Bewegung  die  Gestalt: 


BS        ,     df         ,    dw 

-,-  4-'4-'4-- 

-.<-  ^+'-l^-'.l^-■. 

'  '               da.            ößj         '    da.           ' 

».^-^4-'"l^-'"^--. 

»•.<--^-'"l^-'"^--) 

*)  Die  Reiieituiig  dieser  Gieicliungen  üiidet  sicii  im  vioiteii  Bande  diese 

r  An,g.l, 

SO" 
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Hier  haben  die  Grössen  x,.,  ?/;,  z-,,  ^i,  y\,  e'i,  (U,  l);,  C;,  aU  b\,  cj  dieselbe  Be- 
deutung wie  oben,  iind  f,  (p'\  etc.  bezeichnen  die  Ausdrücke,  in  welche  /' 
9>,  etc.  übergehen,  wenn  man  in  ihnen  a^,  i,-,  c^  für  x^,  y^,  z^  setzt.  Ferner 
bezeichnet  S  ebenso  wie  im  Vorhergehenden  eine  Function  der  Grössen  x^,  y^, 
2i  und  «j,  h;,  C;,  welche  zwar  durch  die  Gleichungen /^  0,  5p  ^  0,  etc.  f^O, 
^"=^0,  etc.  mit  einander  verbunden  sind,  aber  bei  der  Bildung  der  partiellen 
Ableitungen  von  S  sowohl  als  von  f,  <p,  etc.  f,  <p^,  etc.,  als  von  einander  un- 
abhängige Variable  anzusehen  sind.  Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  die  Multi- 
plicatoren  l,  l,,  etc.  der  Zn  ereten  Integralgleichungen  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen -j^  =  0,  -^  =  0,  etc.  durch  die  Grössen  x,-,  y^,  z,,  x^,  y',,  z\  ausge- 
dröckt  werden  können,  und  dass  aus  diesen  Ausdrücken,  wenn  man  in  ihnen 
x^,  i/i,  2;,  a^i,  y\,  z'i  in  a^,  6,-,  c^,  aj,  hl,  c|  verwandelt,  die  Multiplicatoren  /  , 
/",  etc.  dei"  3«,  letzten  Integralgleichungen  sich  ergeben. 

Man  erhält  ganz  ähnliche  Formeln,   wenn  man  die  Function  V  zur  cha- 
rakteristischen Function  annimmt.     Die  Formeln 

ds  _       ■ 

'dt-  -  -^ 
oder 

dV   _ 

dB  ~ 

bleiben  ganz  dieselben  wie  für  ein  freies  System.  Ich  werde  mich  im  Fol- 
genden zunächst  wieder  auf  ein  freies  System  beschränken,  jedoch  auf  den  all- 
gemeineren Fall  später  zurückkommen. 

§.  5.     Die  beiden  partiellen  Differentialgleiclimigen  ei-ster  Onlnuiig,  denen  die 

charakteristische  Function  genügt. 
Das  Auffinden  der  charakteristischen  Function  S  oder  V  nach  der  oben 
gegebenen  Definition  setzt  die  bereits  ausgeführte,  vollständige  Integration  der 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  voraus.  Die  Hamilton'sche  Methode 
giebt  dann  eine  merkwürdige  Art,  wie  man  die  bereits  bekannten  Integrale 
darstellen  kann.  Aber  Hamilton  hat  noch  eine  andere  Definition  der  charak- 
teristischen Function  gegeben,  indem  er  gezeigt  hat,  wie  für  den  Fall,  wo  der 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  S  sowohl  als  V  gleichzeitig  zweien  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  Genüge  leisten.  Diese  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen    vereint   dienen  ihm    zu   einer  neuen  Definition  der  cha- 


y  Google 


UND  ÜBER  DIE  THEORIE  DER  STÖRUNGEN.  237 

rakteristisehen    Function,    welche    die   vollständige  Integration    des    vorgelegten 
Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  nicht  voraussetzt. 

Wir  haben  oben  (p.  227)  frtr  die  charakteristische  Function  S  die  Glei- 
chung gefunden: 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  die  Ausdrücke 
SS_  __ 

SS    _ 

äS    _ 

dz.         "''" 

so  verwandelt  sie  sich  in  die  folgende  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung; 

M^enn  der  Satz  von  (ier  lebendigen  Kraft  gilt,  ist 

ü—\2m.(a^.ai\+y'.y'.+z\z\) 
einer  Constante   gleich.      Bezeichnet  man   daher  mit   17^,    wie   oben,    den   An- 
fangswerth   der  Kräftefunction ,    der  erhalten  wird,    wenn  iBan  in    JJ  für  x,-,   i/;, 
Zi  ihre  der  Zeit  (=0  entsprechenden  Werthe  a^,  6,,  C;  setat,  so  hat  man: 
U  —\2m.(a:\x'.-^y'.y'.+z'.z'.;) 

und  daher  auch: 

Snbstitnirt  man  in  diese  Gieichung  die  Ausdrücke 

es 

da.  •  '' 

es    _  _^^  j, 
ÖÄ,  '  '' 

8S    _  _      , 
de.    ~      '^'^'' 
HO  erhält  man  eine  zweite  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 


M{'^:hi^H-w)>''" 
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welcher  HamUton's  Function  S  ebenfalls  Genüge ,  leistet.  Hamilton  definirt 
demnach  die  Function  S  auch  als  eine  solche  Function  der  Grösse  t,  der  3n 
Grössen  x^,  ?/(,  z^  und  der  Bn  Grössen  «;,  Ä;,  Cj,  welche  gleichzeitig  den  beiden 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

Genüge  leistet.  Hamilton  beweist  aLicli  umgekehrt,  dass,  wenn  die  Function 
S  dieser  Definition  gemäss  bestimmt  ist,  die  3n  endlichen  Gleichungen 

es 

da.  '    ' 


nach  einmal 

üger 

Dlfteretitiation  die  3n 

Integrale 

:  erster 

Ordnung 

dS 

SS 

=  »,!/■. 

3ß 

=  'A 

geben   und 

nach 

abermaliger  Differentiation  die  Differentialgleichnngen 

der 

Be- 

wegui^: 

*"'   dt 
dz\ 

-  =  „ 

d\^ 
'■■    *= 

''   dt' 
d-z, 
''~'dt'^~ 

Sü 
"&,  ' 
äU 

du 

SO   dass  jene    3n  Gleichungen   die    vollständigen   endlichen  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  sind. 

Führt  man  statt  der  Variabein  t  die  Grösse  H  und  statt  der  charakte- 
ristischen Function  S   die  charakteristische  Function  V  ein,    so  definirt  Haniil- 
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ton  ebenso  die  Function  V  als  eine  solche  Function  der  Grössen  II,  x^,  i/,,  S;, 
«;>  ^/)  Ci,  welche  gleichzeitig  den  partiellen  Differentialgleichungen 

Genüge  leistet,  und  beweist,  dass,  wenn  umgekehrt  die  Function  V  dieser  De- 
finition gemäss  bestimmt  ist,  die  Gleichungen 
oV  __  _       , 
~8a.'  '~       '"■"■' 

^  =  -mö' 
dh.  '  ''' 

dV    _  _      _, 

de.  '^'"' 

die  endlichen  Integrale  der  Bewegung  sind,  aus  deren  Differentiation  die  vor- 
gelegten %n  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  sowie  auch  die  oben  an- 
gegebenen 3«  Zwischenintegrale  folgen.  Bei  dieser  letzten  Betrachtung  ist  zu 
bemerken,  dass  die  3«  Constanten  a^,  h\,  Ct  nicht,  wie  in  den  für  die  charak- 
teristische Function  S  gegebenen  Formeln,  alle  ganz  willkürlich  sind,  sondern 
dass  zwischen  ihnen  eine  Bedingungsgleicbung  stattfindet,  indem  sie  der  Glei- 
chung 

\:Sin.{a'.a'.-\-h'.h'.-^c'.c'.)  =  Ü^+B 

Genüge  leisten  müssen.  Die  Grösse  H  wird  hier  bei  der  Integration  der 
beiden  vorgelegten  Differentialgleichungen  als  eine  Constante  betrachtet,  weil  in 
ihnen  kein  nach  H  genommener  Differentialquotient  vorkommt.  Wenn  U  die 
Zeit  (  auch  explicite  enthält,  so  gilt  nur  jedesmal  die  erste  der  beiden  angege- 
benen partiellen  Differentialgleichungen.  Ausserdem  bemerke  ich  noch,  dass 
man  in  diesem  Falle  in  der  Gleichung 


^'Amh-m-m']-^-" 


für  /  in  die  Kräftei'unction  U  den  Ausdruck 

'—    dH 
zn    snbstituii'en   hat,    so    dass   in  diesem  Falle  in  der  partiellen  Differentialglei- 
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cbung  //  als  eine  der  unabhängigen  Variabein  zu  betrachten  ist  und  dabei', 
wenn  die  Zeit  t  in  dei-  Kräftefunction  explicite  vorkommt,  die  Differentialglei- 
chung eine  Variable  mehr  enthält.  Ich  werde  iin  Folgenden,  wenn  ich  mich 
der  Function  V  bediene,  immer  voraussetzen,  dass  U  die  Grösse  t  nicht  ex- 
plicite  enthalte,  also  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  und  in  diesem 
Falle  statt  der  Grösse  H  immer  ihren  conetanten  Werth  h  setzen. 

Wenn  in  dem  letztern  Fall  U  eine  homogene  Function  von  der  Dimen- 
sion f.  ist,   so  beweist  man  leicht,    dass  h   ^^     *'^.  Fnur  von  den  Verhältnissen 

der  Grössen  h^ ,  x,-,  i/,-,  S;,  ö^,  i^,  C;  abhängt.  Hierdurch  kann  man  alsdann 
die  Bestimmung  von  V  auf  den  Fall  reduciren,  für  welchen  h  =  1. 

§.  t>.     Allgoincineres  System  von  Jutegralgleiuhungeii.     Es  genügt,  die  ciiaraktoris tische 
Function  der  ersten  partiellen  Diftereiitialgleicliuug  zu  unterwerfen. 

Wenn  man  es  irgendwie  unternimmt,  die  charakteristische  Function 
nach  der  zuletzt  gegebenen  Definition  aufeusuehen,  so  fällt  es  lästig,  dass  man 
dabei,  wie  Hamilton  verlangt,  gleichzeitig  auf  zwei  partielle  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  Rücksicht  nehmen  soll.  Betrachtet  man  aber  die 
Analysis,  vermittelst  welcher  Hamilton  aus  den  von  ihm  aufgestellten  3« 
endlichen  Gleichungen  die  Zn  Zwischenintegrale  und  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  selber  ableitet,  so  sieht  man,  dass  er  dazu  auf  keine  Weise 
seine  zweite  partielle  Differentialgleichung  gebraucht.  Man  kann  also  von  der- 
selben gänzlich  absehen  und  dann  das  Hamilton' sehe  Theorem  allgemeiner 
und  zweckmässiger  folgendermassen  aussprechen : 

Theorem   I. 
Es   sei  S   eine   Finiction    der  Zeit   t   aud  der   Zn  Coordinaten   x^,    ^,,    z^ 
mit  3n  willkür/ichen  Constanten  a^.  a.,,  a^.  . .  .,  a-^^,  ivelche  der  'iiartiellen  Diffe- 


et 


^mH^Hm-'^ 


Genüge  leistet,  wo  U  irgend  eine  gegeheiie  Function  von  t  und  den  Zn  Grössen 
Xi,  ^j,  Zf  ist;  es  seien  ferner  die  Dißerentialgleichnngen  der  Bewegung  eines  freien 
Systems  von  n  materiellen  Punkten: 
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"i  dl'   "  a.1.  ' 

d's,  du 

'"'~W  "    32,   ' 

werden  die  3n  vollständigen  mdlicJmi  Integrale  der  Bewegung: 
3S 


eis 

J3S_ 
Sil, 


c  =  --. 


«50  /?,,  /?a,  /?3,  .  .  .,  /?a„  3n  HeM«  willkürliche  Gonstemten  sind;  es  werden  ferner 
die  Sn  Integrale  erster  Ordnung: 

(/.r  öS 

'"'TT  °"  15^' 

*,  Sä 

'    dt  dg^  ' 

(fe,  _  as 

in  welchen  Formeln  dem  Index  i  seine  Werthe  1,  2,  3,  4,  .  .  .,  n  zu  gehen  sind. 
Es  ist  noch   zu  bemerken,    dass  im  vorstehenden  Theorem  von  den  Zn 
wiUkiirhclien  Constanten,    welche    die   Function  S   enthalten    soll,    keine    durch 
blosse  Addition  mit  S  verbunden  sein  darf. 

Wir  sehen  aus  dem  vorstehenden  Theorem,  dass  auch  bei  der  allgemei- 
neren Definition,  die  in  demselben  von  der  Function  S  gegeben  wird,  dieser 
die  charalcteristische  Eigenschaft  erhalten  bleibt,  durch  ihre  partiellen  Differen- 
tialquotienten unmittelbar  die  Integralgleichungen  der  Bewegung,  nämlich  die 
3n  endlichen  Integrale  und  die  Zn  Integrale  erster  Ordnnng,  zu  geben.  Nur 
werden  im  Allgemeinen  die  3n  willkürlichen  Constanten  «,,  «a,  »^a,  .  ■  ■,  ß:i,i 
nicht  die  Anfangswerthe  der  Coordinaten  .T,,  y,,  5,-,  noch  die  3n  willkürlichen 
V.  31 
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Constanten    ß^,    ß^,    ß^,    .  .  .,    ß^.„    die   Aiifangswerthe    der   Grössen    — m,-      '  , 

dy  dz.  Ti-  ■  1    ■  ■     ti 

— 7)1,—, — ,    — m. — r^  sein.     Dieses  ist  aber  keineswegs  ein  Naehtheii.  da  gerade 
'   dt    ^  '   dt  °  -         & 

der  Umstand,  dass  nach  der  Hamilton'schen  Methode  Alles  durch  die  Anfangs- 
und Endwerthe  der  Coordinaten  ausgedrückt  werden  soll,  die  Integralgleichungen 
unuöthig  complicirt.  Denn  in  der  Regel  ist  das  Problem,  die  Grösse  S  durch 
die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  Coordinaten  und  die  Zwischenzeit  t  oder  die 
Gonstante  h  anszudiücken ,  nicht  ein  vollkommen  bestimmtes,  sondern  lässt 
mehrere  Lösungen  zu,  wie  z.  B.  bei  der  elliptischen  Bewegung  zwei  Lösungen 
des  Problems  möglich  sind,  und  es  wird  gerade  durch  die  Wahl  der  genannten 
Grössen  in  die  Integralgleichungen  eine  Irrationalität  hineingebracht,  die  dem 
Problem  selber  fremd  ist  und  bei  der  Wahl  anderer  Beetimmungsstücke  ver- 
schwindet, Uebrigens  kann  man,  so  oft  eine  solche  Form  der  Integralglei- 
chungen gefordert  wird,  sie  aus  jeder  anderen  herstellen,  und  es  kommt  zu- 
nächst nur  darauf  an,  irgend  eine  möglichst  einfache  aufzufinden,  weshalb  es 
vortheilhaft  ist,  der  charakteristischen  Function  einen  möglichst  grossen  Spiel- 
raum zu  lassen.  Es  ist  möglich,  dass  Hamilton  gerade  dadurch,  dass  er  un- 
nöthiger  Weise  immer  gleichzeitig  zwei  partielle  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  ins  Auge  fasste,  verhindert  worden  ist,  auf  sein  Theorem  diejenigen 
Vorechriften  anzuwenden,  welche  Lagrange  in  seiner  merkwürdigen  Abhand- 
lung in  den  „Berlmei-  Memoiren"  von  1772  für  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  angiebt,  und  welche,  wenngleich  sie  sich 
nur  auf  partielle  Differentialgleichungen'  erster  Ordnung  zwischen  d?^ei  Variabein 
beziehen,  selbst  in  dieser  Beschränkung  neue  merkwürdige  und  höchst  wichtige 
Theoreme  der  Mechanik  geben,  die  den  Mathematikern  bisher  entgangen 
waren.  Ein  solches  Theorem  habe  ich  vor  einiger  Zeit  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  mitgetheilt ').  Diese  Betrachtungen  erlangen  aber  dadurch 
noch  eine  weit  grössere  Wichtigkeit,  dass  es  mir  seitdem  gelungen  ist,  die 
Lagrange'sche  Methode  auf  jede  Zahl  von  Variabein  auszudehnen,  welche 
Ausdehnung  ich  an  einem  anderen  Orte  bekannt  machen  werde. 

Wenn  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  lässt  sich  das  Ila- 
milton'sche  Theorem  noch  bedeutend  vereinfachen,  indem  man  die  Function 
V  als    charakteristische  Function    einführt,    die   man   dann  so  bestimmen  kann, 

*)  Vgl.   Vorlesimgeii  über  Dynamik,  p.  17(;  der  neuen  Ausgabe. 
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dass  sie  eine  Grösse  weniger  enthält  als  nach  der  Hamilton'schen  Definition. 
Man  kann  nämlich  in  diesem  Falle  folgendes  Theorem  aufstellen: 

Theorem  IL 
„Es  sei  V  eine  Function  der  in  rechtwinkligen  Coordinaten  x^,  y,,  z,-  mit 
3n  —  1    willkürlichen  Constanten   ß^,    a^,    .  .  .,    (v^s«^,,    welche   der  partiellen  Diffe- 
rential^leichunp  erster  Ordnung 

i^Tr[(i5r)+(i57)+ii5-)]-^+-" 

Genüge  leistet,  wo  JJ  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  und  h  eine  Comtante 
ist;  es  seien  ferner  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  freien  Systems 
materieller  Punkte,  deren  Massen  mit  m^,  m^,  . .  .,  m„  bezeichnet  sind, 

d'x.    _   du 
d  y.  dU 


■  dt^    -^  dz,.  ' 

so  werden  die  3n  —  1  endlichen  Gleichungen  zwischen  den  in  Coordinaten  mit 
6n — 1  willkürlichen  Constanten  h,  «i,  a^,  ...,  a^-i,  ßi,  ß^,  .-.,  /?3„_i  durch 
die  Formeln  gegeben: 

«      -      ^^ 


die  Zeit  t  erhält  man  durch  die  Coordinaten  und  3n  +  l  willkürliche  Constanten 
ausgedrückt  vermittelst  der  Gleichung: 

dr 

'+'--87,-' 
wo  T  eine  neue  -willkürliche  Constante  ist;  endlich  werden  die  3  m  Integrale  erster 
Ordnung: 

3r 
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dx.  SV 

•    dt  da:.   ' 

dy.  6V 

'^'  dt    ^  "e^' 
dt.       e  V 

™'    dt     "^  "5i~"' 

welche  Gleichungen  nur  die  ^n  willkürlichen  Constanten  h,  «,,  «»,  ...,  «3„_i  ent- 
halten; dabei  ist  zu  bemerken,  dass  von  den  Sit— 1  willkürlichen  Constanten  «i, 
«0,  . .  .,  «3^1  keine  mit  V  durch  eine  blosse  Addition  verbunden  sein  darf." 

Ich  werde  im  Folgenden  im  Allgemeinen  unter  S  und  V  die  charakte- 
ristischen Functionen  verstehen,  wie  sie  in  den  beiden  von  mir  aufgestellten 
Theoremen  durch  je  eine  partielle  Differentialgleichung  deiinirt  worden  sind; 
in  dem  besonderen  Falle,  wenn  sie  die  von  Hamilton  angegebenen  bestimmten 
Integrale  bedeuten  und  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  Coordinaten 
ausgedrückt  werden,  werde  ich  ausdrückhch  bemerken,  dass  es  die  Hamil- 
ton'schen  Functionen  sind. 

Bei  den  Anwendungen  der  beiden  aufgestellten  Theoreme  bedient  man 
sich  des  ersten  Theorems  oder  der  charakteristischen  Function  S  mit  Vortheil, 
wenn  die  Kräftefunction  die  Zeit  auch  neben  den  Coordinaten  explicite  enthält; 
dagegen  des  zweiten  Theorems  oder  der  charakteristischen  Function  V  in  dem 
insgemein  vorkommenden  Falle,  wenn  die  Kräftefunction  eine  blosse  Fimction 
der  Coordinaten  ist  oder  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt. 

§.  T.     TJeber  den  Zusammen  hang  vorachiodenGr  Systeme  von  Integi'algleichungen,  welche  sich 

aus  verscliierlenen  vollständigen  Lösungen  der  zur  Bestimmang  der  Functionen  S,  V 

dienenden  partiellen  Differentialgleichungen  ergeben. 

Die  charakteristische  Fmiction  S  oder  V  kann  nach  der  verallgemei- 
nerten Definition  derselben,  die  ich  in  den  Theoremen  I  und  II  gegeben  habe, 
sehr  mannigfache  Foi'men  annehmen.  Man  kann  aber  a  priori  wissen,  dass 
jede  Form  immer  auf  dieselben  vollständigen  Integralgleichungen  der  Bewegung 
führen  muss.  Denn  die  aus  der  charakteristischen  Function  abgeleiteten  Inte- 
gralgleichungen genügen  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung,  und  man 
kann  dasselbe  System  von  Differentialgleichungen  nicht  auf  zwei  Arten  vollständig 
integriren,  die  sich  nicht  auf  einander  zurückführen  lassen.  Ich  will  aber,  um 
über  diesen  Gegenstand  grösseres  Licht  zu  verbreiten,    aus  der  Natur  der  ver- 
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schiedenen  Lösungen  selbst,  welclie  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  haben  kann,  nachweisen,  dass  alle  immer  dieselben  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  geben. 

Ist  zur  Bestimmung  einer  unbekannten  Function  w  der  m  unabhängigen 
Variabein  »/,,  y^,  y-i,  .  .  -,  2/™  eins  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
gegeben,  so  ist  im  Allgemeinen  eine  vollständige  Lösung  derselben  jeder  Aus- 
druck von  w  mit  m  willkürlichen  Constanten,  welcher  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  Genüge  leistet.  Aus  irgend  einer  solchen  gegebenen  voll- 
ständigen Lösung  kann  man  die  allgemeinste  Lösung  ableiten,  deren  die  par- 
tielle Differentialgleichung  febig  ist,  und  welche  eine  willkürliche  Function  von 
m  — 1  Ausdi-ücken  involvirt.  Sind  nämlich  «,,  cc^,  .  .  .,  «„,  die  m  willkürlichen 
Oonstanten,  und  ist 

eine  gegebene  vollständige  Lösung,  so  setze  man  eine  der  m  willkürlichen  Con- 
stanten, z.  B.  «,„,  als  eine  willkürliche  Function  der  m  —  1  übrigen  a^,  a^,  ..., 
",n-n  "ii'S  nehme  unter  dieser  Voraussetzung  die  partiellen  Differentialquotienten 
von  /  nach  k,,  «,,  .  .  ,,  «,„_i;  hiernach  erhält  man  den  allgemeinsten  Ausdruck 
von  10,  indem  man  aus  dem  Ausdrucke 

,.  =  / 

die  m  —  1  Grössen  ci^,  a.,,   ....  «,„_,  vermittelst  der  Gleichungen 

eliminirt.  Nachdem  man  aus  der  einen  vollständigen  Lösung  auf  diese  Weise 
die  allgemeinste  Lösung  abgeleitet  hat,  kann  man  aus  dieser  wieder  unzählige 
andere  vollständige  Lösungen  ableiten,  indem  man  die  eingeführte  willkürliche 
Function  auf  irgend  eine  Weise  so  bestimmt,  dass  in  dieselbe  wieder  m  will- 
kürliche Constanten  eingehen. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen,  durch  welche  die  charakteristi- 
schen Functionen  definirt  worden  sind,  enthalten  nicht  die  gesuchte  Function 
selber,  sondern  nur  ihre  partiellen  Differentialquotienten.  Hieraus  folgt,  dass 
man  zu  einem  gefundenen  Ausdrucke  der  Function,  welche  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung Genüge  leistet,  immer  noch  eine  willkürliche  Constante  ad- 
diren  kann.  Von  dieser  Constante  ist  bei  der  Definition  der  Functionen  S  und 
V  abstrahirt   worden,    so    dass   man  zu  ihrem  Ausdruck  eine  willkürliche  Con- 
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stante  addiren  muss,  damit  er  eine  vollständige  Lösung  giebt.  Dein  eben  Ge- 
sagten zufolge  will  ich  einer  vollständigen  Lösung  der  Differentialgleichung, 
durch  welche  w  definirt  wird,  wenn  dieselbe  w  nicht  selber  enthält,  die  Form 
geben: 

^  =  f(^v  ^2'  ■■■'  ?/,„>  «I'  «2'  ■■■)  tfm-i)+K- 
Um  aus  dieser  Lösung  auf  die  allgemeinste  Art  irgend  eine  andere  voll- 
ständige Lösung  abzuleiten,  setze  ich 

wo  |«i,  /ts,  . .  .,  ,"„,_i,  fi  neue  m  willkürliche  Constanten  sind  und  ijj  eine 
gänzlich  willkürliche  Function  bedeutet,  und  eliminire  «j,  cr^,  .  .  .,  «^_|  aus 
dem  Ausdrucke 

«■  =  KVi,  y,^  ■■■, ,'/,.'  «p  c-v  ■■■'  «,.-i)+« 

vermittelst  dei'  Grleichnngen 


8/ 

— ai- 

=  0, 

aa, 
a/ 
ao, 

==  0, 

a/ 

=  ü. 

wodurch  man  eine  andere  vollständige  Lösung  erhält,  die  statt  der  willküi'li- 
chen  Constanten  «i,  «g,  . ,  .,  a,„_i,  «  die  willkürlichen  Constanten  fi^^,  fi^,  ■  ■  ., 
i"m-i)  i"  enthält.  Es  ist  nun  zu  beweisen,  dass,  wenn  man  vermittelst  der 
gegebenen  vollständigen  Lösung  die  m — ^1  Gleichungen 


bildet,  wo  a^,  %,  ....  a„,^^  und  ßi,  ß^,  . . .,  ß^-x  willkürliche  Constanten  sind,  und 
vermittelst  der  anderen  vollständigen  Lösung  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichungen 
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dw       _ 

dfi.,  ^' 

WO  fii,  fi.^,  .  ,  .,  ,«,„_!  und  fi,  p2!  ■  ■  -5  %-i  ebenfalls  willkürliche  Constanten 
sind,  beide  Systeme  von  Gleichungen  auf  einander  zurückkommen. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerke  ich,    dass  man,    weil  die  nach  «,,    cq,    .  .  ., 
«„,_i  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  von 

w  =  f+ip 
identisch  gleich  Null  sind,  die  partiellen  Differentialquotienten  derselben  Function, 
nach  ^1,    fi^,  . . .,  fi^^i  genommen,    nm-  aus  der  Differentiation  von  ip  hervor- 
gehen,   imd   zwar  nur  insofern  ip  diese  Constanten  ausser  in  «,,    k^,  .  .  .,   «„,_, 
noch  explicite  enthält. 

Man  hat  daher 

dw       dtp 

dv!       dip 

dv>       dtp 

Setzt  man  hier  die  Ausdrücke  linker  Hand  willkürlichen  Constanten  f^,  y^,  ..., 
''m^i  gleich,  so  werden  auch  die  Ausdrücke  rechter  Hand  willkürlichen  Con- 
stanten gleich,  so  dass  man  m^l  Gleichungen  zwischen  den  m  —  1  Grössen 
«,,  «2,  ...,  a„,_i  rniA  vfillkürlichen  Constanten  hat,  wodurch  diese  Grössen  «i, 
«2,  . .  .,  ß„i_i  selbst  willkürlichen  Constanten  gleich  werden.  Es  werden  daher 
auch   die  Ausdrücke 

dip  dip  dtp 

da^   '       da^   '      '  ■  ■ '       öß,„_i 

willkürlichen  Constanten  gleich,  und  daher  auch  nach  den  obigen  Gleichungen 
die  Ausdrücke 

df  df_  df 

da    '  da.,  '      '  '  ' '       da  _'  ' 
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was   ZU   beweisen    wür.     Die  Willkürlichkeit  der  Constanten  fi^,   fi.^,    ...,    fi,,,_i 
und   y^,   ^3,    .  .  .,    f^_i   reicht  hier  hin,    um    die  Grössen  «j,  «g,  .  . .,  «„_i  und 

_di_  ßf '_ 

da    '    da.,  ' 


^      ■-  ebenfalls  ganz  willkürlichen  Constanten  gleich  zu  machen. 


§.  8.  Eiitwk^kolung  der  charakteristintlieii  FuEction  für  das  Problem  der  Planetenlieweguug 
aus  der  partiellen  Diffei-entialgleiolning. 
Um  ein  Beispiel  zu  geben,  wie  es  in  besonderen  Fällen  möglich  ist, 
durch  dirccte  Betrachtung  der  partiellen  Differentialgleichung  die  charakte- 
ristische Function  zu  finden,  will  ich  den  oben  für  die  elliptische  Bewegung 
eines  Planeten  gegebenen  Ausdruck  von  V  aus  der  partiellen  Differentialglei- 
chung ableiten,  durch  welche  V  für  diesen  Fall  definirt  wird.     Setzt  man  statt 

der  Oonstante  /(   wieder g— ,    so    wird  die   för  die  elliptische  Bewegung  zu 

integrirende  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

Ich  setze  voraus,  man  wisse,  V  könne  durch  ?'  +  ?■„  und  durch  p  ausgedrückt 
werden,  oder  mache  diese  Annahme,  welche  sieh  durch  den  Erfolg  rechtfer- 
tigt; so  reicht  dieses  hin,  den  Ausdruck  von  V  aus  der  partiellen  Differential- 
gleichung selber  zu  finden.     Da  nämlich 


so  bat  man 

S  =  y(».-..)>+(y- 

dv       av    a, 

&     -     3r       r 

sr         SV    y 

d//     ^     dr       r 

dv       er    z 

und  daher,   da 

-dT-S,-"!^" 

■y.)"+(^-».)". 


BV 

av 


wenn  man  die  vorstehenden  Gleichungen  quadrirt  und  addirt, 

(^)+(4f)"+(4f)" 


[  dr  J  VQ  d-r      5q    '^\  dq 


i^r 
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Man  schafft  bekanntlich  den  mittelsten  Coeffieienten  fort,  wenn  man  statt  t 
und  p  ihre  Summe  und  Differenz  einführt.  Da  der  Annahme  nach  r  und  )■„ 
in  dem  Ausdruck  von  F  mit  einander  verbunden  vorkommen,  so  setze  man: 


dann  hat  man 


"o+e  = 


6r  dff  5ff'  ' 

av  _  8v  dv 

6q     ""     dff  da' 

/arv      o'^+r^—rl   dV  dV       (dV 


\  dr  J  TQ  dr     dq        \  dQ  , 


m 


rg  \  da  J  rg  \  da'    ' 

Multiplicii-t   man    daher   mit  2rj>,    so    wird   die    gegebene   partielle  Differential- 
gleichung: 


^'e{^-i-}  = 


..k\a~-a')--^Ca'--a'')+-^-<:a-a'X. 


2a 

Soll  V  eine  blosse  Function  von  o,  o'  sein,  die  nicht  ausserdem  noch  r^  ent- 
hält, 80  müssen  in  der  vorstehenden  Differentialgleichung  die  in  t-o  multipli- 
eu-ten  Glieder  besonders  einander  gleich  sein.  Die  Differentialgleichung  muss 
daher  in  die  beiden 


[da       "  l  a.'  ) 


zerfallen,  woraus  sich 

ergiebt,    wo    ich    in    der    zweiten   Gleichung 

um  eine  Uebereinstimmung  mit  den    oben  aufgefundenen  Formeln  zu  erhalten. 
V.  32 


-(40—«-«'), 

(1-«') 

4« 

dV 

dV 
3<r'    ~ 

•     4«(t' 

die  Wurzelgrösse   negativ 

nehme, 
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Hier  trifft  es  sicli  nun,  worin  die  Rechtfertigung  der  gemachten  An- 
nahme liegt,  da^s  beide  Gleichungen  gleichzeitig  integrirt  werden  können,  in- 
dem die  eine  bloss  g,  die  andere  bloss  a''  enthält.     Man  erhält  nämlich: 


welche  Gleichung  man,    wenn  man  von  der  hinzuzufügenden  Constante  abstra- 
hirt,  anch  so  darstellen  kann: 


Setzt  man,  um  die  Integration  auszuführen, 

so  erhält  man: 

^Jy^p^  fto  =  4/fcy^J  cos-Jyrfy  = -?^]/42v)+sin2<f] . 
Nennt  man  daher  g  und  e'  die  Grenzwerthe  von  25p,  so  dass 

^  4a  4ffl         ' 

«mH^=^=-^^ ' 

so  ergiebt  sich  für  V  der  Werth: 

r=  i"|/ä[E-|-sii!e— (e'+sins')]i 
welches  der  oben  gefundene  Ausdruck  ist,  aas  dem  man  dann  alle  Integral- 
gleichungen der  elhptischen  Bewegung  ableiten  kann.  Wir  sehen  so,  dass 
man  durch  die  alleinige  Annahme,  V  sei  eine  Function  bloss  von  ?"-l-r„  und 
p,  auf  ganz  directem  Wege  V  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  bestimmen 
kann.  Wenn  man  die  beiden  Quadratwurzeln,  die  ich  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  genommen  habe,  mit  demselben  Zeichen  nimmt,  erhält  man  die  zweite 
Ellipse,  welche  dem  Problem  genügt.  Man  erhält  bekanntlich  die  beiden 
Ellipsen,  welche  durch  dieselben  beiden  Punkte  gehen,  dieselbe  Länge  der 
grossen  Axe  2a  und  den  einen  Brennpunkt  gemein  haben,  wenn  man  als 
ihre  zweiten  Brennpunkte  die  beiden  Durehschnittspunkte  der  Kreise  nimmt, 
die  man  aus  dem  Anfangspunltt  (d.  h.  dem  Punkt,  dessen  Radius  Vector  r^  ist) 
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mit  dem  Halbmesser   2a  — r„  und  aiB  dem  Endpunkt  (dessen  Radius  Veetor  r 
ist)  mit  dem  Halbmesser  2  a  —  )■  bescbreibt. 

§.  9.     Andere  Methoden,  welche  bei  beliebigem  Anzieliungsgesetz  brauchbar  bleiben. 
Die  im  Vorigen  gebrauchte  Methode  hört  für  ein  anderes  als  das  New- 
ton'sche  Anziehungsgesetz   auf  anwendbar  zu  sein.     Man    kann    sich  aber  für 
den  Fall,    wo   das  Gesetz    der  Anziehung  durch  irgend  eine  beliebige  Function 
der  Entfernung '  ausgedrückt  wird,  folgender  Methode  bedienen. 
Es  sei  die  anziehende  Kraft  ausgedrückt  durch 

_df(sl 
är      ' 

SO  wird  /(r)  die  Kräftefunction,  und  die  zu  integrirende  Differentialgleichung  ist : 

(4f)-(4f) -(¥-)'-«')-"■ 

Führt  man  Polarcoordinaten  ein,  indem  man 
ä)  ^  rcosTj, 
y  =  rsinjjcosi*', 
s_  =  rsinijsin^ 


setzt,  so  erhält  man: 


av x'i  dv ■,'   j av 
\-isr)+[-wr\-a^ 
rav\'     1  \favy      i    rar 


Von  dem  Ausdruck 


)-^(-|f)>^/^^-^*- 


ist  bekannt,  dass  er  bei  einer  Drehung  der  rechtwinkligen  Coordinatenaxen 
um  den  Anfangspunkt  ungeändert  bleibt.  Da  er  nun  für  V=ri  gleich  1  wird, 
so  erhält  er  denselben  Werth  auch,  wenn  man  allgemeiner  für  V  den  Winkel 
setzt,  den  der  Radius  Veetor  mit  irgend  einer  constanten  Linie  bildet.  Be- 
deuten cos«,  sinacos/?,  sinasin/?  die  Cosinus  der  "Winkel,  welche  die  constante 
Linie  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  wird  bekanntlich  der  Winkel,  den 
sie  mit  dem  Radius  Veetor  bildet: 

arc.cos[c08ßcos)j-t-sm(isiii)2cos(^— /5)]; 
und  es  ist  daher,  wenn  man 

w)  =  arc.cos[cosßoos)jH-HiiiKaia?/cos(-9'— 19)] 
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setzt, 

wovon  mün  sieh  leicht  durch  Ausführung  der  Rechnung  überzeugt.  Setzt  man 
daher 

V  =  bw^R, 

wo  b  eine  neue  willkürliche  Constante  und  E  eine  blosse  Function  von  r  be- 
deutet, so  verwandelt  sich  die  vorgelegte  partielle  Differentialgleichung  in  fol- 
gende : 


dVW      1     fdVVi 


R  =jf2f(r)+2/t ^dr 

ergiebt.     Man  erhält  daher  für  die  charakteristische  Function  V  den  Ausdruck: 

V  =  bs,i-ß.cos[cosacosrj-i-siD.asmricos(&—ß)]-hj\2f(r)'\-2h ^dr, 

in  welchem  b,  «,  ß,  h  willkürliche  Constanten  sind. 

Nach  dem  Theorem  II.  ist  es  für  unseren  Fall,  wo  n=  1,  nur  nöthig, 
dass  die  charakteristische  Function  V  ausser  h  noch  2  willkürliche  Constanten 
enthält.  Da  der  Ausdruck  von  V,  welchen  wir  gefunden  haben,  ausser  h  drei 
willkürliche  Constanten  enthält,  so  kann  man  einer  von  ihnen  einen  bestimmten 
Werth  beilegen,  oder  allgemeiner,  sie  irgendwie  durch  die  beiden  anderen  aus- 
drücken. Man  kann  auch,  wenn  unter  c  irgend  eine  der  Constanten  h,  cc,  ß 
verstanden   wird,    diese  vermittelst   der  Gleichung  —f. —  =  0    elLminhen.      Man 

kann  aber  auch  alle  drei  Constanten  beibehalten  und,   um  die  endlichen  Inte- 
gralgleichungen   des  Problems    zu    haben,    die    partiellen   Differentialquotienten 

^,    ,    -^ — ,     p       drei   neuen   Constanten  (Ä',  «',    /?')    gleich    setzen.     In  den 

so   sich   ergebenden,    zur  Bestimmung   der  Bahn    des  Punktes    dienenden  Glei- 
chungen: 
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dV  ,  r  dr  ,, 

-a-ö  ■  =  "-'J      i -T'  ^ ' ' 

dV  ^[sinffcosij  — cosctsin 

da  sin  Ml 

6V  — Jsinßsirn)sin('9-— j3)   , 

wo  vj  durch  die  Grleichung 

cosw  =  cosacos7;+sinasiE»jcos(ä- — ß) 

bestimmt  ist,  sind  dann  aber  die  eingeführten  sechs  Constanten  nicht  unab- 
hängig von  einander,  sondern  es  findet  unter  ihnen,  in  Folge  der  identischen 
Gleichung 

die  Relation, 

statt,  und  es  vertreten  demnach  die  beiden  Gleichungen 

dv  _  ,     er  __ 
öß  ^"'     dß      ^ 

nur  die  Stelle  von  einer. 

Die  Zeit  erhält  man  durch  die  Gleichung: 


t+T  = 


dv_ 

6h 


-h 


Die  Integrale  erster  Ordnung  werden; 


dy          — f)(sinßcoBjS — siaiJcos-3-cös«')    .    ,           al/nj-^  \  .  m        ^^ 
-^  = ^^ !!_— i . /_  +siinjcos^  f  2/(r)-|-2/t g- 

dV         dz  —hisiaasmß — siniism^-cosw)    ,    .       .    „1/-,-,.  ,  -,,        b^ 

dz  dt  rsiQW  '  <     i\  '  ,.3 


BV         dx  _ 

rsmw 

ev 


Führt  man  statt  der  Differentiale  der  reclitwinkligen  Coordinaten  die  Differen- 
tiale der  Polarcoordinaten  ein,  so  erhält  man  hieraus: 
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-  =  |/= 


2fC.-)+-*-|-  =  -^f, 

drj  6 [cos «sin  1/^ — sin a cos ?^ cos (J/' — ß))   ^   1    dV 

dt  r^sinw  r"^     d-q    '' 

d»  bänasm(&—ß)    _        1         dV 
dt  i^sintisinw  r^sin^ij     dil- 

Ich  bemerke  noch,  dass  die  hier  angewandte  Analysis  sich  auf  den  allgemei- 
neren Fall  ausdehnen  lässt,  wo  man  statt  dreier  Variabein  eine  beliebige  An- 
zahl derselben  hat  und  die  partielle  Differentialgleichung 

-  m 


(- 

av 

-)' 

/er 

-)V.. 

■■+ 

rev_ 

fegebe 

n  ist, 

in  V. 

'elchei 

,  =  v 

*^+«: 

j-\- 

'■■+wl 

^fan   erhält 

dann 

'=l^w+f^f(r)-^.dr, 


und  A,  «1,  «g,  ...,  fö„  willkürliche  Oonstanten  sind.  Hamilton  giebt  in  dem 
Fall  eines  beliebigen  Änziehungsgesetaes  seine  charakteristische  Function  für  die 
Bewegung  beider  Körper  um  ihren  Schwerpunkt.  Wenn  man  sie,  was  leicht 
geschieht,  dahin  vereinfacht,  dass  sie  sich  auf  die  relative  Bewegung  des  einen 
um  den  anderen  bezieht,  so  wird  man  noch  eine  wesentliche  Differenz  zwischen 
derselben  und  der  hier  gefundenen  Function  V  bemerken.  Man  erhält  aus 
dieser  letzteren  die  complicirtere  Haniilton'sche  Fiinction,  indem  man  b  ver- 
mittelst der  Gleichung 

ab  -""  J     !-■ ^ — p-  -^ 

eliminirt,  für  die  constante  Linie  die  Antangsposition  des  Radius  Vector  ninunt 
und  die  Integration  von  r^  anfangen  lässt. 

Man  kann    endlich   zur  Integration    der  vorliegenden  partiellen  Differen- 
tialgleichung 
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auch  noch  folgenden  Weg  einschlagen.  Es  ist  bekannt,  dass  man  jede  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  in  welcher  die  gesuchte  Function  nicht  seiher 
vorkommt,  in  eine  andere  verwandeln  kann,  in  welcher  die  nach  mehreren  Va- 
riabein genommenen  partiellen  Diferentialquotienten  durch  neue  Variabele,  und  jene 
Variabein  durch  die  nach  den  neuen  Variabein  genommenen  partiellen  JDifferen- 
tialquotimten  ersetzt  werden,  die  übrigen  Variabein  unverändert  bleiben,  die  nach 
ihnen  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  aber  sämmtlich  das  Zeichen 
ändern.  Ist  nämlich  x  eine  Function  von  x^,  x^,  . . .,  x„^,  und  setzt  man 
dx  =  p^'i^i'-V-p^dx^'^ ^Pm^vi 

SO  hat  man 

dy  =  ^idp^-\-x^(ip^-\ \-x^dp^ 

Führt  man  daher  pi,  p^,  .  . .,  p^  statt  der  Grössen  Xj,  x^,  . .  .,  x^  als  Variabele 
ein  und  betrachtet  y  statt  x  als  gesuchte  Function,  so  erhält  man: 

^  ^-^       ^  =-^      ...       ^  =_^ 
'        6p^  '       ^        6p^  '     ■  '  ■ '       *        dp^  ' 

dy  6y  di/ 

Hat  man  nun  für  x  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Oi-dnung,  in  wel- 
cher X  nicht  selber  vorkommt,  d.  h.  eine  Gleichung  zwischen  x^,  x^,  ■■■,  x^ 
und  ^1,  pi,  .  . .,  ^„,,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  durch  die  angegebenen  Sub- 
stitutionen für  Xi,  Xi,   .  .  .,  x^,  p^^i,  Pi^i,  . .  .,  p„,  eine  Gleichung  zwischen  p,, 

,     9i/         öv  dy  dy  du 

p-, p.,  Xi+,,  x,^«,   ....  x„,  lind  -.^■-,  -n-— ,   ...,  -^^-,     -1  ,     a  »   ■•■) 

■^"  '  ■'    '      "^         ^  '  op^         öp^  öp^        ^**4-i         ^^i,+2 

-^-^,   durch  welche  y  als  Function  von  p-,,  p^,  .  . .,  J>i,  ^^(^1,  x-^^,  . .  ,,  x,„  de- 

finirt  wird. 

Es  folgt  aus  dem  Voi'stehenden,  dass  man  jede  partielle  Differential- 
gleichung, in  welcher  die  unbekannte  Function  und  ausserdem  mehrere  Va- 
riabele nicht  selber  vorkommen,  sondern  nur  die  nach  den  letzteren  genommenen 
partiellen  Differentialquotienten,  in  eine  andere  verwandeln  kann,  in  welcher 
die  nach  einer  gleichen  Anzahl  von  Variabein  genommenen  partiellen  Differential- 


y  Google 


256  PROBLEME  DER  MECHANIK  BEI  EXISTENZ  EINER  KBÄFTEFUNCTION 

quotienteii  fehlen.  Wenn  aber  in  einer  partiellen  Differentialgleichung  die  nach 
einigen  Variabein  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  fehlen,  so  sind 
diese  Variabein  bei  der  Integration  der  Grleichung  nur  als  Constanten  zu  be- 
trachten, da  bei  Bildung  der  Differentialgleichung  nach  ihnen  nicht  differentürt 
worden  ist.  Hierdurch  kann  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
in  welcher  ausser  der  unbekannten  Function  auch  mehrere  Variahele  nicht  selber 
vorkommen,  sondern  nur  die  nach  den  letzteren  genommenen  partiellen  Differen- 
tialquotientm,  immer  in  eine  andere  verwandelt  werden,  in  welcher  die  Zahl  de9' 
unabhängigen  Variabein  um  eine  gleiche  Anzahl  geringer  ist. 

Durch  das  vorstehende  Verfahren  ist  oben  die  partielle  Differentialglei- 
chung för  S,  wenn  die  Kräftefunction  nicht  t  explicite  enthält,  in  die  andere 
für  V  transformirt  worden,  welche  eine  Variabele,  i!,  weniger  enthält.  Man  kann 
auch  leicht  beweisen,  dass  jedesmal,  wenn  das  System  sich  um  eine  Axe  fi-ei 
bewegen  kann,  sich  durch  dieselbe  Methode  die  Zahl  der  Variabein  noch  um 
eine  vermindern  lässt.  Wendet  man  die  Methode  auf  das  vorliegende  Beispiel 
an,  so  hat  man 

zu  setzen,  und  /  statt  &  in  W  als  Variabele  einzuführen.     Man  erhält  dann: 
9W^       _^^_3W_       dV  _       6W 
dy    ^        dr  3r    ''       öij  öij    ' 

wodurch  sich  die  voi'gelegte  partielle  Differentialgleichung  in  folgende  ver- 
wandelt: 

\  ör  )        r^  \   öri  )         r'^im^ti  '  ^  ' 

bei  deren  Integration  y  ^^  ei^^  Constante  betrachtet  wird. 

Man  integrirt  diese  Gleichung,  indem  man  sie  in  die  beiden  folgenden 
zei-fällt: 

(4|^)'  =  2/(,.)+2;.-j:, 

in  welchen  b  eine  neue  willkürliche  Constante  bedeutet.  Man  erhält  hierdurch 
den  vollständigen  Werth  von  W,  wenn  man 


»+e  = 
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setzt.  Das  Zeichen  der  ersten  Wiirzelgrösse  ist  hier  negativ  genommen,  um 
die  aus  der  Form  der  Function  W  abzuleitenden  Integralgleichungen  mit  den 
früher  gefundenen  in  Uebereinstimmung  zu  setzen. 

Die  vollständigen  Integralgleichungen  der  Bewegung  werden  hiernach: 

dV  _       dW_ 

db  db  ' 

aw      „     ,      dV      ,, 

_eF dW_   dr 

8r  dr  dt  ' 

j__eF_ 1  ew^  d^i 

r'    dij  r^    dtj  dt  ' 

1       av  y  dd- 


r^sia^Tj   dif'  r^sin^Tj  dt  ' 

dV  _  dW     _ 

~äh   ~  8h      ~  *''"^' 

und  diese  verwandeln  sieh,  wenn  man  den  für  W  gefundenen  Werth  substituirt, 
in  folgende: 


sm'ij 


l/*' 


/: 


2/W+24- 


ri 


h'- 


dt"' 


'f'. 


2f(r)+2h--^ 


Da 


■-'s, 

ist,   und  ß  in   W  nur  insofern  entlialten    ist,    als   es  in  y  vorltommt,    welches 
durch  die  Gleichung 
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bestimmt  wird,  so  erhält  man 

^^^  =  ^' 
und  dies  zeigt,  dass  in  den  vorstehenden  Formehi  /  als  eine  Constante  angeselien 
werden  kann,    so  dass  in  denselben  h,  h',  ß,  y,  h,  r  die    6    willkürlichen  Con- 
stanten werden. 

Der  fiir  S-  gefundene  Ansdruck  giebt: 

J  yj  __j/  — .y  cotg  ri 
oder,  wenn  wir 

setzen, 

Ö--f-^  =  —  {——  ^     ^''        =  arc.cos|cotg*cotgij] 
■^  y  tg  i — -cotg  r^ 
oder 

cos^■cos1j — siai.sini).cos(-ö-H-i3)  =  0, 
wo    %   die  Neigung    und    ß    die  Länge    des    aufsteigenden  Knotens    der   Bahn 
bedeutet. 

In  der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  (S,  253)  gegebenen  Form  der 
Integralgleichungen  wird,  wenn  man  /?  =  0  setzt,  was  der  Allgemeinheit  keinen 
Eintrag  thut: 

siiiHcosK— cosHsinBcosö  = r7-siE«siü»;sin5-, 

WO  man 

liatte.     Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  vorhin  gefundenen 

cosicos);— sinisin*jC0s(-&+|3)  =  0, 
so  erhält  man 

cotg«  =  igiGOsß,     -Tj-  =  tg*sin/3 
und  dalier 

^  _<^         1      ^  _1 

|3'^        ß''^        sin^ß         cos  i 

Da  der  Werth  von  -t-  in  beiden  Formen  der  Integralgleichungen  derselbe  ist, 
so  sieht  man,  dass  die  Constante  6  und  daher  auch  die  Constante  ß'  =  — bcosi 
für  beide  dieselbe  Bedeutung  haben. 
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Nennt  man  r^  und  r,  das  Maximiim  und  Minimum  von  r,  so  verschwindet 


ra 
■2f0\)+2h^^  =  0, 
und  daher 

ri — T-u 
Für  das  Newton'sche  Attractionsgesetz  wird: 

/(••)  =  f. 

wo  k^  die  Anziehungskraft  für  die  Einheit  der  Distanz  bedeutet,  und  daher : 
h  =  — ~ —  —    ^''"''^ 

;-  ist  also  die  grosse  Axe,  —5-   der  halbe  Parameter  der  Bahn.     Bezeichnet 

li  k 

man  diese,  wie  gewöhnlich,  mit  2a  und  p,  und  setzt 
_^  ,,  _    „(!-,■) 

l+ecosü  l+ÖCOSt)    ' 

wo  V  die  excentrische  Anomalie,  e  die  Excentricität  bedeutet,  so  wird 


2/^(r)+2A- 


=    — [2(lH-€cosu)  — l-l-e^— (1+ccos»)^]  =  — 1Ü5_^ 


und  daher 

h( -* — i^  = ,. 

Man  hat  ferner 

r         drj  /■         bsm'rid'n 

5  cos»;  C031; 

=  ai'c. cos    ,       .L    ^  ai-c.cos^ — -, 
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wodurch  die  erste  der  aufgestellten  Integralgleichungen  sich  in  folgende  ver- 
wandelt : 

cos  w  , , 

—  arc.cos    .    '.    =  v^b , 
sin» 

oder 

COS);  =  siui,(;os(u-h6'). 
Man  erhält  hieraus 

sin»;cos(^-|-/3)  =  cotg*.cos»;  =  cos«.cos(»+i') 
und  daher 

aiQijaiii(^H-j3)  =  — aiii(i!+&')' 
In   dieser  Formel   ist    h' -\-^7i   die   Entfernung  des  Perihels    vom   aufsteigenden 
Knoten. 

Setzt  man 

2  :=  rcoHij,    y  ^  j'sinj^cos^,     x  =  rsinijsm^', 
so  ist  i  der  Winkel  der  Ebene  der  Bahn  und  der  Ebene  der  x,  y;  ß  der  Winkel, 
den    der  Durchschnitt   beider    Ebenen   mit    der   Äxe    der  x  macht.      Aus    den 
Gleichungen 

cotga  =  tg«cosj5,     «'  =  ß'i^iäinß  =  — hsmismß 
ersieht  man   ferner,    dass   in  der   ersten   Form    der  Integralgleichungen    a   der. 
Winkel  ist,  den  der  Durchschnitt  der  Ebene  der  Bahn  und  der  Ebene  der  2,  y 

mit  der  Axe  der  z  macht,  und -,-  der  Cosinus  des  Winkels  beider  Ebenen. 

Es  ist  femer  w  der  Winkel  zwischen  diesem  Durchschnitt  und  dem  Radius  Vec- 
tor  und  h'  der  Winkel  zwischen  diesem  Durchschnitt  und  dem  Perihel.  Die 
In  den  beiden  Formen  der  Integralgleichungen  gebrauchten  Elemente  erhalten 
daher  durch  blosse  Vertauschung  der  Axe  der  x  mit  der  Axe  der  z  dieselbe 
Bedeutung. 

Die  im  Vorhergehenden  nach  r  und  7}  ausgeführten  Integrationen  sind 
von  den  kleinsten  Werthen  an  genommen,  welche  r  und  ri  erhalten  können. 
Da  diese  Werthe  Functionen  der  Elemente  sind,  so  muss  man  eigentlich  bei 
der  Differentiation  der  charakteristischen  Function  nach  den  Elementen  auch 
nach  diesen  unteren  Grenzen  der  Integrale  differentüren.  Man  kann  aber  hier- 
von abstrahiren,  weil  wegen  der  bekannten  Eigenschaften  des  Minimums  für  die 
unteren  Grenzen  die  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden  und 
daher  auch  die  aus  der  Variation  der  unteren  Grenzen  der  Integrale  hervor- 
gehenden Terme. 
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Die  hier  eingeführten  willkürhehen  Constanten  der  charakteristischen 
Function  und  diejenigen,  welche  ihren  nach  ersteren  partiell  genommenen  Diffe- 
rentialquotienten gleich  gesetzt  werden,  haben  in  der  Theorie  der  Variation  der 
Constanten  merkwürdige  und  eigenthümliche  Eigenschaften,  weshalb  ich  in  dem 
vorhergehenden  Beispiele  ihre  Bedeutung  genau  angegeben  habe. 

"Will  man  die  zweite  Integrationsmethode  auf  die  allgemeinere  Gleichung 
anwenden : 

/örV     fdV-\^  (8V\' 


so  setze  man 


x^  ^  j'sin/^jGOsijg, 


^„—1  ^  rsimjjSini;^  ...  sinii^_2C0si;^_^, 
wodurch  sich  die  partielle  Differentialgleichung  in  folgende  verwandelt: 


^''a\x^-il^fw^'rj^...s\a^rj^_,^    \c'ij^_^ 


und  führt    W  statt    F,  p  statt  ))„_i  ein,  so  erhält  man : 

1  c^^iL-V 

„  /M t 

wo  j>  bei  der  Integration  als  Constante  angesehen  werden  kann. 
Diese  Gleichung  kann  man  in  die  folgenden  zerfallen : 


dV  \2 
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dW\'  ^     ^         S 

SW\'  _        -        "i 
S<1,  j    ~      °'~  sin'"?! ' 


-Jiiij,  Foi- 


Diese  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  «i,  ß^,  .  .  .,  a„_s  Constanten  bedeuten, 
alle  einzeln  integrum«,  und  man  erhält  daher; 
r=.  (ii„+o)p— W 

Diesen  Ausdruck  von  V  kann  man  entweder  als  eine  vollständige  Lösung  mit 
den  n —  1  willkürlichen  Constanten  cc,  «i ,  .  . .,  a„_^  betrachten,  in  welchem  die 
Variabele  p  durch  j;„_i  ersetzt  werden  muss  mit  Hülfe  der  Gleichung 

1-,+°  =  -3p'  =  -Pj—, F f-^' 

IS    iyn    i         SlIl'')Jj^_g  J 

oder  als  eine  vollständige  Lösung  mit  den  n — 1  willkürlichen  Constanten  p, 
«j,  «j,  .  .  .,  «„_a,  wobei  dann  da^  Ghed  «p  als  bloss  additive  Constante  nicht 
mitzurechnen  ist.     Die  willkürlichen  Constanten  a^,  a^,    ...,   «„_.2  sind  positiv 

zu  nehmen  und  so,  dass 

«1  >  ßs  >■  «3  >■  •  ■  ■  >■  «H-a 
ist,  damit  man  eine  reelle  Lösung  erhält. 

Eine  andere  Lösung  der  im  Vorigen  behandelten  allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichung  habe  ich  oben  gegeben.  Man  erhält  dadurch  zugleich  die 
Integration  der  Differentialgleichungen 

d^xi _^  D      ^_^ —  R  ^  "'"'  =  f^.ji 

dt^  r        '        dt^  r        '  dt^  r 

in  welchen  R  eine  gegebene  Function  von  r  und 
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ist,  wenn  man 

setzt.  Man  findet  über  die  Integration  dieser  Differentialgleichungen  eine  lehr- 
reiche Abhandlung  von  Herrn  Binet  in  dem  2'*"'  Bande  des  mathematischen 
Joui-nals  von  Liouville. 

§,  10.     Die  zweite  Lagrange'sche  unil  die  Hamilton'sche  Foiia  iler  Differentialgleicliungeü 
der  Bewegung, 

Wir  haben  oben  bei  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik 
zu  Bestimmungsstücken  der  Punkte  des  Systems  ihre  rechtwinkhgen  Coordinaten 
gewählt.  Man  findet  aber  in  der  „Möcanique  Analytique"  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  auch  für  den  allgemeineren  Pall  angegeben,  wenn 
man  irgend  welche  Bestimmungsstücke  der  Punkte  als  VariabeJe  einführt.  Diese 
allgemeineren  Formeln  sind  besonders  dann  von  Vortheilj  wenn  das  System 
nicht  frei,  sondern  irgend  welchen  Bedingungen  unterworfen  ist.  Man  kann 
dann  nämlich  die  Coordinaten  so  durch  neue  Variabele  ausdrücken,  dass  den 
Bedingungsgleichungen  von  selber  genügt  wird.  Hamilton  hat  diesen  allge- 
meineren Differentialgleichungen  eine  etwas  modificirte  Form  gegeben,  welche 
ich  im  Folgenden  mittheilen  will.  Zuerst  aber  werde  ich  die  bekannten  For- 
meln der  analytischen  Mechanik,  ausweichen  sich  die  von  Hamilton  gegebenen 
leicht  ableiten  lassen,  selber  entwickeln. 

Die  oben  (§.  1.)  mitgetheilten  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Punkte  hat  Lagrange  durch  die  Zeichen  seiner  Variations- 
rechnung in  eine  einzige  symbolische  Gleichung  zusammengefasst.  Bezeichnet 
man  nämlich  durcli 

Asj,     dy  ,     (fe  ,     .  ■  .,     Sx^,     dy^,     <fe^, 
wenn  das  System    frei   ist,  ganz   beliebige  Grössen,    wenn   aber    die  Bewegung 
des  Systems  Beschränkungen   von   der  a.  a.  O.   angegebenen   Art   unterworfen 
ist,  beliebige  Grössen,  welche  die  linearen  Bedingungsgleichungen 


4- 


^a;^      '       öy^    '''       dz.      'J 


erfüllen;  so  kann  man  die  oben  gegebenen  Gleichungen 
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d'io.  8Ü  df  dw 

dt  dm.  öx.  da!. 

d%.  du  Bf  dw 

'   dt  dy.  dy^  dy. 

d^z.  dU  df  dw 

dt  dz.  dz  dz. 


du 


d%      -1 


^i-i 


zusammenfassen.  Bezeichnet  man  femer  durch  die  einer  Function  der  Coor- 
dinaten  x^,  y^,  z^  vorgesetzte  Charakteristik  ä  die  Aenderung,  welche  die  Func- 
tion erfahrt,  wenn  man  darin  Xi-k-SXi,  yi-^-Syt,  Zi-k-SZf  statt  X;,  y„  s,  setzt  und 
SXf,  6yi,  SZi  als  unendlich  kleine  Grössen  betrachtet,  so  kann  man  diese  sym- 
bolische Gleichung  kürzer  so  darstellen; 

[d  X.  d\.  d^s.      1 

dt'       '       dt'     '''       d£'      'J 
oder,  wenn  man  wieder 

dx^  dy.  dz. 


dz'.      n 


Dieser  Gleichung  kann  man  auch  die  Form  geben: 

dt 
wenn  man  der  Kürze  halber  setzt: 

r=  ii2m^\x[a:'.+y'.y[+z'.z% 
d.  h.  unter  T  die  halbe  lebendige  Kraft  versteht.     Die  Integration  dieser  Glei- 
chung von  i=0  bis  t  ^  t  hat  Hamilton   zu   seinen   oben  angeführten  Theo- 
remen geführt.     Hier  soll  dieselbe  Formel  dazu  dienen,  die  Differentialgleichun- 
gen der  Bewegung  auf  eine  allgemeine  Art  zu  transformiren. 
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Es  seien  q^,  q^,  9a,  .  .  .,  q,„  irgend  welche  von  einander  unabhängige 
,  durch  welche  die  Punkte  des  Systems  bestimmt  werden,  so  dass  man 
die  3n  Ooordinaten  x.,  y^,  z^  dm'ch  diese  m  Grössen  ausdrücken  kann.  Wenn 
das  System  ganz  frei  ist,  wird  m  ^  3n  sein;  wenn  aber  /  Bedingungsgleichungen 
gegeben  sind,  denen  die  Ooordinaten  der  Punkte  des  Systems  unterworfen  sind, 
so  wird  in  =  3n  —  /  sein.     Setzt  man 

dq  dq.,  dq 

'''  =  -dr-    ''-=  sr.  ■■■•  <  =  ^' 

SO  werden   x'i,  y[,  z\  lineare  homogene  Functionen    von  i^l,  ^j,  5^,  . .  .,  5^^  und 
daher  T  eine  homogene  Function  der  zweiten  Ordnung  von  denselben  Grössen. 
Setzt  man  daher: 

d'r_  __        .öT  ^  37^  __ 

SO  hat  man  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  homogener  Functionen: 

Die  Grössen  j3i,  p^,  ...,p,„  sind  lineare  homogene  Ausdrücke  von  q[, 
ql,  .  .  .,  q'„,;  di-fickt  man  umgekehi-t  diese  Grössen  durch  jene  aus,  so  werden 
auch  q[,  q'^^  ...,  q'„,  lineare  homogene  Ausdräcke  von  p^,  p^,  ...,  p„,,  und 
daher  wu'd  auch  T,  durch  die  Grössen  q,,  q^,  ...,  q,„  und  die  Grössen  ^,, 
p^,  ...,  p„,  ausgedrückt,  eine  homogene  Function  der  zweiten  Ordnung  von 
diesen  letzteren. 

Man  gebe  den  Grössen  pi,  p.^,  ...,  p„,  unendlich  kleine,  ganz  mllkür- 
liche  und  von  einander  unabhängige  Aenderungen  <^'^i,  (S"^5,  . . .,  d'p,^  und  be- 
zeichne die  entsprechenden  Aenderungen  von  q^,  ql,  .  . .,  q'^  und  T  durch 
(f'gj,  S'q's,  ■  ■ .,  ^'qL>  ^'^-  Setzt  man  für  T  den  aus  der  oben  gegebenen  Glei- 
chung folgenden  Ausdruck 


so   erhält  man: 


p,i',~t 

-     Pi9', 

^ — i- 

P, 

J..-T 

ar   ,     äT   , 

,H H 

er 

-'l.~'i\ 

1',1'r, 

+      ?; 

i'p,  +  - 

■  + 

<iJ'P„ 

Pi  *'?! 

+     p. 

i'q^+-- 

■-H 

pJ'C 

ST  ,,  , 

BT 

ä'q'^-\- 

■■-H- 

f^'^^ 
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oder,  da 


ST  _  _dT_  ^  _dr_  ^ 

"i'        Pii'.  "^'      '   '  ''       na'  '" 


ist,  die  Gleichung 

ö'T  =  g[^'Pt-i-QiS'p^j-\ ^'il.^'Pm' 

woraus 

dT  __  ,     _ör__  ,  _^__  - 

"ä^  ^  ^^'       Bp,  ~'^''     ■  ■  "'      dp,,^  ~  ^"' 
folgt. 

Diese  Formeln    enthalten  eine  in  mehreren  Untersuchungen  anwendbare 
Eigenschaft    der  homogenen  Functionen    zweiter  Ordnung,    dass  nämlich,   wenn 
T  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  den  Grossen  q[,  q\,  . . .,  q'„^  ist, 
und  -man  dieselbe  als  homogene  Function  zweiter  Ordnung  der  Grossen 
dT  dT  dT 

P,  =  -3^>     P^.--d^>     ■■■'     P-^^^C 

ausdrückt,    die  nach   diesen   Grössen  genommenen  partiellen  Differentialquoiienten 
von  T  wieder  die  vorigen   Variabein  geben, 

,_  dT         ,__£?!  ,  _   BT 

^1  ~   dp^  '     ^^~  dp^'     ■  ■  ■'      ^■^"'  "^  ßp,,^  ■ 

Für  drei   Variabele    liegt  hierin    der  analytische    Grrund  von   Sätzen    über  die 
reciproken  Polaren  der  Obei'flächen  zweiter  Ordnung. 
Man  hat: 

dA-,  6x  dx.  dx 


■^'-^    dt     ~'ö(Ji   ^'        8q^  ^'''^         ^  dq^  ^"" 

du.          d'j.             öy.                     dy, 

dz            dz.             dz.                      8z. 

daher  q^ 

eine  der  Grössen  q^,  q^,  . . .,  q„,  bedeutet,  so  wird 

dx'.           dx. 

'M^^' 

flz;       ss 

"  3?  ~  ^ 
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und  daher 

i'*  = 

ST                r      8x\            8y'.             dz'. 

=-8^= -'"'-  h  -ö^:  ■^^'-  ^^r  "^'■-  W. 

r      Bx             dy             6z 

Es  ist  aber 

&x.  8y.  dz.  "I 


r      &x.            8y.             dz. 
^  öq^2in.\y        '    -I-"' '--^■'' '- 


!-^5,- 


V'   dq,       ^'   dq.,  ^  '   dq^  . 


r    8w.        Sil. 

m 

id  daher 

2 

m^\x[§x^+^ 

2/j''^i+2i<^^J  =  2^'^5i+l'ä'^?2H ^K« 

■i«.- 

D 

ie  Gleichung 

d2m.{ä:\Sx^+y\§ij^  +  z\  ,\ ) 

=  ST+iU 

it 

g' 

ebt  daher 

4- 

''(.PAi+PA'!-' — i-t 

dt 
dp,   ^         dp. 

p,^^[-^   p.j^i'^-^ — 

''JlJ 
+  -*-■'''.. 

+   p,M. 

Es 

5  ist  aber, 

da 

JJ  die  Grössen  (^  gar  iilelit  en 

ithält, 

är+,!u 

er 

K+     If«     +■ 

ST  ,  , 

■+- 

a(T+cf) 
a?» 

-*,.• 
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Man  hat  daher,  da  wegen  der  Gleichung 
dT 

^r  ^  ^' 

die  in  die  Variationen  Sq[  multiplicirten  Terme  sich  aufheben,  die  in  der  „M6- 
caniqne  Analytique"   gegebene  G-leichung: 

dp  dp^  dp 

woraus,    wenn    die  Grössen  q   von    einander    unabhängig  sind,    die  Gleichungen 
folgen ; 

dp^  _    Ö(T+0) 

dt  ö<i^        ' 

dp^  3(T-hU) 

dt  öq^         ' 


dp^    _    S(T+U) 


In  den  vorstehenden  Lagrange'schen  Formeln  ist  T  ausgedrückt  durch  die 
Grössen  q^,  q^,  . . .,  q^  und  jj;  Sa»  ■  ■  ■)  q'm,  und  in  diesem  Sinne  ist  die  partielle 
Differentiation  auszuführen.  Hamilton  fuhrt  statt  der  letzten  m  Grössen  die 
Grössen  ^i,  ^j,  .  .  .,  ^„,  als  Variabele  ein.  Die  auf  diese  Wahl  der  Variabein 
bezüglichen  Formeln  erhält  man  auf  folgende  Weise; 
Es  ist  nach  den  obigen  Formeln 

T  =  i'iffl+i'aSsH ^P^'l,,—  '^ 

und  daher 


Da  wir  oben 


fanden,  so  hat  man 


dT 
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?; 

äp^  + 

?;*. 

>+• 

■■+9l*, 

aT 

*,+ 

dq,     '■ 

jH-- 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  von  öT  in  die  vorhergehende  Gleichung  rechter 
Hand  vom  Gleichheitszeichen,  so  erhält  man; 


r 

1  *il+ 

t'. 

AI 

,-+-■ 

■  + 

Pj'i, 

dT 

Sq^  + 

dT 

Sq, 

+  ■ 

■  + 

dT  ,    1 

Benutzt  man  diesen  Ausdruck  von  ^T  und  setzt  wieder 
T-U  =  IJ, 
so  verwandelt  sich  die  oben  gefundene  Gleichung 
dp^  dp^  dp^ 


Tf-°« 

>"^    dt     ' 

2-1        r- 

-ir"'- 

+pA 

J-l- 

i>,iq;+--+ 

--  ÜT+äV 

pjq',. 

in  die  io. 

Igende: 

dt 

<^5i  + 

dp, 

dt 

■iq,+- 

dp 

laii 

iq,+ 

-Sq-; 

öq,-i 

aus  der  i 

rieh  die 

m  Gleiehuiigen 

*. 

.        SH 

dt 

' " 

8«r 

dp. 

dH 

dt 

^^^ 

■>T. 

dE 

4t  dq^^^ 

ergeben. 

Dies  sind  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in   der   neuen,  von 
Hamilton  ihnen  gegebenen  Form, 
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Da   U  die  Grössen  p,.  nicht  enthält,  und  daher 
dq^.         ST         du 
dt  öpj,  9j>j. 

ist,  so  hat  man  folgendes  Theorem,  welches  die  Hamilton'sehe  Darstellung  der 
Diffe^-entialgleichimgen  der  Mechanik  enthält. 

Theorem  III. 

„Es  seien   5,,  q.,,  . . .,  q,,^   die  von   einander  unabhängigen  Beslimmimgs- 

stücke  eines  Systems  von  n  materiellen  Punkten,  welches  entweder  ganz  frei  oder  . 

irgend  welchen  Bedingungen  der  oben  angegebenen  Art  unterworfen  ist;  die  Zahl  m 

der  Bestimmungsstücke  ist  3  n  bei  einem  freien  System,  dagegen,  wenn  die  Punkte 

desselbe^i  l Bedingungen  unterworfen  sind,  Zn  —  l;  man  drücke  die  Kräftefunctimi  U 

durch   die  Grössen  5,,  q.i,  .  .  .,  q,„  und  die  halbe  lebendige  Kraft  T  des  Systems 

,      ,         dq  dq  '^" 

durch   die   Grössen   q,,  q^,  ...,  q,„   und  5,  =  —^,  q^^—j—,  . . ., 


dt 


aus,  setze 

BT  _  dT  _  öT_ 

dq[        "''        dq'^  ■'''      '  '  ''       dql^ 


und  stelle  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  T  als  Function  der  Grössen  q^,  q^,  . . . ,  q,„, 
Pii  p2j  •  ■  ■!  P.n  '^«'"i"  dann  werden,  wenn  T  —  JJ  =^  H  gesetzt  wird,  die  Di/fe- 
rentialgleichungen  der  Bewegung: 


dq, 

dl-I 

*, 

SH 

dl 

-ij-p;-' 

dt 

--^' 

dt. 

SH 

dp. 

eu 

dt 

-S^' 

dl 

^     55,"' 

''1. 

an 

*,. 

du  _ 

dt 

"*:■ 

dt 

~~T5^'' 

Die  Formeln  des  vorstehenden  Theorems  gelten,  wie  aus  dem  gegebenen 
Beweise  erhellt,  auch,  was  Hamilton  nicht  angemerkt  hat,  für  den  Fall,  dass 
die  Ki'äftefunction  U  die  Zeit  t  explicite  enthält,  wovon  man  sich  leicht  über- 
zeugt, wenn  man  erwägt,  dass  die  Charakteristik  S,  wie  ich  ausdrücklich  an- 
gemerkt habe,  nur  diejenigen  Aenderungen  anzeigt,  welche  aus  der  Variation 
der  Coordinaten  hervorgehen. 
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Die  im  Vorigen  gefundenen  Formeln  lehren,  dass  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten  von  T  nach  5,,  9^,  .  .  .,  q,„  einen  gerade  entgegengesetzten 
"Werth  bekommen,  je  nachdem  man  T  als  Function  von  5,,  q,^,  . . .,  q,„  und 
?i)  9U  •  ■  ■,  9L  oder  als  Function  von  ^i,  ^a,  .  .  .,  q,„  und  p^,  jh-,  ■  •  ■,  'P,„  be- 
trachtet.    Wir  fanden  nämÜch  illr  den  letzteren  Fall: 

rar  ,       er  .    ,         st  .   i 

während  man  nach  der  crsteren  Annahme  hat: 

Man  hat  daher  jedesmal  genau  den  Sinn  zu  fixiren,  in  welchem  die  partiellen 
Differentiationen  ausgeführt  werden  sollen. 

Wenn  man  eine  grössere  Zahl  von  Variabein  q  einführt,  als  zur  Bestim- 
mung der  Punkte  des  Systems  nöthig  ist,  so  finden  zwischen  denselben  (deren 
Anzahl  auch  in  di^em  Falle  mit  m  bezeichnet  werde)  mehrere  Bedingungs- 
gleichungen /=  0,  5p  =  0  etc.  statt,  und  es  sind  die  Variationen  Sq,, 
Sq^,  . . .,  tf(/,„  nicht  mehr  von  einander  unabhängig.  Man  kann  daher  aus  der 
Gleichung 

dt        '         dt      ^  dt 

nicht  mehr  auf  die  Gleichheit  der  mit  derselben  Variation  multiplich-ten  Terme 
schliessen,  sondern  muss  vermittelst  der  zwischen  den  Variationen  stattfindenden 
Bedingungsgleichungen 

einige  der  Variationen  durch  die  übrigen  unabhängigen  ausdrücken  und  dann 
nur  die  in  diese  multiplicirten  Terme  einzeln  einander  gleich  setzen.     Bewerk- 
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stelligt  man  die  Eliinination  wieder  nach  der  Lagraiige'schen  Methode,  indem 
man  die  vorstehenden  Gleichungen,    mit  Factoren  X,  Z,  etc.  multiplicirt,  hinzu- 
fügt und  dann  die  einzelnen  in  ifq^,  Sq^,  . . .,  Sq,„  multiplicirten  Terme  einander 
gleich  setzt,  so  erhalten  die  Differentialgleichungen  der  Dynamik  die  Foi-m: 
dq^         dB         dp^  dH  df  dip 

dq^  dH  dp^  3H        .     Sf  df 

~dr^~d^'       ~dr^  d^^^~dq^^^'~eq^'^"'' 


da        6H       dp  an        df         dw 

-^  =  ^^-,    -^  =  — ^ — h^-.-  -+;i,-.,- — I — 

dt  op^^^  dt  cq^^^  äq^^^         '  3q^^^ 

Die  Multiplicatoren  ?i.,  Z^  etc.  werden  dadurch  bestimmt,  dass  man  in  die  Glei- 
chungen 


4^ 

dH        Bf 

dH    .      ^Sf 

aal 

=  0, 

i^ 

3H        df 

dt 

dH               Bm 

dl 

welche  sich  durch  zweimalige  Differentiation  der  Bcdingnngsgleichungen  f=0, 
(p  ^  0  etc.  ergeben,  die  Werthe 

dq,  dH  dp,  dH  df  d<f 

dt  dp.  '        dt  dq,  dq.        ''    dq, 

substituii-t. 

Wenn  man  unter  dq^,  äq^,  ...,  äq,,,  die  virtuellen  Variationen  versteht, 
d.  h.  solche,  die  den  Bedingungen  ^f=  0,  d'y>  =  0  etc.  Gentige  leisten,  so  kann 
man  in  allen  Fällen  die  Differentialgleichungen  in  die  einzige  symbolische  Glei- 
chung zusammenfassen: 

dq,  dq  dg 

^^*,+-^,-*,+-+  #*. 

r  dp^  dp,,  dp         1 

==  m, 

ein  Resultat   von  grosser  Allgemeinheit    und  Eleganz,    welches,   wie  ich  glaube, 
in  dieser  Form  Hamilton  zuerst  aufgestellt  hat. 
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§.  11.     Hamiltoii's  Methode,  zu  der  vod  ihm  augegebouon  Form 
der  Integralgleichungen  zu  gelangen. 

Die  Darstellung  dei"  Integralgleichungen  der  Mechanik  durch  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  charakteristischen  Function,  wenn  man  statt 
der  Coordinaten  irgend  welche  Bestimmungsstücke  der  Punkte  des  Systems  ein- 
führt, findet  Hamilton  durch  folgende  einfache  Betrachtung. 

Es  sei  wieder 


--  j {T-^ü)dt. 


eJi  8H  dB 

^^^^^"-^^"'^^'"^ 

ist,  so  hat  man 

Man  kann  daher  den  Ausdruck  von  S  auch  so  darstellen: 

37/  es 

'-^ i ^P,u^r- 


f'  r  3JJ 


37/  es      „1  , 


oder,  da 


Hieraus  folgt 


■-fh 


dll  dq. 


-+ft  ,},--+■■■+?. - 


f'r  SH  .     ,    dB  ,     ,        ,    37/  .    -1  ,, 


Integrirt  man  das  erste  Integral  per  partes  und    bezeicluiet  die  Änfangswerthe 
von  qi,  q^,  .  .  .,  q^,  mit  Ci,  c^,  .  .  .,  c,„  und  die  Änfangswerthe  von  Pi,  p^,  .  .  -,^„, 
V.  35 
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mit  6],  b,.  ....  b,„,  so  erhält  man  aus  tler  vovstehenden  Formel: 

(  dp,         dB.  \      -| 

wenn  man  dem  Index  k  unter  dem  Summenzeichen  die  Werthe  1,  2,  .  .  .,  m 
giebt.  Diese  eine  merkwürdige  Gleichung,  welche  durch  eine  einfache  Integration 
per  partes,  wie  sie  in  der  Variationsrechnimg  üblich  ist,  gefunden  wird,  um/asst 
zu  gleicher  Zeit  die  Diferentialgleichungen  und  die  Integralgleichungen  des  mecha- 
nischen Problems. 

Setzt  man  nämlich  die  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  und  ausser- 
halb des  Integralzeichens  besonders  gleich  NuU,  so  ergeben  sich  sowohl  die 
Differentialgleichungen  als  auch  die  Integralgleichungen,  und  zwar  die  ersteren 
vermittelst  der  partiellen  Differentialquotienten  eines  der  halben  lebendigen  Kraft 
weniger  der  Kräftefunction  gleichen  Ausdrucks,  die  letzteren  vermittelst  der 
partiellen  Differentialquotienten  der  charakteristischen  Function.  In  dem  soge- 
nannten Princip  der  kleinsten  Wirkung,  welches  man  analytisch  durch  die  Glei- 
chung öS  ^  Q  ersetzen  kann,  sieht  man  die  Grenzwerthe  q^  und  Cj  als  gegeben  an ; 
man  setzt  also  äq^  =  0,  Jc^  =  0,  und  in  Folge  dessen  verechwindet  der  Ansdnick 
ausserhalb  des  Integralzeichens  von  selber.  Dies  Princip  giebt  daher  nur  die 
Differentialgleichungen  des  Problems,  während  die  gleichzeitige  Variation  der 
Grenzen  des  Integrals  ausserdem  die  Dai'stellung  der  Integralgleichungen  durch 
die  charakteristische  Function  giebt.  Hamilton  schläg-t  daher  vor,  das  Prin- 
cip der  kleinsten  Wirkung  the  law  of  stationary  action,  das  seinige  dagegen  the 
law  of  vorging  action  zu  nennen,  indem  das  Integral,  welches  variirt  wb'd, 
zuweilen    als  die  action  (Kraftaufwand)  angesehen  worden  ist. 

Um  dies  zu  erläutern,  bemerke  ich,  dass,  wenn  man  den  Ausdruck  unter 
dem  Integralzeichen  gleich  Null  setzt, 

diese  Gleichung,  wenn  zwischen  den  m  Grössen  5^  keine  Bedingiingsgleicbungen 
stattfinden,  also  die  Variationen  äq^  von  einander  unabhängig  sind,  in  die 
Vi  Gleichungen  zerfällt: 
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dagegen,  wenn  zwischen  den  Grössen  q,,  die  Bedingiiiigsgleichungeii  /'^  0,  'f  =  0 
etc.  stattfinden,  in  die  m  Gleichungen: 

dp^_  dif  öf        .    ö(f 

dt  dq^  ö^j         ^  dqj.  ' 

in  weichen  die  verschiedenen  in  die  partiellen  Differentialquotienten  von  /,  f  etc. 
mnltiplicü'ten  Factoren  Z,  /,  etc.  füi-  alle  m  Werthe  des  Index  /,:  dieselben 
bleiben.     Dies  sind  die  Differentialgleichungen  des  Problems. 

Wenn  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  verschwindet,  so  hat  man 
eine  hinlängliche  Anzahl  von  Differentialgleichungen,  um  daraus  die  m  Grössen  q^ 
als  Functionen  von  t  und  2m  willkürlichen  Constanten  bestimmen  zu  können;  es 
wird  daher  auch  S  eine  gegebene  Function  von  t  und  den  2m  willkürlichen 
Constanten;  und  da  die  Charakteristik  (F  sich  nicht  auf  i  bezieht,  so  wird  öS, 
wofern  die  angegebenen  Differentialgleichungen  stattfinden,  die  Variation  von  S, 
wenn  man  die  willkürlichen  Constanten,  die  ihre  Integration  mit  sich  bringt, 
variirt,  als  die  einzigen  Grössen,  welche  noch  variirt  werden  können.  Man 
liatte  aber,  wenn  die  Grösse  luiter  dem  Integralzeichen, 
/  dp,        BH  \ 

verschwindet, 

—(h^Sc^-<rkJc.^^ V-bJcJ, 

in  welchem  Ausdrucke  dq^,  d'Cf.  die  Variationen  von  ^j,  c^  bedeuten,  wenn  man 
diese  Grössen  vemiittelst  der  Integralgleichungen  des  Problems  durch  die  will- 
kürlichen Constanten  und  t  ausdrückt  und  die  ersteren  variirt.  Man  kann  aber 
auch  umgekehrt  vermittelst  der  vollständigen  Integralgleichungen  des  Problems 
die  wUlkÖrlichen  Gonstanten,  die  in  S  vorkommen,  durch  die  Grössen  qi,,  c^  und 
t  ausdrücken,  so  dass  S  eine  Function  von  t  und  den  2m  Grössen  g^,  Cj  wird, 
die  weiter  keine  Variabele  oder  willkürliche  Constante  enthält.  Es  führt  dann 
die  vorstehende  Gleichung,  wenn  keine  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
Grössen  q^  gegeben  sind,  sofort  zu  den  folgenden  Integralgleichungen  des 
Systems,  in  denen  Cj,  c-^,  .  .  .,  c,„,  b,,  b^,  .  . .,  b^  die  willkürlichen  Con- 
stanten sind: 

35* 
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ds    ^  dS    ^      ,^ 

dq^         ^- '         8c.^  ä  ■ 


_dS__  JS___^ 

Wenn  aber  zwischen  den  Grössen  ^^  die  Gleichungen  /  =  0,  (p  ^  0  etc.  ge- 
geben sind,  so  lässt  sich  aus  der  genannten  Gleichung  nur  schliessen,  dass  sich 
die  Grössen   ^r — ,  -^ —  in  der  Form 

es  df         d<p 

8S  df             d(f 

^, —   =         p-,  +1«  -^ hW,  -TT \ , 


as 

^.+''^+''.|^--. 

dS 

"*7  ^ 

„,^,.^^,;^_..., 

jM_  _ 

-.-"•C-'':4|^--' 

darstellen  lassen,  wo  /'',  (p^  etc.  die  Ausdröcke  bedeuten,  in  welche  f,  tp  etc. 
übergehen,  wenn  man  darin  ftlr  die  Grössen  q^  ihre  Anfengswerthe  Cj  setzt,  und 
die  eingeführten  Multiplicatoren  ^,  .w^,  ...,  /**■,  ,«°,  ...  folgendennassen  be- 
stimmt werden  können.     Differentiirt   man  die  Gleichungen  f=0,  (p  ^  Q  etc. 

nach  t  und  setzt  dq^  = 


.=f^*,  * 

=^*....,^».= 

=  -j. —  dtf  SO  ergiebt  sich; 

Sf    äH        df 

äff  _i ^   af  SB 

5^2                3^^  3p_,^ 

=  0, 

dH    ^ a<p    dB 

=  0, 
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Sabstituirt  man  in  diese  Grleichungen  für^i,  p^,  . .  .,'p^  die  aus  den  m  ersten  Inte- 
gralgleichungen sich  ergebenden  "Werthe  derselben,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung  der  Multiplicatoren  fi,  /*i   etc.  eine  gleiche  Anzahl  linearer  Gleichungen. 

Ebenso  dienen  die  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man  in  ihnen  c,, 
Ca,  .  .  .,  c„.,  hi,  6a,  .  .  .,  6„  für  ^i,  q-^,  ■  .  -,  §„,  _p,,  Pt>  ■  ■  ■>  Pm  setzt  und  die 
m  letzten  Integralgleichungen  benutzt,  zur  Bestimmung  der  Multiplicatoren  /*", 
^\  etc.  Ferner  geben  sie  dann,  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  f  =  0, 
w"  :=  0  etc.,  die  Bedingungen  an,  welche  die  in  den  aufgestellten  Integralglei- 
chungen als  Gonstanten  auftretenden  Grössen  Ct,  b^  erfüllen  müssen. 

Den  partiellen  Differentialquotienten  von  S,  nach  t  genommen,  findet  man 
durch  die  Gleichung: 

<^S  _  -.    5-^^    ,  „    ^^^    .        ,  „    ^-ö    _j^ 

dS    dq^ 


an 

+Pi 

all 
dp. 

-h- 

an 

SS 

8S 

d,, 
dt 

-  + 

as 

dt 

dS 

dH 

au 

-+^15^+?. 


^P'i  "   ^Pm  ' 


-^  =  -H=ü-T 

dt 

folgt,  wie  wir  auch  oben  gefunden  hatten,  wo  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
zu  Bestimmungsstücken  der  Punkte  des  Systems  gewählt  waren. 

Wenn  zwischen  den  Grössen  q^  keine  Bedingungsgleichungen  stattfinden, 
und  man  in  den  Ausdruck  von  H  oder  2'  für  die  Grössen  p^  ihre  Werthe  setzt: 

ds 

so  wird  die  vorstehende  Gleicliuug 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  der  Function  S  und 
den  unabhängigen  Variabein  t,  q^,  g^,  .  .  .,  q„^.  Wenn  das  System  ganz  frei 
ist,  also  m  =  Sn,  so  muss  dieses  dieselbe  partielle  Differentialgleichung  sein, 
wie  (^ie  oben  für  diesen  Fall  angegebene: 
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wenn   man  in  dieselbe  statt  der  3^^  Grössen  x,-,  y„  Sf   die    Bn  Grössen  qi,   ein- 
führt.    In  der  That  folgen  auch  aus  der  oben  (p.  267)  gefundenen  Gleichung: 
Sm.[a!'Ja:.-\-i/'.dy.-i-z'.Ss.'] 

die  Gleichungen: 


IS- +■■■+!'■ 

-ei,; 

3?. 

m.    L    '     DU.  '  -^     ( 


^4^^  J'.TäT+A- 


und  dahei-,  wenn  man  die  Werthe 


8S 

Sg,        a.S    og. 

"air^^'a»7 

ög,         öS     ö^j 

^^^^ 

1  ras 

Sg,      as   a,, 

S^,  ^  Sg,    a^. 

SS 

ag. 

"«» 

a«, 

SS 

sg. 

"^sr 

%: 

es 

a?. 

dq,^    dz.  . 


in  welchem  Ausdrucke  man  noch  vermittelst  der  zwischen  den  Grössen  q^  und 
.T,,  1/f,  2;  stattfindenden  3n  Gleichungen  die  pai-tiellen  Diiferentiaiquotienten 
dq,.        dq^        dq^. 
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durch  die  Grössen  qj^  auszudrücken  hat,  damit  die  Gleichung 

es     ,,,      ,r 

eine  partielle  Differentialgleichung  zwischen   S,    t  und    den    Grössen    q^.  werde. 
Der  vorstehende  Werth  von  T  ist  aber  offenbar 


r)1 

und  giebt,  in  die  Gleichung 


--4[(^r-(-f)v(^^ 


substituirt,  die  früher  angegebene  partielle  Differentialgleichung. 
Setzt  man  wieder 

V  =  S-htH 
und  f'ühi't  statt  i  die  Variabele  H  ein,    so  erhält  man  durcli  ähnliche  Formeln 
die    3m   IntegTalgleichungen  durch    die    partielten  Differential qiiotienten   von    V 
ausgedrückt.     Statt  der  Gleichung 

es 


erhält  man  wieder,  wie  früher, 


-ä,---" 


^^.  = ,. 


dE 
Die  partielle  Differentialgleicliung  wird 

T  =  U+E, 
wenn  man  in  T  für  die  Grössen  p,.  die  Werthe 
3V 

setzt  und  in    U,  wenn  darin  die  Zeit  ;  auch  explicite  vorkommt,  seinen  Werth 

t  -  -^^ 
"-    dH- 

Wenn  t  nicht  explicite  in  ü  vorkommt,  und  daher  vermittelst  der  Gleichungen 

der  Bewegung  //  einer  Constante  gleich  wird, 

//  =  K 

so   erhält    man    noch    eine    zweite    partielle    Differentialgleichung    für  Jede    der 
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FLinetloueii    S  und    V).      Ist   nämlich  B     der  Ausdruck,    iu    den    H   übergeht, 
wenn  man  c^,  bi,  für  ^,,,  p^  wetzt,  sr.  hat  man 

ir  =  h, 

wenn  man  in  der  ersten  G-ieicJuuig  in  H'  liie  Grössen  i,  durch  ihre  Werthe 

f^ ^9_1 

und  in  der  zweiten  durch  die  Werthe 

dV 


§.  12.  Die  partielle  Differentialgleichung  für  das  Problem  der  Rotation. 
Ehe  ich  mich  zu  anderen  Betrachtungen  wende,  will  ich  noch  die  par- 
tielle Differentialgleichung  aufsuchen,  auf  welche  nach  der  voratehenden  Theorie 
die  Rotation  eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt  zurückkommt,  wobei 
ich  die  von  Poisson  in  seiner  Abhandlung  im  15'"  Hefte  des  „Journal  de 
TEcole  Polytechnique"  gebrauchten  Bezeichungen  beibehalten  will. 

Es  seien  X,  ¥  zwei  feste,  auf  einander  senkrecht  stehende  Linien,  XY 
ihre  Ebene;  ferner  Xj,  F^  zwei  der  beweglichen  Hauptdrehungsaxen  des  Kör- 
pers, X^Yi  ihre  Ebene.     Es  sei: 

1^  der   Winkel    zwischen   X  und   dem    Durchschnitt   der  Ebenen    XF 

und  XJ,; 
(f  der  Winkel  zwischen  diesem  Durchschnitt  und  X^\ 
d-  der  Neigungswinkel  beider  Ebenen  XF  und  X^F^; 
es    seien    ferner   Ä,   B,   C   die   Momente   der   Trägheit   des   Körpers    in    Bezug 
auf   die    Axen    X-^^.    F^    und    die    dritte    auf  ihnen    senkrecht    stehende.      Setzt 


da: 
St 

''9 

p  =  sm^.smi)\ip' 

q  ==  cos(fsm-il-.ip' 

r  =  <f'  —  cOäi)-.-tp'. 
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SO  hat  man  für  die  lebendige  Kraft: 

Setzt  man  ferner  mit  Poissou: 

c3T   _ 

dT  _ 
d!>'       ''' 

oip'  ' 

so  hat  mtiii   die  am   angettilirtcn  Ort  S.  326   entwickelten  Formeln: 

Cr  =  s, 


cos(p   . 

sinfp 
siii>  *• 


-(M+cosJ.s^+siny.w, 
Afi  =    "'."',.  (u-i-cost)- .s)  —  cos(p,ü, 


L  siii^ 


(w+cosy..s)-F 


ergiebt.  Was  in  nnseren  allgemeinen  Fonneln  die  Grössen  q,.  waren,  sind  hier 
die  Winkel  'f,  yj,  &-,  und  was  die  Grössen  p^,  sind  hier  die  den  Winkeln  5p,  ip, 
&  entsprechenden  Grössen  .y,  u,  v.     Man  hat  daher: 

dV_  __ 
dif  ' 

dv  ^ 

dxp  "' 

5V    _ 

d&  ~  ^' 

so  dass,  wenn  U  die  Kräftefunction  ist  und  k  die  in  dem  Satze  von  der  leben- 
digen Kraft  vorkommende  Oonstante,  die  Bestimmung  der  Rotation  eines  Körpers 
zurückkommt  auf  die  Integration  dei'  partiellen  DitFerentialgleiehung: 
V.  36 
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Ö>  J 


2C   \d9>  J 

1    fcos»  {dv        ^  dv\ 

1     [sintp  ( dV  ^  dV\  dvv 

=  ü-{~h. 

Die  Integration  dieser  partiellen  Differentialgleichung  für  den  Fall,  dass  die 
Kräftefunction  ü  ^  0  ist  oder  der  feste  Körper  durch  einen  augenblicklichen 
Impuls  um  den  festen  Punkt  in  Bewegung  gesetzt  wird,  werde  ich  an  einem 
anderen  Orte  mittheilen  und  zeigen,  wie  sich  das  Problem  in  diesem  Falle  auf 
blosse  Quadraturen  zurückführen  lässt.  Dasselbe  gilt  bei  allen  mechanischen 
Problemen,  in  welchen  die  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  des  Systems  nur 
von  drei  Grössen  abhängt,  und  die  Gleichung  für  die  Erhaltung  der  lebendigen 
Ki-aft,  sowie  die  drei  Gleichungen  für  die  Erhaltung  der  Flächenräume  gelten*). 

§.  13.     Zuriickfüliruug  der  allgeineiiiston  partitilltm  Diftei'entialgloichung  erster 
Ordnung  auf  ein  einziges  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen, 

Die  im  Vorhergehenden  mitgetheilte  Hamilton'sche  Analysis  setzt  auf 
keine  Weise  voraus,  dass  die  Function  H  aus  t  und  den  2m  Grössen  q,,  und 
Pf.  gerade  auf  die  Weise  zusammengesetzt  sei,  welche  die  Probleme  der  Me- 
chanik erfordern,  sondern  diese  Analyse  gilt  unverändert,  was  auch  H  für 
eine  Function  von  t  und  den  Grössen  q^  und  pf.  bedeutet.  Man  erhält  hier- 
durch, wenn  man  für  H  irgend  eine  Function  /  setzt,  allgemein  folgendes 
Theorem. 

Theorem  IV. 
„Es  sei 

/(*.   9.V  12'  ■■■'  %.'  Pn  Pü'  ■-■'  Pj 
irgend  eine  Function  der  2m+l  Grossen  t,    q^,  q^,   . .  .,   q^,  p^,  p^,    ■  -  .,  p^, 
und  zwischen  diesen  Variabein  sei  folgendes  System  von  2m  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  gegeben: 


")  Vgl.  die  Abhandlung  „Nova  inethodus  aequationes  differentiales  pavtiales  primi  ordiuis  inte- 
~  (S.  !~189  dieses  Bandes),  wo  in  §.  66  diese  Fragen  behandelt  sind. 
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rfg, 

äf 

*,  _  _  ^ 

dt 

-  Sj,,  • 

c/(                   dq^    ' 

TT 

af 

(it      ^           dq,    • 

dt 

Sf 

*^ af^. 

es  seie'a  c,,  c^,  .  .  .,  c„  die  Werthe.  der  Grossen  gj,  ga,  .  .  .,  g^  «nd  61, 
62,  . . .,  6„  (^i'e  Werthe  der  Grossen  f^,  ^2,  .  .  .,  f^für  ^=  0,  wodurch  die  in  den 
2m  Integralen  des  vorgelegten  Systems  von  Differentialgleichungen  vorkommen- 
den 2m  willkürlichen  Constanten  bestimmt  sind;  drückt  man  hiernach  das  Integral 


^/t 


df  df  df 


durch  die  Grössen  t,  g,,  q^,  .  .  ,,  5,,,,  c,,  c^,  .  .  .,  c„,  aus,  wie  dieses  vermittelst 
der  2m  Integralgleichungen  möglich  ist,  so  hat  man  die  Gleichungen: 


aw 

äW 

-'',. 

8?,  " 

"*,  ^ 

?w 

dW 

Sq,    ' 

""'" 

de. 

flW 

3W 

%,. ' 

=?... 

*,.  ^ 

welche  man  als  die  2m  Integralgleichungen  des  Problems  betrachten  kann;  zu- 
gleich ist  der  angegebene  Ausdruck  von  W  eine  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung: 


hl  welcher  Lösung  c^,  c^,  .  .  ..  c,„  die  m  willkürlichen  Constanten  sind,  denen 
man  noch  eine  hinzufügest  kann ,  welche  durch  blosse  Addition  mit  W  ver- 
bunden wird." 

Dei-  Beweis    des    ersten  Theils    dieses  Theorems   ist    in   der  einen    Glei- 
chung enthülten: 
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\dt 
-V— ^3, K-'^^h ^--dq 

'  '      öi        '■  ~      dt  ' "'      dt     \ 

— &j  <Jcj  ^-b.^Sc.^ — -h^  öc^^ , 

in  welcher  Gleichung  die  Charakteristik  3  sich  bloss  auf  die  Variation  der  in 
den  Integralgleichungen  vorkommenden  willkürlichen  Oonstanten  bezieht.  Man 
erhält  dann  den  zweiten  TheU  des  Theorems  durch  die  Gleichung: 


^'  oft 

■■■+?., 

df 

-/ 

= 

dW 

dW 

SW    dq^ 
+  35,     dt 

SW   dq, 

'^  3g^      dt 

+■■ 

öfF  dq_ 

_  aw 

dt 

-^--Ik 

+    ?i 

Sf 

e,,. 

+■■ 

Sf 

die  Gleichung 

^^f- 

=  0 

in    welcher 

ma„ 

für    die    Grössen 

i4    ih 

re    \^ 

,    ,     aw 

erthe    -g^zllB 

ubstituir 

en 

folgt, 

hat,  werm  sie  als  partielle  Differentialgleichung  betrachtet  werden  soll. 

Die  partielle  Differentialgleichung,  deren  vollständige  Lösung  vermittelst 
der  vollständigen  Integration  eines  einzigen  Systems  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen durch  das  Theorem  IV  gegeben  ist,  hat  nicht  die  allgemeinste 
Form  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  indem  sie  nur  die 
Differentialquotienten  der  gesuchten  Function  W,  nicht  diese  Function  selber 
involvirt.     Fflr  diesen  allgemeinsten  Fall  habe  ich  folgendes  Theorem  gefunden. 
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T  h  e  D  r  e  in    Y. 

„Es  sei 

f(W,   t,   q,,   q.^,   ...,   q„_,p,.  p„   ..-,!>„,) 

irgend  eine  beliebige  Function  der  Grössen  W,  t,  §,,,  q.^,  . . .,  q^,  p^,  p^,  . .  .,  p^,  ui 
zwischen,  diesen  Variahein  sei  folgendes  System  von  2m--\- 1  gewöhnlichen  Diffej-e. 
tialgleichungen  ersteh'  Ordnurtg  gegeben: 

dq^  df  d/p^  df  df 

dq^  df  dp^  3f  df 

~dr  ^  ~e^'    ~dr  ^         d^^P^'dW' 


dp, 

df 

df 

dt 

Hf 

"äiT" 

-r.,- 
ftf 

aw 

<-!'!■ 

Sp, 

■■■+!', 

W. 

]    ' 

dq,„    ^      Sf 

dt        dp,^ 

dW  _      _5/ 
dt     ~-^'    dp 

es  seien  für  W ^  0  die  Werthe  der  Grössen  t,  5,,  g^,  . . .,  q„,.  p^,  p^,  . . .,  p^ 
respective  t„,  c^,  c^,  .  . .,  c„,,  61,  Ä^,  . . .,  6,,^,  wodurch  die  in  den  2m+l  Integral- 
gleichungen des  vorgelegten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  vorkom- 
menden 2m+l  willkürlichen  Constanten  bestimmt  sind;  drückt  man  hiernach 
vermittelst  der  2m+l  Integralgleichungen  die  Grösse  W durch  t,  t^,  q,,  q^,  . .  .,  q,„, 
c„  Cg,  . . .,  c„,  am  und  nimmt  in  diesem  Sinne  die  partiellen  TJifferentialquotienten 
von  W,  so  erhält  'man 

dw  ew 

dW  6W 

-T-, —  =  p„    — „ —  =  —ML, 


ÖW   ^  dW   _  _  1^5 


-/' 


1^* 


M^  e 

ist;   die  vorstehendeii  Gleichungen,   verhitnden  mit   dem,  Ausdi-ucke  von    W  durch 
i,  kl  9ii  I2,  ■  ■  ■;  ?m!  '^i,  <^ii  ■  ■  -1  <?,ni  ^i^"'''  "T''"  (tf"  die  2m+l  Integralgleichungen 
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des  vorgelegten  Systems  von  Differentialgleichungen  mit  2m-\-l  willkürlichen  Con- 
sianten  t^,  Cj,  c.j,  .  .  .,  c^,  b,,  b^,  .  .  .,  h^  ansehen;  zugleich  ist  der  aiigegehene 
Ausdruck  von  W  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  DiffereJitmlgleichmg 
erster  Ordnung 

in  welcher  Lösung  t^,  c-,,  c^,  .  .  .,  c,„  die  m+1  willkürlichen  Constanten  sind". 
Der  Beweis  des  ersten  Theils  dieses  Theorems  ist  in  folgenden  Glei- 
chungen enthalten,  in  welchen  die  Charakteristik  S  sich  wieder  nur  auf  die 
willkürlichen  Constanten  bezieht,  welche  in  den  2m +  1  Integralgleichungen 
vorkommen.     Man  hat  zuerst 


?,•» 

dp. 

-hp./ 

4^H hpj- 

dp, 

■*?,- 

Bf 

-*.— 

Sf 
B'I., 

P,i 

dt 

-+?,' 

dt 

^ — '^vj 

dp, 
TT 

iq,+ 

Ä 

-(Pi^9i+P%^<l^+- 

■■+?..*„ 

'^(Pi^li+Ps'^'h'^ 

+vj'0 

df 
"SW 


3W 


SW) 


"7^  Cr,  -'s.H-A  %+ •  ■  •  +?.■!?.  -SW). 


Daraus  folgt: 


^pJq.—SW) 


Dividirt  man  diese  Gleichung  durcli  M.  und  integrirt  von  ;  =  ;^  bis  ^  =  t,  so  er- 
hält   man,   wenn  man   mit   (ßW),j   den  Werth   von   t^W  für  t  ^  t^  bezeichnet: 

^{fA,+pA,+-+fA.-'V) 
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Bezeichnet  man  mit    W^,  und     -^r —  1 

\    ot   Ja  ui. 

SO  hat  man 

oder,    da  ich  vorausgesetzt  habe,    dass    W„  identisch  =0    sei,  und  daher  auch 
,^W,  =  0  ist, 

Hiernach  verwandelt  sich  die  gefundene  Gleichung  in  die  folgende: 

welche    den    ersten    Thcil     des    Theorems    umf'asst    und    ausserdem    noch    die 
Gleichung : 


-«m. 


Man  hat  ferner: 


df  Bf  df 


aw 

dW  <is, 

dW 

dg. 

aw 

^.. 

TT 

+ii?;^iir+ 

Tä^ 

-Tr+ 

■■■+ 

ä?r 

dt 

ev 

dt 

df 

=  0 

+  ■■ 

■+J>, 

df 

erhält,  welche   Gleicluing,    wenn    man   darin   für  die    Grössen    p^  ihre    Werthe 

dW 

-^r—  substituirt.,  den  zweiten  Theil  des  Theorems  eiebt. 
öq^  '  ^ 

Pfaff  hat  zuerst  bemerkt  (in  den  Abhandlungen  der  Berlinci'  Akademie 

der    Wissenschaften     vom    Jahre    1815),     dass    die    Integration    der    partiellen 

Differentialgleichung 

dw     ,(,,,  dw    aw         dw\ 

\-f\W,  t  q^,  q^,  ...,  <?„,, 


^r^'  V  "■  "■■  '^1'  '-'ä-  ■■■•  ^'"'  ^'  ä^'  -'ä^;  "^  ^ 


die    Integration   des   im   Theorem  V   aufgestellten  Systems   gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen  erfordert.      Aber   nach    seiner  Analysis   war   die  vollständige 
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Integration  dieses  Systems  nur  ein  erster  Schritt,  naeli  welchem  noch  mehrere 
andere  Systeme  gewöhnhcher  Differentialgleichungen  zu  integriren  blieben. 
Das  Theorem  V  lehrt  aber,  dass  die  vollständige  Integration  des  einen  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  hinreicht,  eine  vollständige  Lösung  der 
partiellen  Differentialgleichung  zu  finden.  Man  kann  auch  über  den  Zusammen- 
hang des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  mit  der  partiellen 
Differentialgleichung  meine  Abhandlung  im  2""  Bande  des  Crelle'schen  Jour- 
nals „  Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung" 
vergleichen.     (Cf.  Bd.  XV  dieser  Ausgabe,  p.  Iff.) 

§.  14.     Es  wird  gezeigt,  wiü  umgekehrt  Jede  vollständige  Lösung  eiuer  partiellea 
Differentialgleichuug  erster  Ordnuag  die  Integrale  eines  gewisaea  Systems 

gewöhnlicher  Differentialgleichungen  liefert. 
Um  die  vollständigen  Integrale  der  in  den  Theoremen  IV  und  V  auf- 
gestellten Systeme  gewöhnhcher  Differentialgleichungen  zu  erhalten,  ist  es 
nicht  nöthig,  dass  man  gerade  diejenige  vollständige  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichungen  kenne,  welche  in  diesen  Theoremen  als  die  Function 
W  definirt  worden  ist,  sondern  es  genügt,  wenn  man  irgend  eine  vollständige 
Lösung  dieser  partiellen  Differentialgleichungen  kennt.  Man  hat  nämlich  fol- 
gendes Theorem,  welches  als  die  ümkehrung  des  Theorems  IV  betrachtet 
werden  kann: 

Theorem  VI. 
„Es    sei    W  irgejid    eine  vollständige   Lösung    der  partiellen   Differential- 
gleichung: 

.         ÖW      ./  BW      dW  dW\ 

^  =  ^r+4''  '^^'  '^='  ■■■'2-'  ■%:'  ^ ^j' 

welche  Lösung  ausser  einer  zu  W  hinzukommenden  Constante  die  m  willkür- 
lichen Constanten  «,, 


dW 

ew 

'S,,  -A- 

aw 

ew 
-e^-v... 

da,,, 
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m  welchen  ßy,  ß^,  ■  ■ .,  ß,„  andere  m  willkürliche  Constanten  bedeuten,  die  voll- 
ständigen Integralgleichungen  folgender  2m  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung: 

dq^  df  dji^  Bf 

dt  dp    '         dt  da    ' 


df 

df          dp^               df 

dt 

df         dp^^^               df 
"~    dp^^ '         dt     ~~        5^,__  ' 

in  welchen  f  die  obige  Function 

f{t,  9„ 

dw     dw        dw 

fe  -'5,..  ^'    ^'  -'~dq~. 

ist,  ivenn  man  darin  filr 

dw     dw         dw 

dq^  '     ö^g  '  '"'    dq,^^ 

respective 

Pv  Pv   ■■■'  P„, 

setzt. '-' 

Der    Beweis    dieses 

Tlieoreiiis    ist    in    der    zweiftK 

Ausdrucks 

^dW         ddW 

dt  dt 

enthalten,  welche  man  erhält,  wenn  man  W  zuerst  nach  t  differentiirt  und 
dann  variirt,  oder  zuerst  variirt  und  dann  nach  t  differentiirt,  wobei  alle 
Variabein  als  Functionen  von  t  betrachtet  werden,  wie  sie  sich  durch  die  auf- 
gestellten 2m  Integralgleichungen  ergeben,  und  das  Variationszeichen  ä  sich 
wieder  nur  auf  die  in  denselben  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  bezieht. 
Es  ist 

dW  eW      aW    dq^        dW    dq,^  dW  dq^ 

dt  dt         dq^     dt         dq^     dt  dq^     dt 

dq^  dq^  dq^^ 


da,  dq.  dq^ 


37 


y  Google 


PROBLEME  DER  MECHANIK  BEI  EXISTENZ  EINER  KRAFTEFÜNCTION 


und 

daher : 

dW 
'-dt- 

--^J"' 

-(^- 

tI-)*.-* 

V   dt         Bp^  ) 

*?,+■ 

da 

And 

ererselts 

hat  man 

äW  = 

dw .      aw , 

aw 

dW 

sw . 

Aß  _i i_ 

aw 

a«,  ""'"^ 

a    «%+   + 

3«., 

\-w—a^,r- 


nnd  daher: 

dW         ddW  dp,  dp,  dp    , 

«5— j-  =  —r—  =  -^^q,^ — ir-^2-^ \—^^^m 

dt  dt  dt      ^^        dt      "  dt 

dSqj  ddq^  d^q 

dW      . 
Setzt  man  beide  Ausdrücke  von  6 — ,-—  einander  gleich,  und  bemerkt  man,  das 
dt  °        ' 

dt  dt 

ist,   so   erhält  man: 

/*,  ,   af\      (dp,      af^ 

Da  die  2to  Variationen  äq^,  d'p/,  von  2m  willkürlich  anzunehmenden  Variationen 
<)'«j  and  äßi,  abhängen,  so  sind  sie  selber  willkürlich  und  von  einander  unab- 
hängig, weshalb  die  in  dieselben  multlplicirten  Ausdrücke  einzeln  verschwinden 
müssen ;  wodurch  sich  die  zu  erweisenden  Differentialgleichungen  des  aufge- 
stellten Theorems  ergeben. 

Wenn   die  partielle  Differentialgleichung   die  Function    W  selber  enthält, 
so  gestaltet  sich  das  Theorem  VI  folgenderniassen: 


*- 
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Theorem  VIT. 
„Es    sei    W  irgend  eine  vollständige    Lösung    der  partiellen   Differential- 
gleichung: 

mit  irt-i-l  willkürlichen  Constanten  fz,  ti^,  ß^j  ■  ■  ■)  ^«o  '^^  ■**'"^  '^'*^  Gleichungen: 

ew  _        dir  _     air 
S jP  _         dW  _  .  sw^ 


dW     _  dW_  __        3»' 


ßi,  ßi,  ...,/?„  newe  wilUmrliche  Gonstanten  sind,  verbunden  mit 
dem  Ausdrucke  von  W  die  2m -Hl  vollständigen  Integralgleichungen  der  Dife- 
rentialgleichungen: 

dq,  Df         4>,  Sf  df 

lir  ^  H^'     ^IF  '^        äi[,      '''"dW 

dq,  df  rffjj  df  df 


dt           dp^  '        dt '             'dq^^ 

Sf 

dW              df             df 

dt  -Aay^+Aa/, +-+P- 

af     , 

in  welchen  f  die  obige  Funcäon 

,?,„,                            dW       3W 
f\W,t,q,q^...,q,„    ^,     ^ 

dW\ 

•  ■■■'  Iti 

ist,  wenn  man  darin  für  die  Grössen 

SW       dW            dW 

dq^  '       Sq„  '    '"'    dq^^^ 

respecHve 

fv    P-2'    ■■■'  P,„ 
setzt." 

Man  hat  nämlich,    wenn  man    in  demselben 

Sinne   wie  bei  dem  vorigen 

Theorem  differentlirt  und  varürt, 

37" 
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dW         aW       3W    iq,         aW    dg,                  BW    dq^ 
dt            dt     '    Sg,     dt     '    dq,      dt     '         '    dq,,     dt 

da,              dq^                        dq 

daher: 

•'TT 

--^^■-^*--"'Jt*--w^'^ 

+lTr~Ti^J*'+liir-Tjj,7J*>+--+liir-ä,r. 

dq,  dq„  dq , 

+p.'-ir+i'''-d,:-+-+'':'-iir- 


Mail  hat  ferner 


ÖW  ,       sw 

äq.j-\ h 

dw , 

dw  ^    ^  dw  ,   ^  6W 

-^, —  da-] — ^ —  da,  -{ — ^ — 
da              e«,       '        da.^ 

«jßgH h 

31V 

(ia^ 

Pi'^5i+?ä%-+- 

■-^P.A,u 

8W    , 

wenn  man  der  Kürze  halber 

setzt.     Hieraus  folgt 

dSW  dp^  dp^  dp 


-H h?,„- 


Setzt  man  diesen  Ausdruck  dem  oben  für  J— i —    gefundenen    gleich     und    sub- 
f-tituirt  in  letzterem  für  Ö'W  den  Ausdruck 


so  erhalt  man: 
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of   ,       Sf-.  rd.p^        df  5/^ 


(  7^^\ 

[df    dW^     __Öa    I 

\aW~da  "^     dt"J' 


d. 


Die  2771+1  Grössen  d'p^,  dp^,  .  . .,  rf/),„,  Sq^,  äq^,  ...,  %,„,  z/  sind  aus  den 
2m+l  Variationen  (J«,  (V«!,  äa^,  .  .  .,  Sn,,,,  äß,,  3ß^,  . . .,  Sß„^  zusammengesetzt, 
tind  da  diese  willkürlicli  und  von  einander  unabhängig  sind,  so  sind  es  auch 
jene.  Die  vorstehende  Gleichung  kann  daher  nur  erfüllt  werden,  wenn  die 
in  die  einzelnen  Variationen  multiplicirten  Ausdrücke  verschwinden,  wodurch 
man  die  zn  erweisenden  Differentialgleichungen  des  aufgestellten  Theorems 
erhält.     Die  letzte  dieser  Gleichungen  folgt  nämlich  aus  der  Gleichung: 


dW                        da,             dq, 

-^  =  -f+n-st+i:-^+-+f.. 

wenn  man  darin  die  Substitutionen 

'^l-i           ^f         '^1^           ^f                ^'i,., 
dt     ~    Öpj  '       dt     ^    Sp^  '     '"'^df 

a/ 

vornimmt.      Man  findet   ausserdem   noch,    wenn   man 

den    in    A  multiplicirten 

Ausdruck  gleich  Null  setzt,  die  Gleichung: 
dW 

dW    da  dt 

Ganz    ähnliche    Gleichungen    gelten    auch    iür    jede    der  anderen   willkürlichen 
Constanten  «,,  a^,  .  .  .,  a^^. 

Ich  will  für  den  Fall,  in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung 
die  gesuchte  Function  nicht  selber  enthält,  auch  noch  annehmen,  dass  sie  die 
eine  Variahele  t  nicht  selber  involvire,  wie  dies  in  denjenigen  Problemen  der 
Mechanik  der  Fall  ist,  in  welchen  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt. 
Für  diese  Annahme  erhält  man  eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung 

dw  ,  j  ew    dw         dw\ 

ö  =  ^r+^l^^'  5-  ■■■'  ^""  -d^'  -d^^  ■■■'  ^j' 

wenn  man 
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setzt,    WO   h  eine  willkührliche    Constante   ist   und    V  eine  vollständige  Losung 

der  partiellen  Differentialgleichung: 

J  dV       dV  dV\ 

h  =  f[q^,  q.^,  ...,  2„„      -g— ,     ^,    ...,  ^, 

welche  ausser  einer  willkürlichen  Constanten,  die  hinzuaddirt  werden  kann, 
noch  w.— 1  willkürliche  Constanten  «j,  a^,  .  .  .,  «,„_i  enthält.  Schreibt  man 
in  dem  Theorem  VI  —h  und  —r  statt  «,„  und  ß„,  und  bemerkt,  dasB 


dW 

dV 

dw  _  av 

aw 

av 

■5«,    " 

S'h  • 

dq,,           dq^  ' 

■■'   %,.    " 

^   ö?.. 

dW 

dV 

aw  __  dV 

aw 

av 

äo,    ~ 

'So,  • 

öttj           da^  ' 

■•'  "So,.-,    ' 

a«.,-, 

dW 

;  _  _aw_  _  j 

SV 

da 

ah 

ist,  so  verwandelt  sieh  das  Theorem  VI  in  folgendes: 


Theorem  VIII. 


„Es    sei  V   eine  vollständige  Lösung   der  partiellen   Differentialgleichung: 

j  av     ev         dv\ 

in  welcher  h  eine  Constante   ist;  es  seien  a^,   «2,  , . .,   «„^^   die  m — 1    willkür- 
lichen   Constanten,    welche   aitsser    einer,    die    zu    V  hinzuaddirt   werden  kann, 
in   V  enthalten  sind;  so  sind  die  2m  Gleichungen: 
dV  dV 


aq,        "•• 

Sa," 

=  ßi' 

ar 

av 

da. 

=  ft, 

av 

ar 

-i>S. 

av 

av 

=   t+v, 

in  welchen  ß^,  ß^,  . . .,  y^,„_i,  t  neue  willkürliche  Constanten  sind,  die  voll- 
ständigen, 2m  willkürliche  Gonstanten  «i,  «a,  . . .,  «,^1,  ßi,  ß^,  ■■■,  ßm-u  K  ^ 
enthaltenden  Integralgleichungen  der  2m-  Diß'frenfialgleichungen: 
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dg,            df 
dt         Sp^  • 

*,                Hf 
dt                   ßq^  ' 

d,j,          df 
dt          dp,  • 

<ip,            Sf 

dt                 35,' 

'•f.  _    Sf 
dt           öy„, ' 

dt     ^         ög,,,  ' 

in  welchen  f  die  ohieje  Function  f\q^,  i 

SV       SV 

,     .                                 ,..      dV 
man  dann  p,,  /J^,  .  .  .,  |>„,  JVT  -^— > 

ar            dv     ,    ., 

-&,:•  ■■■'  ^  "''"''"■ 

§.  IT).     Ausdrücke  (3er  charakteristischen  Function  und  ihrer  Üifi'ereiitialquotieiiten 
durch  die  ursprünglichen  Coordioaten  bei  unfreier  Bewegung. 

Man  erhält  aus  den  Theoremen  VI  und  VIII  die  aaf  die  Mechanik 
bezüglichen  Formeln,  wenn  man  für  f  die  Function  H  =  T—U  setzt.  Die 
Grössen  §^  bedeuten  solche  Bestimmungsstücke  der  bewegten  Punkte,  zwischen 
welchen  keine  Bedingungsgleichungen  stattfinden,  so  dass  man  ü\r  die  orthogo- 
nalen Coordinaten  sämmtücher  vollkommen  bestimmte  Ausdi-üeke  durch  die 
Grössen  5^  hat.  Diese  Ausdrücke  der  Coordinaten  und  ihre  Differentialquotienten 
hat  man  in  den  Ausdruck  der  halben  lebendigen  Kraft  T  und  der  Kräftefunction 
ü  zu  substituiren   und   die   partiellen   Differentialquotienten   von    T,   nach    den 

Grössen  ql  =  --.y-  genommen,  gleich  p^  zu  setzen;  endlich  in  T  für  die  Grössen 
5,'  die  Grössen  p^  einzuführen.  Es  wird  dann  H  =  T —  V  eine  Function  der 
Grössen  g';  und  p^^  welche  nur  dann  noch  ausserdem  die  Grösse  t  enthält, 
wenn  dieselbe  in  der  Kräftefunction  ausser  den  Coordinaten  vorkommt,  und 
diese  Function  H  hat  man  in  den  genannten  Theoremen  für  /  zu  setzen.  Ich 
will  nun  annehmen,  dass  rückwärts  in  die  charakteristische  Function  Tl^  welche 
irgend  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung 

bedeutete,  statt  der  Grössen  §;  wieder  die  rechtwinkligen  Coordinaten  sub- 
stituirt  werden,  so  dass  W  eine  Function  von  x^,  y^,  s^  und  von  den  m  will- 
kürlichen Constanten  «i,  «s,    ....  k„.  wird,  wobei  ich  von  einer  weiteren  Coii- 
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Staaten  abstrahire,  die  noch  durch  Addition  mit  TF  verbunden  sein  kann.  Wenn 
zwischen  den  Coordinaten  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind,  so  wird 

wenn  n  die  Zahl  der  bewegten  materiellen  Punkte  ist;  man  kann  dann  die 
Grössen  j;  auf  unendlich  verschiedene  Arten  durch  die  Coordinaten  x^,  i/^,  S( 
ausdrücken,  indem  man  vermittelst  der  zwischen  den  Coordinaten  stattfindenden 
Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  3n — m  beträgt,  die  Ausdrücke  variirt. 
Es  kann  daher  auch  die  Function  TT,  wenn  man  in  sie  statt  der  Grössen  qi 
die  Coordinaten  einführt,  verschiedene  Formen  annehmen,  welche  aber,  wenn 
i?"  =  0,  0  =  0  etc.  die  BedingnngsgleiehiTngen  sind,  alle  aus  einer  erhalteu 
werden,  wenn  man  zu  ihr  die  Functionen  F,  'P  etc.,  jede  mit  einem  Factor 
versehen,  hinzutiigt. 

Hat  man  nun  für  die  Grössen  qt  Ausdrücke  durch  die  Coordinaten 
Xi,  yt,  Zi  in  irgend  einer  Form,  welche  dieselben  vermittelst  der  Bedingungs- 
gleichungen F  =:Q,  'P  ^  0  etc.  erhalten  können,  angenommen  und  dieselben 
in  die  Function  ,W  substituirt,  so  wird,  wenn  ^  eine  der  Coordinaten  Xi,  yi,  s^ 
bedeutet, 

dW         dW  dq^       dW  dq^  6W  Ög,^ 

~W  ^  ~dq^~dr~^~eq./"ä'r^  '^  ~S^  ~^ 

^2,     ,       ^'q  e?,„ 

Ea  war  aber,  wenn  iiuin  sich  T  durch  die  Grössen  q^  und  q-  ausgedrückt  denkt, 
3T 

^•  =  w 

wodurch  die  vorige  Gleichung  sich  in  folgende  verwandelt: 
dW  dT    Ög,         dT    dq,  dT    dq„^ 

d'&  dq^    ö|         dq^     8'§  9gJ^     d'i 

Betrachtet   man   q\   als  Function   der   Grössen   x.-,,   yi,   Sj,  x',  j//,  2,',    welche    in 
Bezug  auf  die  Grössen  xl,  yl,  z\  linear  sein  wird,  so  hat  man: 
ög!  dq^ 

da  in  dem  durch  Differentiation  erhaltenen  Ausdruck  von  5-  die  Grösse  |'  nur 
linear  und  in  -^  multiplicirt  vorkommt.     Man  hat  daher: 


y  Google 


UND  ilBER  DIE  THKORIE  DER  STÖRUNGEN.  297 

eW  dT    dq[  ÖT    dq[  ST    dql 

oder 

dw       dT 

Diese  Grleiehung  gilt  flir  jede  der  Coordinaten.  Setzt  man  für  |  die  Wei'the 
Xi,  1/i,  Zf,  so  erhält  man: 

_ÖW;  __  _ÖT_      dW_  _    dl^      dW  _  8T 

dx.  dwl  '     dy.  dy[  '      dz.  dz'. 

Wenn  man,  um  die  Ausdrücke  rechter  Hand  oder  die  partiellen  Differential- 
quotienten von  T  nach  x[,  yl,  z\  zu  erhalten,  in  die  Function  T,  wie  sie 
durch  die  Grössen  g,  und  g^  ausgedrückt  ist,  die  angenommenen  Ausdrücke 
der  Grössen  ^^  durch  die  Grössen  3;^,  i/j,  Zf  substituirt,  sowie  die  daraus  durch 
Differentiation  abgeleiteten  Ausdrücke  der  Grössen  <^i  durch  die  Grössen 
^ii  Vit  ^ii  ^o  y'i>  ^'ii  so  wird  sich  die  Function  T  im  Allgemeinen  nicht  in  den 
Ausdruck 

verwandeln,  sondern  in  einen  anderen,  der  ihm  vermitteist  der  Gleichungen 

y*'  =  0,    *  =  0,    ... 
und  der  dara,Lis  durch  Differentiation  folgenden 

.-f-  =  0,    if  =  0.    ... 

dt  dt  ' 

gleich    wird.      Es  wird   daher  der  Ausdruck,    in  welchen   sich    die  Function  T 

verwandelt,  folgende  Form  annehmen: 

dF          (i* 
T  =  i2mXK'^l+y'^y'.+z'.z'.)-hl-^---{-fi-^^ b^,FA-fi^^+-- , 

Die    Functionen    F,   <f   etc.   enthalten    die    Grössen    xl,  y\,   z-    gar    nicht,    die 
dF       d^ 
dt  '     dt 

dF         _ö*_  _8F_         8^  d_F_        _ö*_ 

da^  '        öiB.  '     "  ■  ■ '      9;/.  '        dy^  '     '  '  ' '      9s^   '        ös.   ' 

multiplicirt.      Wenn    man    daher    den    voi-stehenden   Ausdruck    von    T   partiell 
nach  X;',  y\j  zl   differentiirt  und  die  in  F,  *f  etc.,  —^■,    —n-     etc.  multiplicirten 
Ternie  als  verschwindend  fortlässt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 
V.  38 


yGoosle 


dW 

8T 

a»,  " 

a^; 

aw 

ar 

ay, 

3j; 

aw 

ar 

Sü. 

dz\ 

PROBLEME  DEK  MECHANIK  BEI  EXISTENZ  EINER  KEAETEPUNXTION 


,    ,aF       80 

,.,  aF  3* 

'  '  dz^  ds. 

Die  Multiplicatoren  ^,    /*  etc.  können  aus  diesen  Gleichungen  eliminirt  werden 
vermittelst  der  Gleichungen: 

dF     ,1  aF  ,     aF  ,    aF  ,\     „ 
ISr  =  ^lT57»-+T57^+T5r'' j  -  "• 

«     ./  a*  , ,  5*  , ,  Bf  ,\    „ 


welche,    wenn    man    die  Werthe    von    x,',   7/[,   zl  siibstituirt,    sich    in  folgende 
verwandeln : 


§W_dF_       dW_dF_      d^W   dF 
dx.    dx^        dy.     di/f        dz.     ds. 


\  =  A  A-t-S  /(+■■-, 


i(- 


( dF    dF        dF    dF    ,    dF    3F\ 


m.  \  dx.    dx.        dy.     6i/.        ds.     ds.  /' 

1    f  dF    d^       1^_^.1^_  _^\ 
n^   V  öiBj     dx^        dy.    dy^        ds.     dz.  /' 

B  =  ^-^  f^*  -^      a^  a#      d^  d^\ 

'       ""  m.  \  dx.    da:.        dy^    oy.      '  ds^     dz.  /' 

ist.    Hat  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  von  ^,  ^  etc.  bestimmt,  welche 
in  Bezug  auf  die  partiellen  Diff'erentialquotienten  der  Function    W  eine  lineare 
Form  erhalten,  so  wird  sich  die  partielle  DifFerentialgleichiang 
oW  dW 

welcher  die  Function    W  zu  genügen  hat.  in  folgende  verwandeln: 
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3W      ,,.1    law     ,  dF 

Tr+*^l^lTS— 'ist- 

-i^i(^-^ 

30 

-*^ißF^4f 

a* 

=  u, 

wo    ?7  irgend   eine   gegebene  Function  der   Grössen  x^,  y^,   z^  und   von  t  sein 
kann.     Wenn   XJ  nicht  t  selber  enthält,  so  führt  man  besser  wieder  für    W  die 

Function   V  und  für  t  die  Grösse  A  ein  vermittelst  der  Gleichungen: 


die  partiellen  Differentialquotienten  von    W  nach  x^,  ?/,.,  z^  verwandeln  sich  in 
die  von    F,  nach  denselben  Grössen  genommen. 

Ich  bemerke  noch,  dass  die  partiellen  Differentialquotienten  von  V/ 
oder  r,  welche  nach  den  willkürlichen  Constanten  genommen  werden,  die 
diese  Functionen  enthalten,  sich  dadurch,  dass  man  statt  der  Grössen  q^  wieder 
die  Coordinaten  x-^,  y„  z,  einführt,  nicht  ändern,  da  die  zwischen  den  Grössen 
9ij  >'Cj,  yi,  Zi  stattfindenden  Relationen  die  willkürlichen  Constanten  nicht  ent- 
halten. Es  werden  daher  wieder,  auch  wenn  die  Functionen  W  oder  V  durch 
die  Coordinaten  x^,  y^,  5,-  selbst  ausgedrückt  sind,  die  endlichen  Integral- 
gleichungen: 

dW  _ 

ode] 


dW  _         dw  _ 

=  ft,      .  . 

da           "^i-        da           ' " 

3V 

wie    wir    sie    zufolge    der    obigen    Theoreme    fanden,    in    welchen     W   und     V 
Functionen  der  Grössen  q^  waren. 

§.  16.     Untersuchung  des  Falles,  in  welchem  die  vollständige  Lösung  eine  zu 

gi-osse  Anzahl  von  Constanten  enthält,  welche  durch  Bediagungsgleichungen 

mit  einander  verbunden  sind. 

Ich  will  noch  kurz  erwähnen ,  wie  man  sich  der  Multiplicatoren  be- 
dienen kann,  wenn  für  die  «i  willkürlichen  Constanten  eine  grössere  Anzahl, 
m-h/c,  von  solchen  eingeführt  wird,  zwischen  denen  k  Bedingungsgleiehungen 

38' 
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^1  =  0,        l/'g  =  0,        .    .    .,       J/ij,   =   0 

stattfinden.  Der  hier  zu  befolgende  Gang  weicht  von  dem  gewöhnlichen  etwas 
ab,  wenn  man  in  dem  angeführten  Falle  den  Integralgleichungen  eine  symme- 
trische Form  erhalten  will. 

Es  seien  ßj,  «u,  .  . .,  (i„,^j,  die  in  der  Function  W  enthaltenen  willkür- 
lichen Constanten ,  zwischen  denen  die  angegebenen  k  Gleichungen  gegeben 
sind.  Man  betrachte  «i,  «s,  ...,  a,^  als  unabhängige  Grössen  und  a„,+i, 
G„i4.ü,  .  .  .,  tc^+k  als  Functionen  derselben,  wie  sie  durch  die  k  Gleichungen 
bestimmt  sind.  Schliesst  man  die  unter  dieser  Annahme  nach  «,,  a^,  .  . .,  a^ 
genommenen  partiellen  Differentialquotienten  von  W  in  Klammern  ein,  so 
hat  man 


{^)- 

dW 
1\ 

+ 

aw 

So, 

-+■■ 

■+ 

aw 

rdW\ 

dW 
Sa., 

+ 

aw 

3a.„ 

da. 

L_|_. 

■■+ 

dW 

au,  • 

rdW\ 

dW 

'dir 

+ 

aw 
"'KT. 

— H- 

■■+ 

aw 
3».  , ,. 

aa    ■ 

Man    denke   sich  jetzt  k  Functionen    e,,  s^,  .  .  .,  tj   durch  die  Gleichungen   be- 
stimmt : 

0  =  ä 1-«,  -ä — — \ ^-^i:^ — ^' 


0  = 


'  9ß„ .„  *  da 


e  W               dth,  du,, 

0  =  -. \-s,- — —-\ \-s,^ — - 


SabstitTiirt  man  die  diesen  Gleichungen  entnommenen  Werthe  von 

dw         aw  8W 

in  die  obigen  Gleichungen,  und  bemerkt  die  Gleichungen; 

da.        öß  da.  da     ,      da  ö«     .      da. 
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in    welchen    i  jede    der  Zahlen     1,    2,    .  ,  .,    m    und  i//   jede    der  Functionen 

Y^,,  1/J5,  .  .  .,  y/j  bedeuten  kann,  so  erhält  man: 

^dW\  ÖW  6%  d%  Bip^ 

\  da, )  da,  '     6a,  -    da,  *    da,     ' 


raW\         3W            Si/j, 
\daj--aa,     +'■    da, 

aH'        '      oft 

5'/'. 

PK,,, 
-+««^ —^■ 

Zufolge  des  gefundenen  Theorems  werden  die  endlichen  Integralgleichungen, 
welche  in  einer  neuen  Form  darzustellen  sind, 

wo  fii,  y?2,  . .  .,  ß^  neue  willkürliche  Constanten  sind.  Aus  diesen  Glei- 
chungen folgt  allgemein,  dass,  wenn  fi,  ^,  .  . .,  ^„,  irgend  welche  Constanten 
sind,  auch  der  Ausdruck 

einer  willkürlichen  Constante  gleich  wird.  Bedeutet  daJw  S[^,  ^\  , . .,  Sfi!+k 
irgend  ein  System  von  m-^k  Constanten,  für  welches  die  k  Gleichungen  statt- 
finden: 

dili,  dip,  dip, 

&^-+W-J  -^ 1-^1,,^-^  =  0, 

'    da,        ^    da,,  ™+*  da  _^^  ' 


dip„            dip^                         dtp. 

-=  0, 

düi,        dtp,                 dip, 

=  0, 

und  wählt  man  irgend  m  solcher  von  einander  unabhängigen  Systeme,   welchen 
die  Tndices  '('=1,  2,  3,  .  . .,  m  entsprechen  mögen,   so  erhält  man,   wenn  man 
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die  vorstehenden  Gleichungen  mit   !^\  S^\  . .  .,  S^^^^_  multiplicirt  und  addirt,    die 
m  Integralgleichungen  unter  folgender  Form: 


i" 

aw    „   aw 
-ai;-^^'  -a^+- 
aw    ,„  aw 

„     aw 
^,„     aw 

^". 

■■^^^—^•. 

in  welchen  /i,  y^i   ■  ■  ■■,  Ym  ^if'  neuen  m  willkürlichen  Constanten  sind. 

Die  in  dem  vorstehenden  Theorem  enthaltenen  Formeln  haben  in  Bezug 
auf  die  Grössen  «;,  «j,  .  ,  .,  ß,,,^^  die  gewünschte  symmetrische  Form. 

§.  17.     Ueher  den  Fall,  in  welchem  eine  vollatändige  LösuHg  der  betrachteten  partiellen 
Differentialgleichung  überzählige  Constanten  enthält. 

Ich  will  nun  noch  einiges  Über  den  Fall  sagen,  wenn  die  Function 
W,  welche  der  partiellen  Differentialgleichung 

in    der   H  irgend    eine   gegebene  Function   der  m+1    unabhängigen  Variabein 

i,  1i,  ?s!  ■■■)  5m  ^™^  der  partiellen  Differentialquotienten  -^ — ,  -^ — ,  ...,  -^— 

ist,  Genüge  leistet,  ausser  einer  mit  ihr  dui'ch  Addition  verbundenen  Constante, 
von  welcher  ich  immer  abstrahire,  mehr  als  m  willkürliche  Constanten  involvirt, 
zwischen  welchen  keine  Bedingungsgleichung  gegeben  ist.  Dieses  ist  um  so 
eher  möghch,  weil  die  Function  W  sogar  willkürliche  Functionen,  also  unendlich 
viele  willkürliche  Constanten  involviren  kann. 

Die  nachstehenden  Betrachtungen  werden  zugleich  dazu  dienen,  die 
Natur  der  Theoreme  VI  und  VIII,  welche  als  Fundamentaltheoreme  betrachtet 
werden  können,  näher  zu  erläutern. 

Man  denke  sich  irgend  eine  Lösung   der  partiellen  Differentialgleichung 

gegeben ;  und  das  System  von  m  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  vorgelegt: 
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dq^  dH  dq,  3H  dq,,^    _     Bit 

dt  öpj  '         dt     ~~    dp^  '      '  '  ■ "        dt  Op^^^  ' 

in  welchen  p^  für  -^ —  geschrieben   ist:    .w   hat  man  das   Theorem,   dass,   wenn 
W  irgend  eine  willkürliche  Constante  a  enthält,  die  Gleichung 

ein  Integral  des  vorstehenden  Systems  von  Differentialgleichungen  ist. 
Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichung 


dß    _    d^W         d^W    dH        d^W    dH  8^W    dH 

dt  äadt        dadq^    9p,        ^"^?2    ^Pi  ^^^Im.  ^Pm ' 


enthalten    ist,   so  ist  der  Ausdruck  rephter  Hand  der  nach    «  genommene  par- 
tielle Differentiatquotient  des  Ausdrucks 

und  also  identisch  gleich  Null,  wodurch  ß  einer  willkürlichen  Constante  gleich 
wird,  was  zu  erweisen  war. 

Die  Constante  a  ist  nur  willkürliche  Constante  genannt  worden,  inso- 
feni  sie  nicht  in  der  partiellen  Differentialgleichung,  welcher  W  genügt,  vor- 
kommt; dagegen  afficirt  sie  das  aufgestellte  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen und  ist  daher  bei  Integration  desselben  als  gegebene  und  nur  ß 
als  willkürliche  Constante  zu  betrachten. 

Enthält  die  Function  W  mehrere  willkürliche  Constanten  «,,  a^,  .  .  .,  «„, 
welche  daher  auch  in  den  aufgestellten  Differentialgleichungen  als  gegebene 
Constanten  vorkommen  werden,  so  hat  fnan  nach  dem  Vorstehenden  n  Integrale 
dieser  Differentialgleichungen : 

dW_  _  ^^  _  ß  Ü^  _  3 

wo  ßi,  /?2,  . . .,  /?„  Constanten  bedeuten.     Ist  n>m,    so  kann   es  unter  diesen 
Integralen   nicht  mehr    als    m    von   einander   unabhängige  geben;    es  bestehen 
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also  zwischen  den  n  nach  den  Constanten  et  genommenen  partiellen  Differential- 
quotienten der  Fanction    W  nothwendig  n — m  oder  mehr  Relationen. 

Da  man  jede  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  m-t-1 
unabhängigen  Variabein,  in  welcher  die  unbekannte  Function  selbst  nicht  vor- 
kommt, dadurch,  dass  man  sie  nach  einem  der  in  ihr  vorkommenden  Differen- 
tialquotienten auflöst,  auf  die  im  Vorhergehenden  angenommene  Form 

bringen  kann,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden  folgender  Satz: 

„  Wenn  man  von  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mit  m-\-l  unabhängigen  Variabein,  in  welcher  die  unbekannte  Function  selber 
nicht  vorkommt,  eine  Losung  mit  m-hk  willkürlichen  Constanten  hat,  so  bestehen 
unter  den  nach  diesen  Constanten  genommenen  partiellen  Differentialquotienten 
der  Lösung  stets  k  Relationen,  d.  h.  Gleichungen,  die  ausser  den  genamiten 
Differentialquotienten  zwar  noch  -die  willkürlichen  Constanten  enthalten  können, 
nicht  aber  die  unabhängigen   Variabein  selber." 

Ein  Beispiel  dieses  Satzes  habe  ich  oben  bei  Aufsuchung  derjenigen 
charakteristischen  Function  gegeben,  von  welcher  die  elliptische  Bewegung 
eines  Planeten  abhängt.  Die  dort  gefundene  charakteristische  Function  V  ent- 
hielt eine  willkürliche  Oonstante  mehr  als  nöthig  war,  und  zwischen  ihren 
nach  den  willkürlichen  Constanten,  die  sie  enthält,  genommenen  partiellen 
Differentialquotienten  ergab  sich  die  Gleichung: 

(4r)'+^(4-J  )'=  '•'■ 

welche,  wie  man  sieht,   ausser    — .— ,    -•?,-,-  nur     die    willkürlichen     Constanten 
'  '  da         aß 

involvirt. 

§,  18.  Ausdehnung  der  vorliergeheuden  Untersuchung  auf  den  Fall,  weuu  die  partielle 
DifferentJalgleichung  die  gesuchte  Function  selbst  enthält. 
Ich  will  jetzt  das  im  Vorhergehenden  gegebene  Theorem  auf  den  Fall 
ausdehnen,  in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung  auch  die  unbekannte 
Function  W  selber  involvirt.  Die,  hier  angestellten  Betrachtungen  werden 
ebenso  dazu  dienen,  das  Theorem  VII  seiner  wahren  Natur  nach  näher  zu 
erläutern,  wie  die  vorstehenden  Betrachtungen  auf  das  Theorem  VI .  Licht 
werfen. 
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Mail  kann  die  im  Theorem  VII  gegebenen  endlichen  Integralgleichungen 
durch  die  Gleichungen  ersetzen: 

,dW 
_d^dW  da     _ 

8  W    da  dt  ' 

indem  man  für  a  nach  und  nach  die  m-f-1  willkürßchen  Constanten  a,  a^,  .  . .,  c^ 
setzt.  Diese  Gleichungen  sind  in  dem  Beweise,  welchen  ich  von  dem  Theo- 
rem VII  gegeben  habe,  enthalten.  Sie  haben  zwar  die  Form  von  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung;  da  man  aber  aus  ihnen  ersieht,  dass  die  Diffe- 
rentiale der  Logarithmen  der  Grössen 

8W        dW  5jr 

alle  dei'selben  Grösse 


so    folgt    hieraus ,    da; 


df 

dt 

und 

daher    auch 

unter 

einander    selbst 

gleich    sind; 

diese 

Grössen 

dW 
da    ' 

ew 

dW 

sich 

wie  Constanten  verhalten  müssen. 

Die 

Gleichun 

^^~ 

dW 

df 

dw 

Ba 
dt 

-  =  0 

können  also  an  die  Steile  der  im  Theorem  VII  aufgestellten  endlichen  Integral- 
gleichungen 

da    '   da^  '   da^ öß,^  ■  Pi  ■  Pa Pm 

gesetzt    werden,    in   welchen    ß^,   ß^,   .  .  ,,   ß^   willkürliche    Constanten    waren. 
Man  kann  aber  auch  jede  einzelne  dieser  Gleichungen 
dW 
df    dW        "   da     _ 
dW    da   ^      dt 

besonders  beweisen,  ohne  dass  man  darauf  Rücksicht  nimmt,  ob  W  noch  andere 
willkürliche  Constanten  ausser  a  enthalte.     Man  hat  nämlich  folgenden  Satz: 

r.  Es   sei   eine    Function    W  gegeben ,    welche    der  partiellen   Differential- 
gleicimng 

v.  39 
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dw  ,   ./-„^  ,  dW      BW  dW\       ^ 

-ä^ — ^M  W,  t,  q     q      .  .  .,  q        — — ,    -^ — ,     .  .  .,    ^ —     =  0 
dt        '  \      '    '  ^1'  JS'  ^'J''      oq^        oq^  '^1„J 

Genüge  leistet,  es  sei  ferner  zwischen  den  Grossen  t,  q^,  q^,  .  . .,  j^,  das  folgende 
System  gewöhnlicher  .Differentialgleichungen  vorgelegt: 

dq^  8f  dq^  df  dq^^^  öf 

dt  dpj  '        dt  dp^  1      ■  ■  •'  ^f.  6p    ' 

,     j...      .  „  ...    dw     ew  ew        ,  ■ ,     ■ , 

wo  de}'  Kurze  halber  2h>  Pa   ■  •   y  P,,.  /^''  "3 — i    ~^ — 'i    ■•■)    "a —  gescarieoen  ist. 

Enthält  dann  die  Function  W  eine  willkürliche  Constante  «,  d.  h.  eine  Constante 
a,  die  nicht  in  der  partiellen  Differentialgleichung  vorkommt,  so  findet  vermöge 
der  vorgelegten  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  die  identische  Gleichung  statt: 

dW_ 
dW    da   ~^      dt        ~  ^' 

und  wenn  die  Function  W  irgend  zwei  willkürliche  Constanten  a,  a,  enthalt, 
so  wird 

aw  3w      ^    ^ 

— ^  ■■■ :  —t: —  =  Const. 

Öttj         OIX 

ein  Integral  des  vorgelegten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen. " 
Es  wi:'«!  nämlich  die  Gleichung 

ew 

dW    8a   "^     ~dt 
wenn    man    die  Differentiation    ausführt    nnd    die    vorgelegten    Differentialglei- 
chungen substituirt: 

_df  dw^     d'^w      a'^w   df      a'w   df  a'w   a/  _  ^ 

aw    öa  dadt         BaBq^    öpj        Badq^    dp^  ^'^^l,,,  ^P,,,  ' 

und  diese   Gleichung    wird    identisch  erfüllt.      Denn    der  Ausdruck  links    vom 

Gleichheitszeichen   ist   der  nach  a  genommene  partielle  Differentialquotient  von 

dW  --  -  dW.-. 

—^  --{-f  und  also  identisch  gleich  ISuW,  da   --,.--  +  /  identisch   gleich  Null   ist. 

Enthält    W  noch  eine  zweite  willkürliche  Constante  «i,  so  hat  man  ebenso: 
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3f    GW  öa, 

Man   hat   dalier  auch  vermittelst  des  vorgelegten  Systems  gewöhnücher  Diffe- 
rentialgleichungen die  identische  Gleichung 

dW_  dW 

dW      da,         dW       da 


da        dt  da,        dt 


(dW    dW\ 

\da,  '  da  )  dw    dw 

=  0,      -,— :^;^  =  Coust., 


dt  '       da^   '    da 

was  zu  beweisen  war. 

Wenn  die  Function  Wm-\-k-i-l  willkürliche  Constanten  a,  cci,€i^,  ...,  «„.^.^ 
enthält,  so  erhält  man  nach  dem  Vorigen  in-hk  Integrale  des  vorgelegten 
Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen : 

6w  _     dw_     aw^  _     dw_  _d_}^  _        dw_ 

da,"  ~  ^'    da  '       ÖK^    ^  P=   a«  '     ■  ■  ■'       a«^^,   ~  ^'"^•'   da  ' 

in  welchen  ß-,,  ß^,  .  .  .,  ß^,^,,  Constanten  sind.  Diese  Oonstanten  können  aber 
nicht  alle  willkürlich  sein,  sondern,  wenn  m  von  ihnen  willkürlich  sind,  müssen 
die  übrigen  k  durch  sie  und  die  Conatanten  ec,  a^,  . . .,  ß^+i  bestimmt  sein. 
Man  hat  daher,  wenn  man  m  statt  m-t-1  setzt,  folgenden  Satz: 

„  Wenn  man  von  einer  liartiellen  Differ&niialgleichung  erster  Ordmmg 
mit  m  unabhängigen  Variabeh  eine  Lösung  mit  m-hk  willkürlichen  Con- 
slanten  hat,  so  finden  zwischen  den  Verhältnissen  der  nach  diesen  willkür- 
lichen Constanten  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der  Lösung 
stets  k  Relationen  statt,  d.  h.  k  Gleichuiigen,  welche  ausser  diesen  Verhält- 
nissen nur  noch  die  willkürlichen  Gemstanten  enthalten." 


§.  19.     Andere  Darstellung.     Ueber  die  zweite  von  Hamiltou  aufgestellte 
p  artiel  !e  Differenti  algleic  h  u  iig. 

Man   kann    die  im    Vorhergehenden    gegebenen  Beweise    auch   noch   auf 
eine  andere  Art  daretellen.     Es  sei 
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eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  m  unabhängigen  Va- 
riabein 2,,  q^,  . .  .,  5„,,  in  welcher  die  abhängige  Yariabele  oder  die  gesuchte 
Function  nicht  selbst  vorkommt.  Eine  specielle  Lösung  W  dieser  Differential- 
gleichung enthalte  eine  -willkürliche  Oonstante  a,  und  man  setze 

dW 

^^  =  "' 

dW 
■wobei  angenommen  wird,  dass  aus  -^ —  die  Variabein  q  nicht  sämmtlich  ver- 
sehwinden. Die  partiellen  Differentialquotienten  von  W  nach  q^,  q.^,  ...,  q^ 
bezeichne  man  wieder  mit  p,,  p^,  . . .,  p^,  so  werden  die  partiellen  Differential- 
quotienten dieser  Grössen  nach  a  die  partiellen  Differentialquotienten  von  u 
nach  5i,  q2,  ■  .  .,  q,,,  sein.  Differentiirt  man  nun  die  Gleichung  y  =  0  nach  a, 
so  erhält  man 

öy    6p  ^ 
dp^    da 

dif     du 

Werden  in  dieser  Gleichung  die  Grössen    „"  ■,     „"  -.    .,.,     ^         als    a;egebene 

"  dp^       dp^  op^  '^  ^ 

Functionen  von  ^i,  q^,  .  .  .,  q^  betrachtet,  so  giebt  es  m — 1  von  einander  un- 
abhängige Functionen  u,  welche  dieser  Gleichung  Genüge  leisten,  und  jede 
andere,  welche  dieses  ebenfalls  thut,  ist  eine  Function  derselben.  Hat  man 
daher  m-\-k  —  1  solcher  Functionen,  so  müssen  zwischen  ihnen  k  Relationen 
stattfinden.  Enthält  W  eine  Anzahl  von  m-\-k  —  l  willkürlichen  Constanten, 
so  sind  nach  dem  Vorhergehenden  die  partiellen  Differentialquotienten  von  W 
nach  ihnen  solche  m+Ä  —  1  Functionen;  es  müssen  daher  zwischen  denselben 
k  Relationen  stattfinden,  was  zu  beweisen  war. 

Wenn  (p  noch    Tl^  selber  enthält,  so  hat  man: 

Q  ^    dy  ^       d(p     du    ^     dtp     du     ^ ^     ö<p     du 

dW  dp^    dq^         dp^    dq^  dp^^    dq^^  ' 

Kennt    man    noch   eine    zweite  Function    u^,    welche  dieser  Gleichung    Genüge 

leistet,  so  hat  man  auch: 

dtf             d(p     9M|         d(p     6m,  dqi     du^ 

d  W    1        dp^    dq^         öjij    dq.^  dp^^^    dq^^^ 


dtp 

8p^ 

dp, 
da 

dtp 

du          dif 

du 

W 

l3q[^^Sp^ 

~ä^ 
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Man  (lividire   die   erste  Gleichung  durch  ?(,    die  zweite  durch    u^  und  ziehe  sie 
nachher  von  einander  ab,  so  erhält  man,  wenn 


gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

dy     dw         d(f     dw     i_     j_   cicp     dw 
dp^    dq^         öpj    6q^  6p^^   6q^^ 

Man  hat  hierdurch  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt.  Man  sieht  da^ 
her  durch  dieselben  Betrachtungen,  dass,  wenn  man  m-\-k  —  \  Functionen  w 
kennt,  welche  dieser  Gleichung  Genüge  leisten,  zwischen  ihnen,  und  daher  auch 
zwischen  den  Functionen  e",  k  Relationen  stattfinden  müssen.  Man  erhält  aber 
m-h-k—l  Functionen  e",  wenn  man  m-hk  Functionen  «  kennt,  welche  der 
Gleichung 


aw 

u  + 

a,f 

du 

■+■ 

■■+ 

3» 

du 

Genüge  leisten,  und  durch  eine  derselben  die  übrigen  dividirt;  es  müssen 
daher  zwischen  den  Verhältnissen  solcher  rn-i-k  Functionen  k  ßelationen  statt- 
finden. Da  nun  femer  m-\-k  solcher  Functionen  u  erhalten  werden,  wenn 
W  eine  gleiche  Zahl  willkürlicher  Oonstanten  enthält  und  nach  ihnen  partiell 
diiferentiirt  wird,  so  müssen  für  den  Fall,  dass  W  m-^k  willkürliche  Con- 
stanten enthält,  zwischen  den  nach  ihnen  genommenen  partiellen  Differential- 
quotienten von    W  sich  k  Relationen  ergeben,  was  der  obige  Satz  war. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  werfen  auch  auf  den  Umstand  Licht, 
dass  Hamilton  seine  chirakteristische  Function  durch  zwei  partielle  Differen- 
tialgleichungen denen  sie  gleichzeitig  genügt,  definiren  konnte.  Nach  dem 
Vorhergehenden  nimhch  ist  die'^  immei  möglich,  wenn  die  Zahl  der  willkür- 
lichen Constanten  um  eins  giösoei  ist,  als  zu  einer  vollständigen  Lösung  nöthig 
ist.  Denn  es  iht  im  Voilieigehenden  beT\iesen  worden,  dass  in  diesem  Falle 
zwischen  den  willkürlichen  Oonstanten  und  den  nach  ihnen  genommenen  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  gefundenen  Lösung  eine  Gleichung  stattfindet. 
Hat  man  daher  von  einer  vorgelegten  .partiellen  Differentialgleickimg  erster  Ord- 
nung eine  Lösung  gefunden  Tnit  einer  willkürlichen  Constanten  mehr,  als  die  Zahl 
der  unabhängigen  Variabein  beträgt  oder  als  zur  vollständigen  Lösung  nöthig 
ist,  so  genügt  dieselbe  Function  gleichzeitig  zwei  partiellen  Differentialgleichungen, 
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nämlich  der  vorgelegten  zwischen  den  tmabhängigen  Variabein,  dei'  unbekannten 
Function  und  ihren  nach  den  unabhängigen  Variabein  genommenen  partiellen 
Differentialquotienten,  welche  die  willkürlichen  Constanten  nicht  enthält,  und  einer 
anderen  zwischen  den  willkürlichen  Constanten  und  den  nach  ihnen  genommenen 
partiellen  Differentiälquotienten  der  unbekannten  Function,  welche  die  unabhängigen 
Variabein  nicht  enthält.  Die  charakteristischen  Functionen  V  und  W,  welche 
Hamilton  braucht,  genügen  den  partiellen  Differentialgleichungen: 

11  =  k.     '-l  +  u  =  o, 

et 
welche  die  gesuchte  Function  nicht  selber  enthahen.  In  der  ersten  dieser 
G-leichungen  sind  die  m  Grösäsen  q^,  q^,  . .  .,  q,,,,  in  der  andern  die  m-i-l 
Grössen  q,,  q^,  ...,  q„„  t  die  unabhängigen  Variabein;  jedoch  kommt  in  den 
Fällen,  welche  Hamilton  betrachtet,  in  der  letztern  nicht  t  selber,  sondern 
nur  der  partielle  Differentialquotient  von  W  nach  t  vor.  Die  von  Hamilton 
gegebenen,  oben  mitgetheilten  Ausdrücke  von  V  und  W  enthalten  als  willkür- 
liche Constanten  die  Änfangswerthe  der  Grössen  5,,  q^,  .  .  .,  q,„,  zu  denen  noch 
durch  blosse  Addition  eine  willkürliche  Oonstante  hinzugefügt  werden  kann; 
ausserdem  kann  in  TT  noch  t  in  ^+ir  verwandelt  werden,  wo  t  ebenfeills  eine 
willkürliche  Oonstante  ist.  Auf  diese  Weise  erhalten  beide  Functionen  V  und 
W  eine  willkürliche  Oonstante  mehr,  als  die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein 
beträgt,  so  dass  sie  zwei  partiellen  Differentialgleichungen  gleichzeitig  genügen. 
Man  erhält  für  die  Function  W  die  zweite  von  Hamilton  gegebene  partielle 
Differentialgleichung;,  wenn  man  für  -^, —  den  ihm  gleichen  Ausdruck  — = —  und 
r  =  0  setzt. 

§.  20,     Nachweis,  dass  sich  die  in  grösserer  Anzahl  vorhaudeiieu  willkürlichen 

Constantüii  aus  der  gefundenen  Fnnction  mit  Hülfe  ihrer  Uifferentialquotienteii 

wirklich  eliminh-en  lassen. 

Wenn  eine  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mehr  willkürliche  Constanten  enthält,  als  zu  einer  vollständigen  Lösung  er- 
forderlich sind,  so  finden,  wie  wir  im  Vorhergehenden  gesehen  haben,  zwischen 
ihren  nach  diesen  willkürlichen  Oonstanten  genommenen  partiellen  Differential- 
quotienten Relationen  statt.  Es  lassen  sich  aber  die  hierüber  gefundenen  Sätze 
auch  umkehren.     Man  kann  nämlich  auch  zeigen,    dass,  wenn  diese  Relationen 
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stattürnlen,  die  Constanten  sich  sämmtJich  vermittelst  der  partiellen  Differential- 
quotienten der  Function  eliminiren  lassen.  Es  reicht  hin,  dies  für  den  Fall 
zu  zeigen,  wenn  die  Function  nur  eine  willkürliche  Constante  mehr  enthält,  als 
zur  vollständigen  Lösung  erfordert  wird.  Denn  wenn  von  jeder  der  über- 
zähligen Constanten  besonders  gezeigt  ist,  dass  sie  bei  der  Elimination  der 
zu  einer  vollständigen  Lösung  erforderlichen  Anzahl  von  Constanten  von  selbst 
mit  herausgeht,  so  hat  man  bewiesen,  dass  bei  der  Elimination  der  letzteren 
gleichzeitig  sämmtliche  andere  Constanten  mit  herausgehen. 

Ich   will    zuerst   wieder   den  Fall  betrachten,    wenn  die  vorgelegte  par- 
tielle Differentialgleichung  nicht   die  unbekannte  Function  selber    enthält.     Für 
diesen   Fall  kann    man    den    Satz,    welchen    ich    im    Vorhergehenden  bewiesen 
habe,  so  ausdrücken: 
.4.     „Es  sei 

W(t,  q^,  q^,  .  .  .,  5^,  ß,  a^,  k^,  ,  .  .,  u^^J 

irgend  eine  Function  der  2m-H2  Grössen  t,  q^,  q^,  , . .,  5,,,,  cc,  «,,  , . .,  «„,, 

■und  es  werde  gesetzt: 

„,    sw  dw  ew 

«   -dr  =  P'    -ö^^-^"   ■■■'    -d^^P-' 

(2)     ^^^8      -^  =  S  ^  =  8  ■ 

SO  wird  man,  wenn  der  Fall  eintritt,  dass  man  aus  dem  ersten  Systeme 
von  m->r-X  Gleichungen  die  m+1  Grössen  a,  «i,  a^,  ...,  a^  eliminiren 
kann  und  so  eine  Gleichung  bloss  zwischen  den  Grössen  t,  q^,  q^,  . . .,  q^, 
Pi  Pij  psij  •  •  ■!  P«,  erhält,  immer  atich  aus  dem  zweiten  Systeme  von 
m+1  Gleichungen  sämmtliche  m+1   Grössen  t,  q,,  q^,  ...,  q^   elimi- 
niren oder  eine  Gleichung  bloss  zwischen  den  Grössen  a,  a^,  a^,  . . .,  a„, 
ß,  ßii  ß'ii  •  •  -)  ß,n  erhalten  können.'' 
Will  man  diesen  Satz  umkehren,   so  hat  man  zu  beweisen,    dass,   wenn 
man  aus   den   Gleichungen    (2)   die  Grössen   /,  q^,  q^,  .  . .,  q,,,  eliminü-en  kann, 
man    immer    auch    aus    den   Gleichungen   (1)    die    Grössen  a,   a^,   a^,   . . .,   «,, 
eliminiren   kann.      Dieser  Satz   lässt   sich   aber   aus   dem  Vorhergehenden  ohne 
weiteres  folgern,  wenn  man  nur  die  Grössen  t,  q^,  q^,  . .  .,  q,„„  p,  Pi,  p^,  . . .,  p„, 
mit  den  Grössen  a,  «[,  «3,  .  .  .,  «„,,  ß,  ß^,  ß^,  .  . .,  ß„  vertauscht. 

Für    den    Fall,    dass    die    vorgelegte    partielle  Differentialgleichung    die 
unbekannte  Function   selber  enthält,    wird    der  oben  gefundene  Satz  folgender: 
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ferner: 

m 


-    ZC^l.     921     ■    •   ■>    'i,„l     "l    «p    «2>    ■   ■    ■'    ^-J- 


(2)   -|^  =  #,    4^  =  A.  4^  =  ft J^  =  (*.; 

tßnn  man  ajw  der  Gleichung  W^/  und  den  m  Gleichungen  (1)  li/'e 
m+1  Grössen  «,  «,,  «3,  . . .,  «„,  eliminiren,  so  dass  man  bloss  eine 
Gleichung  zwischen  W,  q^,  q^,  ...,  §,„,  ^1,  p^,  ..-,  j5„,  erhält,  so 
kann  man  auch  aus  den  m  Gleichungen 

^' ■*  e«j  "^  ß  "aiT'  6a^  ~  ~ß~~dä^'  '  "  ■'  'dä^  "  ~ß'~dcr 
die  m  Grössen  q^,  q.^,  .  . .,  q„,  eliminiren,  so  dass  man  eine  Gleichung 
Hess   ..iscker,    A„    Grössen   „,    ...    „„   ...,    „..,    ^,    ^,    . . .,    ^ 

ß  ß  ß 

erhall. " 
Man  kann  diesen  Satz  aus  dem  vorhergehenden  ableiten,  wenn  man 
darin  für  W,  p,  p^,  p^,  .  .  .,  p„,  schreibt  tx,  W',  tp^,  tp^,  . . .,  tp^,  und  diese 
Bemerkung  dient  auch  dazu,  den  umgekehrten  Satz  zu  beweisen,  da  wir  ge- 
sehen haben,  dass  man  den  vorhergehenden  Satz  umkehren  kann.  Es  ist  näm- 
lich, da  /  nach  der  Voraussetzung  nicht  t  enthalten  soll,  dasselbe,  ob  man 
sagt,  man  könne  aus  den  Gleichungen  (3)  die  Grössen  q^,  q^,  , . .,  5,,,  eliminiren, 
oder,  man  könne  aus  den  Gleichungen; 

t-^  =  ß,        !^  =  ft '4^  =  i>. 

da  '^  OH,  '  '  öa^^  '^"' 

die  Grössen  t,  q,,  q^,  ..  .,  q,„  eliminiren.  Denn  stellt  man  die  Elimination  so 
an,  dass  man  zuerst  t  und  dann  die  übrigen  Grössen  elirainirt,  so  hat  man, 
um  t  herauszuschaffen,  die  vorstehenden  Gleichungen  durch  eine  derselben  zu 
dividiren,  wodurch  man  auf  die  Gleichungen  (3)  kommt.  Kann  man  aber 
aus  den  Gleichungen 

tlx_  _  .      ,^x_  _  .  ,_Sx__  _  . 


-  =  ß.        i^-ß, 


'da 


säramtliche  Grössen   t,  q^,  q.^,  .  .  .,  q,,,  eliminiren,    so  folgt  aus  der  Umkehrung 
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des  Tiieorems  A,  wenn  man  darin  i/  für  W  und  W  für  p  setzt,  dass  man 
auch  aus  den  Gleichungen 

sämmtliche  Grössen  «,  ß^,  ß^,  .  .  .,  «„,  eliminiren  kann,  wodurch  man  eine 
Gleichung    bloss    zwischen    W,   9,,  q^,  .  . .,  q„^,    — ^,     — ^,     ■■■;     — ^    erhält. 

Oder,  wenn  man  p^,  p«,  .  .  .,  p^  für  -,'-,  ■ — —,  ■  ■  .,  — ^  sehreibt,  so  wird 
man  aus  den  Gleichungen 

sämmtliche  Grössen  a,  «,,  a^,  .  . .,  «„,  eliminiren  können,  so  dass  man  eine 
Gleichung  bloss  zwischen  W,  q^,  q^,  ...,  q„„  p^,  _Pa,  ...,  p^  erhält.  Man 
sieht  also,  dass,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  (3)  die  Grössen  q,,  q^,  .  .  .,  ^„, 
eliminh'en  kann,  man  auch  aus  der  Gleichung  W^=  /  und  den  Gleichungen  (1) 
die  Grössen  a,  «,,  a^.  ...,  «,„  eliminiren  kann,  welches  die  Umkehmng  des 
Satzes  B  ist,  die  wir  beweisen  wollten. 

Ich  will  noch  im  Folgenden  einen  directen  Beweis  des  Satzes  A  geben; 
es  wird  dies  nur  für  diesen  Satz  nöthig  sein,  da  der  Satz  B  auf  die  von 
mir  angedeutete  Weise  sich  aus  ihm  ableiten  lässt. 

In  dem   Satze    A   wurde  angenommen,    dass    sich   aus  den  Gleichungen 

dw  _        ew_  _        ew^  _  ew^  _ 

3t     ~~  ^^       dq^  "~"  ^1'       dq^         -' ^'      '  ■  '>       Qq^^    ~~  '  m 

die    Grössen   «,   a^,   eis,   . .  .,  «„,   eliminiren    lassen.     Man    kann    dies    auch    so 

ausdrücken,  dass,  wenn  man  vermittelst  der  Gleichungen 
,,,     ew  dW  dW 

(I)   -^^7  =  ^'  ^^  =  p.'   ■■■'    a^=^^"' 

die  Grössen  «j,  a^,  .  .  ,,  «,„  durch  l,  q^,  q^,  . .  .,  q„,,  p^,  p-^,  . . .,  p„„  a  aus- 
drückt und  diese  Ausdrücke  für  dieselben  in  — ?r—  substituirt,    in   dem    so  sich 

%  ' 

—57-    <^L^   v..uoptp    »    nicht    vorkomme.      Betrachtet 
öt 

man  daher  a^,  a^,  . . .,  te,,,  als  Functionen  der  angegebenen  Grössen  und  nimmt 
in  diesem  Sinne  ihre  partiellen  DiÖerentiaiquotienten,  so  hat  man  in  dem  ange- 
nommenen Falle  die  Gleichung: 

V.  40 
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(2)      0  =   - 


S'W    Sa. 


".,  ß„   Ä,   •  ■ 


3''W  3'W    an,  ä'W    Sa, 

dtda         6t6a^     da         dtda^     da 
Man  denke  sich  ferner  durch  die  Gleichungen 

die    Grössen    qi,  q^,  .  .  .,  q,„    durch  j 
gedrückt  und  diese  Ausdrücke  in 

da  ' 

substituirt,  so  soll  bewiesen  -werden,  dass  der  so  erhaltene  "Werth  von  ß  die 
G-rösse  t  nicht  entliält,  oder  dass 

a^w      d''w  dq,      d'^w  dq^  e'w  dq^ 

dtda        8a6q^    dt         dadq^    dt  dadq^^    dt 

ist.  Da  die  Ausdrücke,  welche  man  in  (2)  für  «,,  «2,  . .  .,  a^  substituirt  hat, 
die  Gleichungen  (1)  identisch  erfüllen,  so  hat  man,  wenn  man  diese  Gleichungen 
nach  a  differentiu-t,  und  die  Gleichung  (2)  hinzufügt: 

dtda     ' 


W 


dtda^      8a  dtda,     da 


0  = 


d'w 

dq^da 

d^w 

dq.^da 


dq^da^ 
d'^W     da, 


f3^W  da, 
dq^  da^  öa 
d'W     da^ 


dq^da^     da        dq^da^    da 


dtda^     da 

d^W    5ß^, 

dq^da^    da 

d''W    5c,„ 
dq^da^    da 


6'W     da, 


d'W     da,. 


d'W 

dq^da       dq^^ßa^ 
Setzt  man  ferner  für  5,,  q^,  .  . ., 
ßi!  ßii  ■■■!  ßmr    welche   die   Gleichungen  (3)    identisch  erfüllen,    und   differen- 
tiirt  jene  Gleichungen  in  diesem  Sinne  partiell  nach  t,  so  hat  man: 


d^W     ÖKj 
da        ^^„.ÖKg    da  ^InP^m    ^"^ 

5,,,  solche  Ausdrücke  in  t,  a,  a^,  a^, 


(p) 


0  = 

e'-w 

öa^dt 

-h 

a'w 

a«, 

■+- 

d'W 

TT 

+■ 

■  + 

a'w 

Sl. 

*",%, 

at 

da^dq^, 

dt 

0  = 

a'w 

aa,dt 

+ 

a'w 

Sa,aq, 

dt 

+ 

a'w 

3b 

+■ 

■  + 

d'W 

%, 

da^dq.j 

dt 

at 

0  = 

e'w 

Sajt 

-[- 

a'w 

31, 

+ 

d'W 

äq. 

+  ■ 

■H- 

a'w 

•5?. 

"■».''?, 

at 

da^^dq^ 

dt 

™,.ö?„. 

dt 
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1       .  ^1^  ^12  ^^m 

Miiltiplicirt  man  die  Gieicliungen  (4)  der  Reihe  nach  mit  i,  ~^.-,  ~ä^i  •  ■  •'  ^T" 

und  addirt,   so    versehwinden  wegen   der  Gleichungen  ("5")   die  in    ^=r'-.    ■  -.  ^  . 
'  n  to        ^  >  da    '       da    ' 

nmltipiicirten  Grössen,  und  man  erhält: 


da 


dadt  8a8q^     dt  8a6'q^     8t  Ökö^^     8t    ' 

■welches  die  zu  beweisende  Gleichung  ist. 

§.  21.     Gleicliungeii  zwischen  den  Differentialquotionten  der  Variabelii  nach  den 
Gonstanten  und  denen  der  Constanten  naeli  don  Variabolu. 

Die  im  Vorhergehenden  gebrauchte  Analysis  giebt  noch  andere  Theoreme, 
welche  sowohl  auf  die  bewiesenen  Sätze  Licht  werfen,  als  auch  an  sich  sehr 
merkwürdig  sind  und  als  Fundamentaltheoreme  betrachtet  werden  können. 

Es  sei  W  irgend  eine  Function  von  5,,  q.^,  ...,  q„,,  a^,  a^,  ...,  a,,,. 
Differentiirt  man  die  Gleichungen 

^,^      BW  8W  dW 

^^^  -8^  =  ^^'  ^^^^'  ■■■'  %::^^™ 

nach  qi,  indem  man  a^,  a^,  .  . .,  «,„  als  solche  Functionen  von  q^,  q^,  .  . .,  q,„, 

p^,  p.^,  . .  .,  j),„  betrachtet,    welche  diese  Gleichungen  identisch  machen,    so  er- 
hält man: 

e^W           d''W     8a,          ÖV      da,                  8'W  Öa 


8q^8q^        dq^da^    8q.         8q^8a^    8q^  ^Qi^^m    ^'ii  '' 

B^W  d^W     da,  8'W     da,  d^W     da 


0  = 


dq^dq^        dq^ da^    dq.        Bq^ da^    8q^  dq^ da^^^    dq^ 

ii'W  d^W     3a,  8^W     8a.  d^'W    8a 


'q.       Bq^da^    Bq^        Bq„8a,^    Bq.  dq^Sa^^   dq^ 

Differentiirt  man  ferner  die  Gleichungen 

(2)     ^J^  =  ß„    |i^  =  Ä,    ...,    |i  =  ft. 
^  '       oHj  '  '       8a^  '  '  '      Ba  '" 

nach  Kt,  indem  man  5,,  ^j.  .  .  .,  q,,^  als  Functionen  von  a^,  a^,  ■ 
ß^,  [i^.,  ■  .  .,  ßm  beti-achtet,  welche  diese  Gleichung  identisch  machen, 
hält  man: 

40* 
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d^w        ä'w    dq,       d'w    dq,  d^w  dq^ 

da^da,^        da^dq^    da^        da^dq„    da^  da^dq^  Ba^  ' 

Ö'  W  ö'  W     5g,  ö^  W      dq^  e'  W     dq^ 


da   düj.       da^dq^   da^        da^^Bq^  da^  da^dq^^  öa^ 

Multiplicirt  man  die  ersten  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

ÖHj,  '       öttj  '     ■  ■  ■'       Qa^ 

und  addirt,  so  erhält  man  durch  die  letzteren  Gleichungen: 

^'W      dq,  d^W      Bq^  B^W     e?,,. 

Bq^dq^    da^        ^q^^^i    5«^  Sq^dq^    ößj, 

d^W     da,  d^W      da,  ä'W     da 


Sa^dUf^    dq.        da^da,^    dq.  da^da^    3q. 

Addirt  man  zu  den  beiden  Ausdrücken,  deren  Gleichheit  wir  nachge- 
wiesen haben,  noch  —, — ?: — ,  so  kann  man  diese  Gleichungen  kürzer  so 
darstellen : 

dp.        dß^. 

ÖK^    '        dq.   ' 
wenn  man  in  p;  = -^ —    die    Grössen   q,,   Og,    ....   q,„   durch    c,,    ß,,    ....   a^, 
ßii  ßsf  •  ■  ■!  ßm  vermittelst  der  Gleichungen 

dw  _        dw_  ^  dw_ 

da,  ^'      Ba,.  ^'    '  '  ''     da 


-ß. 


und  umgekehrt  in  ß^  =  -^ —  die  Grössen  a^,  a^,  ....  «„,  durch  ^i,  q^,  .  . .,  q„^, 

Pu  P2!  ■  •  -^  Pm  vermittelst  der  Gleichungen 

dW  _  ew^  _  d]V_  ^ 

ausdrückt. 

Man  erhält    auf  dieselbe   Weise,    wenn    man   die   Gleichungen   (1)   nach 
p^,  die  Gleichungen  (2)  nach  %  differentiirt: 
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dq.  8ß^ 

ö«j  6p.  ' 

ferner,    wenn   man    die  Gleichungen  (1)    nach   q^,   die  Gleichungen  (2)  nach  Ä 
ditfcrcntürt : 

~dß^  ^  '~  'dq7 ' 
endlich,   wenn   man   die  Gleichungen  (1)  nach  p^,  die  GJeichangen  (2)  nach  ß^ 
differentürt : 

Ich  will  diese  Resultate  in  folgendem  Theorem  zusammenstellen: 


Fundainentaltheorem. 
„Es  sei 

irgend  eine   Function   der   2m    Grössen   q,,   q.^,    . .  .,    q,„,   «,,    a^,    .  .  .,    «,„,    und 

dw  __        dw_  ^  ew^  ^ 

dq^  J'i'       Qq^  -f2'     ■  ■   -1       Qg^^  i'no 

^J^^R        1^1  =  3  --  =  S- 

drückt  man  vermittelst  diesem'  Gleichungen  einmal  die  Grossen  j,,  q^,  .  . .,  j^, 
ih,  Pi>  ■■■ifm  C!^*  Functionen  von  «i,  a^,  .  .  .,  a^,  ß^,  ß.^,  ...,  ß^  aus  und 
nimmt  in  diesem  Sinne  ihre  nach  den  letzteren  Grossen  genommenen  partiellen 
Differeniialqtiotienten,  und  drückt  man  umgekehrt  wieder  vermittelst  derselben 
Gleichungen  die  Grössen  a^,  ß^,  . .  .,  «,„,  ß^,  ß^,  .  . .,  /?„  durch  5,,  q^,  . . .,  q^^ 
Pii  P2>  •  •  -I  P«i  ^'^^  ^'"■^  nimmt  in  diesem  Sinne  ihre  nach  den  letztere^!  Grössen 
genommenen  partiellen  Differentialquotienten,  so  hat  man: 

dpj  dßi.         dp.  da^ 

6a^  6q.  '       6ß^  dq^  ' 

dq.  8a^  dq.  8ß^ 

dß^    ~~    dp.  '       da^  dp. 

In    dem    vorstehenden    Theorem    ist  angenommen ,    dass    die   Grösse    «j, 
eine   der  Grössen    a,,  a.,,  .  .  .,  «,„,    und   dass   die   Grösse  q,,    eine    der    Grössen 
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5i,  (/s,  .  .  .,  q„,  sei.  Aber  der  von  diesem  Theorem  gegebene  Beweis  setzt 
dieses  aui'  keine  Weise  voraus,  sondern  ist  eben  so  gültig,  wenn  «^  und  q, 
irgend  welche  noch  ausser  den  angegebenen  2ot  Grössen  in  der  Function  W 
enthaltene  Grössen  sind.  Man  erhält  dann  folgendes  Theorem,  welches  das 
vorstehende  mit  in  sich  begreift: 
„Es  sei 

^X^„   <iv   ■■■'   0,,,+,,   ^,   «2,   .■-,   ff,„+i) 

irgend    eine  Function    der   Grössen    q^,   q^,    .  .  .,   q„^^,   a^,   «j,    .  .  .,    «,„+;,    und 
dW  _  dW_  _  oW    _ 

Qq^      ~    -fl'        ßq^      —  Fi'       ■    ■    ■:       dq  ■^'m-Hi' 

man  drücke  vermittelst  dieser  Gleichungen  die  Grössen  q,,  q^,  .  .  ,,  q,„, 
Pi,  P2,  ■  ■  •>  Pm+„  durch  ßi,  «2,  . .  .,  a„^,  ;?„  ß„  .  .  .,  /?„,,  q^^„  q^^^,  .  .  .,  q„,^„, 
und  umgekehrt  die  Grösse7i  a^,  a^,  . . .,  a^,  ßy,  ß^,  . . .,  /?^^_,  durch  §i,  ^j,  .  . . ,  q,„+„, 
Pi,  p2>  •  •  •)  Pm>  «nH-i'  "m+2)  ■  ■  •}  ^m+i  ^-^  lüid  führe  in  diesem  Sinne  die  par- 
tiellen Differentiationen  aus,  so  hat  man, 

1)  wenn  sowohl  i  als  k  irgend  einen  der  Indice,?  1,  2,  . . .,  m  bedeuten, 

~^K  ^  ~^ ' 

2)  wenn    i   einen    der  Indices    1,  2,  .  .  .,   m   und   k    einen   der    Indices 
1,  2,  . . .,  m+l  bedeutet, 

dq.  dß, 

da^  dp.  ' 

3)  wenn  i  einen   der  Indices   1,  2,  .  .  .,  m-\-n  und  k  einen   der   Indices 
1,  2,  . .  .,  m  bedeutet, 

4)  loenn    i  einen    der  Indices    1,    2,   .  .  .,    m-{-n    'and    k   einen    der   In- 
dices 1,  2,  . .  .,  m-\-l  bedeutet, 

8p.  dß^ 

da^  6q. 

Man  sieht,    dass  füi'  den  Fall    1)   alle    vier  Gleichungen  gelten,    welches 
das  obige  Fundamentaltheorem  ist.     Ebenso  gilt  die  Gleichung  4)  auch  für  den 
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Fall  2)  und  3).  Man  kann  auch  in  diesem  zweiten  Theorem,  ohne  seiner 
Allgemeinheit  in  etwas  zu  schaden,  n  ^  0  setzen,  indem  man  die  Grössen 
5'«i+ij  ^JH+S)  ■  ■  ■!  ?ni+a  ^^  2^  *^^"  Grössen  «„i+,,  «,„_|.2  etc.  zählt.  Wenn  man  in  der 
Gleichung  4)  eine  der  Grössen  q„^i,  q„,+i,  . .  -,  q^+n  ™it  «  iiid  eine  der  Grössen 
<^n,+i;  «m+S)  ■  •  ■]  ^m+i  ii^it  ^  bezeichnet,  so  erhält  man  als  besonderen  Fall  das 
im  vorigen  §.  gegebene  Theorem  A.  Denn  die  Gleichheit  der  beiden  Aus- 
drücke in  4)  lehrt,  dass,  wenn  der  eine  verschwindet,  der  andere  zugleicli 
mit  verschwindet,  und  dieses  giebt  das  Theorem  Ä,  wenn  man 

a^  =  t,    ß,^  =  p,    ii  =  «■,    Pi  =  ß 
setzt.      Dasselbe   Theorem   giebt   auch   sogleich    die    Differentialgleichungen  der 
D;-namik  aus  den  Integralgleichungen: 

ew  _  dTF  _  ßW_  __ 

^Si  %3  ■   ■   ■'       ig^^  i'm' 

^K  —  3       iK  —  8  1^  —  5 

öß,  '^''      8a^         ^'     '  '  ''      6a^^^  "•' 

in  welchen  W  eine  Function  von  5,,  q^,  .  .  .,  g„„  t,  a^,  a^,  .  .  .,  ««  ist,  und 
die  Grössen  «j,  a^,  .  .  .,  «„,,  Ä,  ß^,  .  .  .,  ß„t  als  Constanten  angesehen  werden. 
Wenn  man  nämlich  in  den  Gleichungen  2)  und  4)  «,,  =  t  setzt,  so  er- 
hält man: 

^dw^  g  ew 

6q.  dt  9p.                8f, 

dt  dp.      '  dt        '       dq. 

Ist  nun,  wie  dieses  in  Bezug  auf  die  Integralgleichungen  der  Dynamik  der 
Fall   war, 

wo  H  eine  Function  der  Grössen  q^,  q^,  .  .  .,  q^,  pi,  p^,  . . .,  p^,  t  bedeutet, 
welche  die  Constanten  «i,  ß^,  .  .  .,  a„,  nicht  enthält,  so  erhält  man  hieraus  die 
Differentialgleichungen  der  Dynamik: 

dq.    _   SH        dp.  eil 

dt  dp.  '        dt  dg.   ' 

wo  das  Zeichen  d  auf  die  Variabele  t  zu  beziehen  ist. 

Das    aufgestellte    Theorem    giebt    eine    merkwürdige    Wechselbeziehung, 
die  zwischen    den  beiden  Formen,    unter  welchen    man   die  Integralgleichungen 
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eines  Systems  von  Differentialgleichungen  zu  betrachten  pflegt,  für  die  Probleme 
der  Dynamik  stattfindet,  wenn  man  diejenige  Wahl  der  willkürlichen  Oon- 
stanten  trifft,  welche  nach  der  oben  gegebenen  Theorie  die  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichung,  auf  welche  sich  das  Problem  zui-ückfilhren 
lässt,  von  selber  an  die  Hand  giebt.  Man  betrachtet  nämlich  in  der  einen 
Form  die  Variabein,  welche  in  den  Integralgleichungen  vorkommen,  sämmt- 
lich  als  Functionen  einer  von  ihnen  (der  Grösse  f)  und  der  wülkürhchen 
Oonstanten.  Oder  man  stellt  in  der  andern  Form  diejenigen  von  einander 
unabhängigen  Ausdrücke  der  Variabein*)  auf,  welche  willktirlichen  Constanten 
gleich  werden.  Jede  solche  Grleichung,  welche  eine  Function  der  Variabein 
einer  willkürlichen  Constante  gleich  setzt,  wird  vorzugsweise  ein  Integral  des 
vorgelegten  Systems  von  Differentialgleichungen  genannt,  und  das  Charakte- 
ristische einer  solchen  Integralgleichung  besteht  darin,  dass  ihr  Differential  ver- 
mittelst der  blossen  vorgelegten  Differentialgleichungen,  ohne  auch  die  Integral- 
gleichungen selbst  zu  Hülfe  zu  nehmen,  identisch  verschwindet.  Man  kann  in 
der  einen  Form  die  Ausdrücke  der  Variabein  nach  den  willkürlichen  Con- 
stanten, in  der  anderen  die  Ausdrücke  der  willkürlichen  Oonstanten  nach  den 
Variabein  partiell  ditferentiiren ,  und  das  vorstehende  Theorem  lehrt.,  dass  in 
dem  hier  betrachteten  Falle  und  bei  der  hier  getroffenen  "Wahl  der  willkür- 
lichen Constanten  die  beiden  Arten  von  partiellen  Differentialqaotienten  un- 
mittelbar auf  einander  zurückkommen.  Wenn  man  die  Anfangswerthe  der 
Variabein ,  die  einem  Werthe  i  =  0  entsprechen ,  als  willkürliche  Oonstanten 
einflihrt,  so  werden  beide  Formen  der  Integi'algleichungen  sogleich  aus  ein- 
ander erhalten,  wenn  man  die  Variabein  und  ihre  Anfangswerthe  mit  einander 
vertauscht  und  zugleich  —t  statt  t  setzt,  wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass 
die  Wurzelzeichen,  welche  die  Formeln  enthalten,  hierbei  geändert  werden 
können. 


§.  22.     AnweiiduDg  der  entwickelten  Formeln  auf  die  freie  Bewegung. 
Ich    will   noch    den    ersten   der    beiden  gefundenen   Sätze    auf    den    be- 
sonderen Fall   der  Dynamik  anwenden,  wenn    die  Bewegung    des  betrachteten 
Systems  materieller  Punkte  ganz  frei  ist,  und  die  Eräftefunction  nicht  die  Zeit 

*)  Wenn   die   Integrale   auch   die  D iffe reiilial quo ti eilten   der  Yariabeln   enthalten,   so    Letrachte   ich 
diese  hier  als  besondere  Variabele. 
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t  implicirt.  In  diesem  Falle  gelten  die  in  §.  2  aufgestellten  Differential- 
gleichungen: 

rfV  au  cfy.  du  d\  du 

äi  Qx^  '    d^  oy^  '   df  dsi 

wo  ü  die  Kräftefunction  ist.  Man  kann  also  für  die  Grössen  q  die  recht- 
winkligen Ooordinaten  der  Punkte  annehmen;  die  nach  t  genommenen  Differen- 
tialquotienten derselben ,  eine  jede  mit  der  Masse  des  zugehörigen  Punktes 
multiplicirt,  werden  dann  die  Grössen  p,  und  die  zu  integrirende  partielle 
Differentialgleichung  ist : 

,^  1  tfovy    fdvv'    {dv\h       ,j    , 

WO    h   eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.     Ist   n   die  Zahl    der  materiellen 

Punkte,    so    enthält    eine    vollständige    Lösung     V   dieser    Differentialgleichung 

ausser  einer  durch  blosse  Addition   hinzukommenden  Constanten,    von  der   ich 

abstrahire,    und  ausser  h  noch    3n— 1    willkürliche  Constanten    «.     Kennt  man 

eine  solche  Lösung    V,    so   erhält  man    die  Integralgleichungen    des   Problems 

zufolge  des  oben  bemerkten  Theorems  durch  die  3n  Gleichungen 

dV  ,  dV  ,  dV 

vTh-m,  =     ■-    ■■■■      Tii.y,  =  — - — ,      in.z.  ^  ■  ^  ■■  , 
'  '  öx.  "''  o)/.  '  '  öz. 


durch  die  3h  — 1  Gleichungen 
und  durch  die  Gleichung 


ßV 
da 


dV 

-äh-  =  '^'- 
Die  3tt^  1  Constanten  ß,  die  Zn —  1  Constanten  ß  und  die  beiden 
Grössen  h  und  x  sind  die  6ra  willkürlichen  Constanten  des  Problems.  Drückt 
man  nun  einmal  die  Grössen  3;^,  yi,  z^,  xl,  y',,  zj  durch  die  6n  —  2  Grössen  «, 
ß  und  durch  h  und  z-\-t,  und  dann  umgekehrt  «,  ß,  h,  x-\-t  durch  jene  aus, 
so  hat  man  zufolge  des  ersten  der  beiden  gefundenen  Sätze: 
Bx[  dß  dx^  da 

'   da  die.  '         '    dß  6x\   ' 

dt/'.  dß  dy^  da 

'    da  dy.   '  '   dß  dy[   ' 

dz\  dß  dz.  da 

'   da  dz.    '         '   dß  dz'.   ' 


y  Google 


PROBLEME  DER  JIECHANIK  BEI  EXISTENZ  EINER  KRAFTEFUNCTION 


3d            a<t 

"'Ta    -  - 

3ß 
3i,  ' 

Sa',                 Sa 

"'•  Sß           an,  ' 

Sa, 

"i   3a    ^ 

3ß 

dl',                   3a 
"'^3f  °°        S^' 

3z. 

endiicli  hat  man  noch: 

da:;          3(r+0 

3i, 

Sh 

"■    84              de      • 

■"'  3{T+t) 

dl,;  ' 

Sn;          3<:,+l) 

3y, 

dh 

'"'    dh               07J,      ' 

'"'  S(.+i) 

Ssl  • 

3z\       a(.+!) 

3z. 

3h 

'    ÖA                 dz,       ' 

•'■■'  a(.-+!) 

Sz'i   ' 

3^1                  3h 

"''TT 

d(r+t) 

■"'  dfy+t)                 Sa:,   ' 

3,,; 

Sgl                      3h 

Sa, 

3(;+t) 

'  e(T+«)                  dy,   ' 

Sy; 

Ss!                  3h 

a«, 

S(r+0 

wo  die  di'ei  letzten  Gleichungen  links  und  die  drei  ersten  rechts  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  Problems  selber  sind.  Es  ist  iiämJich  in  ihnen  für  h 
der  Ausdruck  zu  setzen: 

und 

5^.  da^  da)'.  dx'.  d  .v^ 

5(^+0  dt  ''      dir+i)  dt  dt' 

und  ebenso  für  die  anderen  Coordinaten. 

Will  man  diese  Foiineln  zum  Beispiel  auf  die  elliptische  Bewegung 
eines  Planeten  anwenden,  .so  wird  man  zufolge  der  oben  mitgetheilten  Integra- 
tion der  auf  dieses  Problem  bezüglichen  partiellen  DifFerentialgleichung')  für  die 

•)  Vgl.  p,  250  folgg. 
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Constaiiten  ßj,  K^und  die  entsprechenden  /3, , /?ä folgende  Annahmen  machen  können: 
«1  . . .  Länge  des  aufeteigenden  Knotens, 
Kg  .  .  .  /emal  der  Quadratwurael  aus  dem  halben  Parameter, 
/?!  ...   —k  mal  der  Quadratwurzel  aus  dem  halben  Parameter  mal  dem 

Cosinus  der  Neigung  der  Bahn. 
ß^  . .  .  Entfernung  des  Perihels  vom  aufsteigenden  Knoten, 
h    ...   — k    dividirt  durch  die  grosse  Axe, 
— T    .  .  .  Durchgangszeit  durch  das  Perihel, 
welche  Elemente   auf  unendlich   viele  Arten   variirt  werden  können.     Die  Oon- 
stante    li    ist  hier    die    anziehende   Kraft   filr   die   Einheit   der   Entfernung,    so 
dass  die  Differentialgleichungen 

rfV    hx  d y ky  dz    kz 

dt^  )'^     '        dt^  r^    '        dt^  r^ 

zu  Gmnde  gelegt  sind. 

§.  23.     Behandlung  der  Aufgabe,  in  dem  oben  (§,  17)  beü'achteten  Falle  die  zu  grosse 

Anzalil  von  Integralgleichungen  auf  die  hinreichenile  zurüclczuführen,  deren  Constanteo 

Functionen  der  ursprünglichen  sind.     Fall  der  Planetenbewegung. 

Ich   will  jetzt  noch    eine  andere  Aufgabe  behandeln,    welche  man   sich 

in   dem  oben  (§.  17)  betrachteten  Falle  stellen  kann,    wo  angenommen   wurde, 

dass   die  Lösung    W  der  partiellen  Differentialgleichung,    aus  welcher  man  die 

Integralgleichungen  des  vorgelegten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

ableitet,    eine  grössere  Anzahl   willkürlicher  Oonstanten  enthalte,    als   zu   einer 

vollständigen  Lösung  erforderlich    ist,    falls    man   die   überzähligen    Constanten 

nicht  dadurch  fortschaffen  will,  dass  man  denselben  bestimmte  Werthe  beilegt, 

oder    sie  beliebigen  Functionen  der  anderen  Constanten  gleich  setzt,  oder  auch 

dieselben  durch  eben  so  viele  Gleichungen  eliminirt,  welche  man  erhält,  wenn 

man  die  nach  ihnen  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der  Function 

gleich  Null   setzt,    oder   auf  andere  Art.      Wir  haben    oben    gesehen,   dass   in 

diesem  Falle  die  mn-^  Gleichungen 

^]«i  _  ,     1!L'  _  »  sy  _ 

da,    ~  '^'       da,    ~  '"      '  '  ''       öa.^,  ^  '^•■+' 
nur  die  Stelle  von  m  Gleichungen  verbieten,  indem  k  derselben,  z.  B. 

lüL  _ «         aiy  _  „  aw  _  „ 

""'S«,«  ~  '^"+"    a»„^,  -  ft-«'   ■  ■  ■'    a»..^.  -  ft"«' 

eine  blosse  Folge  der  übrigen  m  Gleichungen 

41' 
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dW  __  dW_  ^  dW_  _ 

und  die  Constanten  ß,„+i,  ß^+i,  ■  ■  ■,  ßn,+k  niclit  mehr  willkflrlicli  sind,  sondern 
bestimmte  Functionen  der  übrigen  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß„^  und  der  Constanten 
cf^,  «2,  .  . .,  ß„.+i;.  Diese  letzteren  m  Gleichungen,  verbanden  mit  den  m  Glei- 
chungen 

BW  __        ew  _  dw_  __ 

bilden  die  sämmtlichen  Integralgleichungen,  die  aber,  wie  wir  sehen,  2m-\-k 
willkürliche  Constanten  «,,  a^,  .-■>  «m+ü  ßn  ßst  •  ■  •>  ßm  enthalten,  während 
sie  nicht  mehr  als  2m  willkürliche  Constanten  enthalten  dürfen.  Es  muss 
daher  immer  möglich  sein,  die  2m  Gleichongen 

dW  _  ^         dW  _  5^'  _  o 

dw  _        dw_  _  dw_  _ 

durch  solche  2m  andere  Gleichungen  zu  ersetzen,  in  welchen  ausser  den 
Grössen  t,  q.,,  q^,  ..  .,  q^,  p^,  p^,  .  ■ -,  p,,,  nur  2m  Functionen  der  2m-i-k 
willkürlichen  Constanten  «,,  a^j,  .  .  .,  ß^+i,  ßi,  ßs,  ■  ■ -,  ß„,  vorkommen;  diese 
kann  man  statt  der  letzteren  als ' willkürliehe  Constanten  einführen,  deren  Zahl 
dann  in  der  That  auf  2m  zurückgeführt  ist. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  oben  für  die  Bewegung  eines  Punktes  um 
ein  anziehendes  Centrum  gegebenen  Formeln.  Es  waren  dort  nur  drei  unab- 
hängige Variabele,  die  drei  Ooordinaten  des  Punktes,  da  die  Zeit  t  in  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  nicht  vorkam.  Die  gefundene  Lösung  V  brauchte 
also  nur  zwei  willkürliche  Constanten  zu  impliciren,  um  eine  vollständige  Lö- 
sung zu  sein,  da  wir  immer  von  einer  willkürlichen  Constanten,  die  noch  durch 
blosse  Addition  hinzukommen  kann,  abstrahiren.  Die  Lösung,  welche  wir  fan- 
den (p.  252), 

V  ^  Jai'c.cos[co3Kcosij+8iDasm)jcos(^ — ß)] 


^/F2/(,-)+2;.— ^* 


enthält  aber  deren  drei,  b,  a,  ß,  da  die  Constante  h  in  dieser  Lösung  nicht 
als  willkürliche  Constante  betrachtet  wird,  weU  sie  schon  in  der  partiellen 
Differentialgleichung  selbst  vorkommt.     Setzt  man 
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cosOT  =  cosßcosi;+siiiRsinijcos(-5' — ß), 
so    leiten  wir  aus  dieser  Lösung  durch  partielle  Differentiation  nach  b, 
r,  jj,  &■  die  Integralgieicliungen  ab: 

5[siiiaco3)^— cosKsiin;cos(-^' — ß)]    __     , 
sinw  ' 

Äsiiia9iin)8iQ(5'— ^)    __     , 


Ä[cosasini;  —  sin«cosj;cos(5- — ß)]    __    dt] 

SsiaKsiaC^— jj)    ___   d» 
j-^sinijainwi  dt 

Es  wurde   schon  oben  bemerkt,    dass  die  zweite  und  dritte  Gleichung  nur  die 
Stelle  von  einer  vertreten,  weil  man  aus  ihnen  erhält: 

sin''« 
also  eine  blosse  Gleichung  zwischen  den  willktu-lichen  Constanten,  die  dadurch, 
wenn  man  wieder  /*  nicht  mitrechnet,  auf  fünf  reducirt  werden.  Sie  müssen 
sich  aber  auf  vier  reduciren  lassen.  Dieses  kann  man  keineswegs  auf  den 
ersten  Blick  erkennen;  sogar  der  Beweis  würde  einigermassen  weitläufig  aus- 
fallen, wenn  man  nicht  einige  einfache  geometrische  Betrachtungen  zu  Hülfe 
nehmen  könnte. 

Zuei'st  leite  ich  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  folgende  ab : 

sm(i;cos»;^cosßaio};cos(^- — ß')-\ — -;-siüo:siu?;sill(•i^ — ß)  =  0 
oder 

sinßcüsij — (cosaooS|S4---,--siQö;sitt^|siuij(;osy 

—  (cosasm|3~— ^sinKcosjSJsinj/siiiJ-  =  0. 

Für  diese  Gleichung  setze  ich: 

cosKOSj;+siü«cosff.siinjcosy-+siii)'sioa.sin7^siatf  =  0, 


y  Google 


326  PROBLEllE  DER  MECHANIK  BEI  EXISTENZ  EINER  KRiPTEFÜKCTION 

indem  ich  zwei  Winkel  i  und  a  einführe,  welche  durch  die  Verhältnisse 

8ina:lcosacos(3-i--^sino;aiii^j:(i!0s«siu^ -j-smacosß\ 

=  eosi: — siaicosa  : — smisiaa 
bestimmt  werden.     Diese  Proportion  giebt  zugleich: 

.  ^i'i'L    —  __^  _sm«siii^aip(*— ^) 

und  es  wird  daher  die  letzte  der  Integralgleichungen: 
hcüfii  dd- 

r'sin^tj  dt  ' 

ferner  giebt  dieselbe  Proportion: 

cos«cosß+siniGosa.siaKcos/5+sm!siua.sinßsinj3  =  0. 
Nennen  wir  l  die  Linie,  die  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren  Co- 
sinus cosß,  sinacosß,  sinßsin/?  sind,  und  JE  die  Ebene,  welche  mit  den  Ooor- 
dinatenebenen  Winkel   bildet,    deren  Cosinus    cos^',    sinzcosfl,    sin^'sina  sind,    so 
folgt  aus  den  Gleichungen 

cosicosJ;+aiii»cosa.siDiico8ä--f-si(i7siaß.siE)jsiiiy-  =  0, 
cosicoäa-i-smiooäa,8maco3ß-\-smisiD.a.fä.nasiaß  =  0, 
dass  der  Kadius  Vector  (der  mit  den  Ooordinatenax:en  Winkel  bildet,  deren 
Cosinus  cos»;,  sinjjcos^,  sin»/sin5-  sind)  und  die  Linie  l  in  derselben  Ebene  E 
liegen.  Die  Linie  l  ist  zugleich  eine  ganz  willkürliche  Linie  in  der  Ebene  E, 
so  dass  der  Winkel  w,  welches  der  Winkel  zwischen  l  und  dem  Radius  Vector 
ist,  die  Bedeutung  hat,  dass  er  ein  Winkel  zwischen  dem  Radius  Vector  und 
einer  willkürlichen  Linie  der  Ebene  E  ist.  Diese  Willkürlichkeit  wird  aber  auf 
keine  Weise  vermehrt,  wenn  ich  von  lo  die  willkürliche  Oonstante  h'  abziehe, 
wie  die  erste  der  Integralgleichungen: 


'/- 


pf(r)+2h-^ 


erfordert;  es  vereinigen  sich  hier  nur  zwei  willkürliche  Constanten  durch  Addi- 
tion in  eine  einzige.  Nennt  man  nämlich  v  und  X  die  Winkel,  welche  der 
Radius  Vector  und  die  Linie  l  mit  einer  bestimmten  Linie  der  Ebene  E 
einschliessen,  so  ist 

w  =  v—?.,    w—b':^v—X—b', 
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und  ^-\-b'  ist  nur  für  eine  willkürliche  Oonstante  anzusehen,  wodurch  die  An- 
zahl der  willkürlichen  Constanten  auf  vier  beschränkt  wird,  wie  verlangt  wurde. 
Es  lassen  sich  nämlich  die  Integralgleichungen  jetzt  so  darstellen: 

eos«co8i^-Hsiiiisinj;cos(^ — a)  =  0, 

1/27,^211^  =  ^, 


l  dt  } 


.  ,    (d»\ 


wo  v—Z~b'   der  Winkel  ist,    den  der  Eadiosvector  mit  einer  beliebigen  Linie 

der  Ebene  E  bildet;  zu  diesen  Gleichungen  kommt  noch  der  Ausdruck  der  Zeit: 

r  dr 

in  welchem  keine  Reduction  vorzunehmen  ist. 

§.  24.  Allgemeine  Behandlung  derselben  Aufgabe. 
Da  das  hier  gewählte  einfache  Beispiel  schon  zeigt,  dass  die  verlangte 
Reduction  der  willkürlichen  Constanten  auf  ihre  wahre  Anzahl  bisweilen  Schwie- 
rigkeiten macht,  welche  hier  nur  durch  einige  geometrische  Betrachtungen  ge- 
hoben wurden,  so  wird  es  der  Mühe  werth  sein,  allgemein  zu  zeigen,  wie  diese 
Reduction  geleistet  werden  kann.  Zu  diesem  Ende  nehme  ich  an,  es  sei  eine 
vollständige  Lösung  gegeben 

mit  m  willkürlichen  Constanten  a^,  «3,  . .  .,  a„,  von  denen  keine  durch  blosse 
Addition  mit  den  übrigen  Termen  von  W  verbunden  ist;  und  es  sei  aus 
dieser    Lösung    eine    andere    abgeleitet    mit    m  +  k    willkürlichen    Constanten 

w+v(».,  »„  •■•,  -.,«„'<, «,.«), 

in  welcher  die  Grössen  o,,  a^,  .  .  .,  a„,  vermittelst  der  Gleichungen 
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da[  ^  ^'  da^  -  U,     .   .  .,  ^^^^  -  U 

zu  eliminiren  smd.  Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  inan  bei  der  partiellen 
Differentiation  von  W-i-ip  nach  irgend  einer  Grösse  auf  die  Veränderlichkeit 
der  Grössen  a^,  a^,  . .  .,  a„  keine  Rücksicht  zu  nehmen  braucht.  Die  2m  In- 
tegralgleichungen sind  daher,  da  W  die  Grössen  a^,  a^,  ,  .  .,  ß„,^^  und  tfi  die 
Grössen  t,  q^,  q^,  .  .  .,  q^  nicht  enthält: 

dtp       ^      ew 


cnp_  _  dW 


=  Pv 


=  i's' 


e>p  ^         dw 

Ott  ™ '       öo 


Die  m  Gleichungen    links    zeigen,    dass    die    Grössen   «,,  «j,  , 
willkürliche  Gonstanten  werden  und  daher  auch  die  Grössen 


eip      dtp 
-8^'  Da;'  ■  ■  ■• 

Nennt  man  diese  —  &i,  —Ja,  ...,  —  &„,,  so 

werden  die  Integralgleichungen: 

SW        ,         dW       , 

dW                  SW 

BW 

...    a-=i...i 

die    2m   Funetionen    der    2m  +  /i:   Grössen  ß^, 

«.,  ...,  ««+.,  Ä,  A,  ...,  / 

welche  man  als  die  auf  ihre  wahre  Anzahl  reducirten  willkürlichen  Constanten 
zu  wählen  hat,  sind  die  Grössen  «i,  a,^,  .  .  .,  a^,  &,,  b^,  .  .  .,  6„,,  wie  sie 
durch  die  Gleichungen  bestimmt  werden: 

Wenn  die  Lösung  noch  eine  Constante  k  enthält,  die  auch  in  der  partiellen 
Differentialgleichung  selber  vorkommt,  und  man  zu  den  Integralgleichungen 
noch    eine    neue    hinzufügt,    indem    man    den    nach   k  genommenen  partiellen 
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dw 


dip 

dh       ^ 

setzt , 


■leich  einer  neuen  V'ariabeln, 


Differential quotienten  der  Lösung  -^7- 

mehrt  um  eine  willkürliche  Gonstante  t,  setzt,   so    hat  man,    um   auch   in   der 

neuen  Gleichung;  die  Reduction  der  Constanten  zu  bewerkstelligen,  nur  x——^ 
°  °   .'  dh 

für  T    als  willkürliche  Gonstante  einzuführen.     Es    ist    dies    der  Fall,   wenn  in 

einem    Probleme    der  Mechanik    der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt    und 

man    die  Integralgleichungen    des  Problems   aus    der  Function   V  statt  aus   der 

Function    W  ableitet. 

Die  Lösung,  welche  die  m-f-^  willkürlichen  Gonstanten  «i,  ßg,  .  . .,  «„+1, 

enthält,   kann   auch   aus    TT  erhalten    werden,    wenn  zwischen  Oj,   %,    . .  .,   «„. 

und    «1,    «j,    .  .  .,    a„^j    gewisse    Gleichungen   i/j^  =  0,    yj^  =  0    etc.   stattlinden 

und  man  aus    W-^\fi   die  Grössen  a^,  Og,  .  .  .,  t 

d% 


vermittelst  der  Gleichungen 


B{W^^i) 


+X,, 


^H>i 


r  0, 


eliminirt. 
^a  etc,  a 


^ H'V,    1  r"An~r; [-■■■   —  U, 

j/i^   =  0,      Va   =  0,      ■    ■    ■ 

Durch  diese  Gleichungen  werden  sowohl  die  Multiplicatoren  X^, 
s  auch  die  Grössen  a^,  a^,  .  .  .,  fl„  als  Functionen  von  t,  gi,  ^g,  ,  .  .,  5,,,, 
■■;  f^i^i+i  bestimmt.  Bedeutet  a  eine  der  Grössen  «i,  «^,  .  .  .,  «„„  so 
wenn  ß  eine  willküi'liche  Gonstante  bedeutet, 


a(W' 

+  V)    äa, 

aCH^+v)  ÖS 

Y 

d(_w-^ip-) 

3».. 

-  + 

dip 

iy< 

Sa     ' 

8a^          da 

da 

dß 

da 

■■er 

1  der 

vorstehenden  Gleichungen: 

^-.(5f 

da          3a.^     Ba 

■+■■ 

da 

^ 

-44? 

5«,            e%     5«g 

da         da^     da 

+  ■■ 

3a 

'-) 

da    ' 
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Ditferentürt  man  aber  die  Gleichungen  i/jj  =  0,  j//^  =  0  etc.  nach  «,   so 
erhält  man: 

öl/-,   da^^       dip^ 
da^    da  da   ' 

da      da  Sa   ' 


0  = 

öl/', 

da. 

0  = 

9% 

da         da 

Sa, 
da 

dü)  dip,  d\p„ 

"^  öa  'da  ^   da 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  et  die  Werthe  «j,  «g,  ...,  «^  und  für  ;5 
willkürliche  Constanten,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichungen  t(/j  =  0, 
1^2  =  0  etc.  hinzunimmt,  eine  hinlängliche  Anzahl  von  Gleichungen,  um 
fl,,  öj,  . ,  .,  a,„  so  wie  die  Multiplicatoren  X^,  X,^  etc.  aus  den  willkürlichen 
Constanten  «  und  ß  zu  bestimmen,  so  dass  vermittelst  dieser  Gleichungen 
«j,  «2,  .  .  .,  «,„,  ^1,  ^2  etc.  ebenfalls  willkürlichen  Constanten  gleich  werden, 
und  daher  auch  die  Ausdrücke 


fll/( 

fli// 

fll/J- 

■&r 

■+/, 

Ij^ 

■+'. 

^ 

-H . 

a* 

i5iS| 

a*. 

"357 

"8»7 

'as; 

Öl/J  öl//,  Öl//^ 

~^i !~^i^ 1^^5  3 !-■■■■ 

öa^  ^  öa^  ■*  otf^ 

Nennt  man  diese  letzteren  willkürliehen  Constanten  —  &,,  —  5^,  .  . .,  —  ^J«,  so 
hat  man  die  Gleichungen: 

dW  ^  ^        e_w  _  ^  dW  ^  ^ 

da^  * '        ößg  * '      ■   ■   ■ '       Ö«^  "' ' 

Diese  Gleichungen,  verbunden  mit  den  Gleichungen 

dw  BW  ew 

%r  =  ^^'   -dq;^p^'   ■■  ■'   '0^=^-' 

geben  die  2m  Integralgleichungen  in  der  verlangten  Form,  in  welcher  sie  statt 
der  '2m-{-k  willkürlichen  Constanten  «,,  ß^,  .  . .,  «„,4.^,  ßi,  ß^,  •■•,  ßm  iiir 
noch  die  2m  willkürlichen  Oonstanten  a-,,  ö<>,  ■ . -,  «„,,  />i,  ^2,  .  . .,  ö,„  enthalten. 
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§.  25.     Wie  man  ans  einer  gegebenen  vollständigen  Lösung  eine  andere  ableitet, 
deren  Constanten  die  Äufangaweftbe  der  Variabein  sind. 

Ich  will  noch  zeigen,  wie  man  aus  einer  gefundenen  vollständigen  Lö- 
sung eine  andere  ableiten  kann,  in  welcher  die  willkürliehen  Constanten  die 
besondere  Bedeutung  haben,  dass  sie  in  den  Integralgleichungen,  die  man  aus 
der  vollständigen  Lösung  erhält,  die  Anfangswerthe  oder  die  einer  bestimmten 
Zeit  (Epoche)  entsprechenden  Werthe  der  Variabein  werden. 

Es  sei  wieder 

"f^'C^  <!v  5ü'  ■■■'  !?„.'  "^i,  «s'  ■■■'  ^™) 
die  vollständige  Lösung  mit  den  m  willkürlichen  Oonstanten  cc^,  ct2,  . . .,  «,„;  es 
sei  ferner  Wa  der  Werth  dieser  Function,  wenn  man  darin  für  t,  q^,  q^,  .  .  .,  q^ 
die    Grössen   t,  öj,   a^,,   .  .  .,  a„,  setzt.      Eliminirt  man  jetzt    aus    W—  W^,   die 
Grössen  «i,  a^,  . . .,  cc^  vermittelst  der  Gleichungen 

d(W—  TTj  d(W—  w^)  e(W—  w^,) 

da^  '        '  ößg  '      ■  '  ''  ÖH^,_  ' 

so  erhält  man  eine  neue  vollständige  Lösung,  in  welcher  a,,  a^,  .  .  .,  «„,  die 
willkürlichen  Constanten  sind,  und  in  welcher  man  x  irgend  einem  bestimmten 
Werthe,  %.  B.  Null,  gleich  setzen  kann.  Da  man  nämlich  zu  W  für  den  Fall, 
welchen  ich  hier  betrachte,  in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung  nicht 
W  selber  enthält,  immer  noch  eine  willkürliche  Oonstante  addlren  muss,  wenn 
die  Lösung  so  viel  willkürliche  Oonstanten  als  unabhängige  Variabele  enthalten 
soll,  so  nehme  ich  W—  Wo  für  die  vollständige  Lösung.  Aus  dieser  erhalte 
ich  nach  einer  bekannten  Regel  die  sogenannte  allgemeine  Lösung,  wenn  ich 
die  eine  der  willkürliehen  Constanten,  W^,  einer  Function  der  ührlgen 
«i,  «a,  .  .  .,  a^  gleich  setze  und  diese  letzteren  vermittelst  der  Gleichungen 
d(W—  WJ  diW—  WJ  d(W—  WA 

eliminii'e.    Der  hier  betrachtete  Fall  ist  der,  wenn  die  willkürlich  anzunehmende 
Function    der  Grössen    «j,   a^,   .  .  .,   a^   die  besondere  oben  angegebene  Form 

W^  =    W(t,  «„  a„  ...,  a„„  H„  «3,  ...,  aj 
hat,    in   welcher  ausser  «,,   a^,   .  .  .,  «„   noch    die   wilU^ürlichen   Constanten   r, 
«1,  a^,  ...,  a,„  vorkommen. 

42' 
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Hat  man  nach  Elimination  von  «i,  «2,  .  .  .,  «„,  die  Function  W — Wg 
durch  t,  5,,  ^2,  . .  .,  5„,,  r,  «i,  a^,  ...,  a^  ausgedrückt,  so  werden  die  Inte- 
gralgleichungen, welche  man  aus  der  neuen  Lösung    W —  W^  ableitet, 

e(ff— T^ü)  _         d(_w—Wa)  _  e{W-~w^)  _ 

wo  ^1,  63,  .,,,  b„,  neue  willkürliche  Conatanten  sind.  Setzt  man,  um  die 
partiellen  Differentialquotienten  von  W—  Wg  in  diesen  Gleichungen  zu  bilden, 
in  dem  ursprünglichen  Ausdruck  von  W —  TT^  für  «,,  a^,  , , .,  «^  ihre  Werthe, 
wie  sie  sich  aus  den  Gleichungen 

e(w~Wü)  ^  Q     e(w—Wo)  ^  ^  d(w—w,)  _ 

ergeben,  so  hat  man  nicht  nöthig,  nach  5,,  q^,  .  .  .,  §„,  ö^,  a^,  ,  ,  .,  a^  auch 
in  sofern  zu  differentiiren ,  als  sich  diese  Ausdrücke  auch  in  «j,  cf^,  ,  .  .,  a„, 
vorfinden,  weil  die  daraus  hervorgehenden  Teime  wegen  der  vorstehenden 
Gleichungen  verschwinden.  Man  kann  daher  die  Integralgleichungen,  weil  in 
TT  nicht  die  Grössen  a,,  a^,  .  .  .,  a,„,  in  Wg  nicht  die  Grössen  g^,  q^,  .  .  .,  q^ 
explicite  vorkommen,  folgendermassen  darstellen: 

SW 


lehren  hier  bloss,  dass  die  Grössen  «j,  «5,  .  .  .,  «^  Constanten  gleich  werden, 
und  zeigen  ihre  Abhängigkeit  von  den  willkürlichen  Constanten  a^,  a^,  .  . .,  a^, 
61,  Aj,  ...,  6„,.  Als  die  eigentlichen  Integralgleichungen,  d.h.  als  die  er- 
forderhchen  2m  Gleichungen  zwischen  den  2m  Variabein  §,,  q,^  .  .  .,  5^, 
^1,  pa,  .  .  .,  ^^  hat  man  sich  daher  die  Gleichungen  zu  denken: 


4!^-. 

SW, 
■  ■•        Sa    ' 

»ie  letzten  r 

Ti  Gleichungen 

am 

SW, 
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in  welchen  für  c;^,  a^,  .  .  .,  «„,  ciie  Constanten  Wertlie  zti  setzen  sind,  wie  sie 
sich  aus  den  Gleichungen 

dWa   __  5TFo_  _  6W^ 

ergeben. 

Aus  den  angegebenen  Integralgleichnngen  kann  man  die  Grössen 
$ij  52  5  ■  ■  -j  ^r«,  Pif  p^,  ■  ■  ■,  Pm  durch  t  und  die  willkürlichen  Oonstanten  be- 
stimmen. Ich  will  jetzt  die  Werthe  dieser  Grössen  für  t  =  r  aufsuchen.  Man 
setae  hierzu  in  TF  f ilr  t,  q^,  q^,  ...,  q^  die  zweitheiligen  Ausdrücke  T-i-(^-~r), 
ßi-+"(?i  —  'fi))  (h~^Qi'i  —  «2)5  ■■■5  '^'m+(9m — ßm)  "iricl  entwickle  die  Ausdrücke 
8W        dW  dW 

ößj   '       da^  '      '  '  ''       8a^ 

nach  den  aufsteigenden  Potenzen  von  t — t,  q^  —  a^,  q-i  —  C-n,  ■■■.  $m  —  <^.«-  Es 
verwandeln  sich  hierdurch  in  den  Gleichungen 

wenn  man  ?.— t  =  0  setzt,  die  Ausdrücke  links  in  Reihen,  die  nach  den  posi- 
tiven, aufsteigenden  Potenzen  von  §,  —  «i,  $2  — «s,  -  ■ -,  q,„  —  «^  fortschreiten 
und  kein  ganz  constantes  Glied  enthalten.  Man  wird  daher  aus  diesen  Glei- 
chungen schliessen  können,  dass 

2i-«i  =  0,    q,-a.^  =  0,     .  .  .,    g,-«„  =  Ü 
ist,    oder    es  werden  a-^,  a^,  . . ,,  a^  die  Werthe  von  ^1,  q.2,  .  . .,  q,„  für  t  ^  r. 
Setzt  man  femer  in  die  Ausdrücke 

aw  dW  8W 

^^^  =  -5^'    ^^  =  ^'    ■■■'    ^'"  =  ^; 

für  t  den  Werth  r  und  zugleich  für  q,,  q^,  . .  .,  q„,  die  Werthe  «i,  a^,  . .  .,  a,„, 
so  erhält  man  dafür  die  M'^erthe 

Es  werden  daher  die  willkürlichen  Constanten  a^,  a^,  ...,  a„,  die  Werthe  von 
5i)  ?sj  ■  ■  ■)  ?ni  ^i"i  tlie  willkürlichen  Constanten  6^,  6,,  . ,  .,  b^  die  Werthe 
von  ^1,  p^,  .  . .,  p^,  welche  dem  Werthe  t^t  entsprechen. 

Ganz  ähnliche  Resultate  erhalten  wir  in  Bezug  auf  die  Function  V,  welche 
t   nicht  enthält,    sondern   ausser   den   willkürlichen   Constanten  «,,   c:^,   .  .  .,  ß,„_j 
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noch  eine  gegebene  Gonstante  h,  die  in  der  partiellen  Differentialgleichung 
selber  vorkommt.  Bezeichnet  man  mit  Fo  den  Werth  von  V,  wenn  man  darin 
«1,  «3,  .  .  .,  «^  iur  q^,  q^,  . .  .,  q,„  setzt,  so  erhält  man  die  neue  Lösmig,  wenn 
man  aus    V —  V^  die  Gl-rössen  k,,  «g,  .  .  .,  «,„_i  vermittelst  der  Grleichungen 

eliminlrt.      Fügt  man  hierzu  die   Gleichung 

3(7- Fo)    _ 

ÖÄ  —  f     ^, 

so  erhält  man  für  lü  =  t  aus  diesen  Gleichungen,  ganz  wie  fi-üher,  die  Glei- 
chungen : 

q^  —  a,  =  0,     q^—a,_  =  0,     .   .  .,     $„— «„  =  0. 
Es  verwandeln  sich  ferner,   wenn  man  diese  Werthe  substituirt,  die  Ausdrücke 

dv      dv  dv   .     dVo^     dVo_  dv<, 

^?i   '       ^9s   '     '  '  ''      dq^  8a^   '       ößj '     ■  '  ■'      da^^^ 

Man  sieht  daher  aus  den  Integralgleichungen 

s(V-K)  ^  sr  ^         s(v^r,)  _     av.  _     , 
a(7_F;,)  _  dv_  _    .      e(V—Vo) 8Vo_  _ 

8q^                    Bq.^           ^'              da^  da^  ^' 

S( V—  V^)    _    dV_  _  a(F"— Fg) dVa_  ^  _j 

dass  b^,  hi,  .  .  .,  b„,  die  Werthe  von  p^,  p.,,  .  .  .,  p,„  füi"  i  =  r  sind, 

§.  26.     Beispiel  der  Planetenbewegimg. 
Als  Beispiel  will  ich  die  charali:teristische  Function 


V  =  6arcGos[cosacos7j+sinc9in-»jcos(^— ,S)]-l-J|'2f(r)+2A ^dr, 

welche  wir  oben  (p.  252)  für  die  Bewegung  eines  nach  einem  festen  Gentrum 
angezogenen  Punktes  fanden,  in  eine  andere  verwandeln,  in  der  die  Anfangs- 
werthe  von  r,  fj,  &■,  die  ich  mit  ro,  ijg,  d-^  bezeichne,  die  willkürlichen  Con- 
stanten sind.     Setzt  man 
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cosw)    =  cosacosij  +sinaaiii7j  coa(5'  — ß), 
co9t«u  =  cosKCOMJ;o-|-sinasini;ocos(>D — ß), 
80   wird  die   neue  Lösung: 


■ff, 


wenn  man  darin  die  Constanten  a,  ß,  b  vermittelst  der  Gleichungen 

da        ~^'         dß        ^ "'         db        -^ 

eliminirt.     Die  beiden  ersten  geben: 

da  "  "'  dß       -  —  ''' 

und  man  kann  zeigen,  dass  eine  dieser  Gleichungen  aus  der  anderen  von  selber 
folgt.  Hieran,  und  um  die  verlangte  Elimination  von  ci  und  ß  auszuführen, 
können  folgende  geometrische  Betrachtungen  dienen. 

Man  bilde  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  zwei  Seiten  «  und  jj  und 
der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  &  —  ß  sind,  und  ein  anderes,  welches 
mit  demselben  die  Seite  «  gemein  hat,  und  in  welchem  die  andere  Seite  und 
der  von  beiden  eingeschlossene  Winkel  %  und  S-o~ß  sind. 

Zufolge    der    für  cosw    und  cosWq  angegebenen  Ausdrücke    sind  w  und 

Wo  die  dritten  Seiten  dieser  sphärischen  Dreiecke,    welche  den  Winkeln  S- — ß 

und  ^0  —  ß  gegenüberstehen,    und    man    hat   nach    den  bekannten  Differential- 

fornieln  des  sphärischen  Dreiecks: 

dw  dw  d'W  ,        .     , 

— „■—  =  sioasmA, 


-da-  ~  ^"'^''      "3(3^=^ -dß- 

wenn  A  der  der  Seite  tj  gegenüberstehende  Winkel  ist.     Ebenso  hat  man,  wenn 
Ag  der  der  Seite  i]a  im  zweiten  Dreieck  gegenüberliegende  Winkel  ist, 

cv:a  .  ÖWo  9wu  .         .      . 

öa  o{pa—ß)  dß 

und  es  giebt  daher  jede  der  Gleichungen 

dii>  dwo  dw  Ömio 

~d^  ä^'     "dß"  ^  'dß- 

dasselbe  Resultat 

A  =  Ao, 
oder  beide  Dreiecke  haben  auch    den    der  Seite  «  anliegenden    und   den  Seiten 
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1]  und  jju  gegenüberstehenden  Winkel  A  gemein.  Man  sieht  hieraus,  dass  tu  —  Wt, 
die  dritte  Seite  in  einem  sphärischen  Dreieck  ist,  in  welchem  die  beiden  anderen 
Seiten  i;  und  rj^  und  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  & — &■(,  sind.  Man 
hat  daher 

t;os(w — Mio)  =  cos»;»cos»j+siii»;usiinjcos(5- — 0-a'), 
und  die  charakteristische  Function  wird: 

V —  V(i  =  /jarc.cos[cosj;oCOSi)  +  sinijosiEijcos(^ — >fl}] 


.1% 


aus   welchem   Ausdruck   a   und    ß  eliminirt   sind,    so   dass    nur   noch    die    eine 
Grösse  h  vermittelst  der  Gleichung 

d(V-V<,)  _  . 
"3b         ^  ^ 

oder 

^_^_   ^    r  bdr 

ZU  eliminiren  ist,  wo  w  —  •»;„  den  Winkel  zwischen  der  Anfangs-  und  Endposition 
des  Radius  Vector  bedeutet. 

Es  wird  nicht  ohne  Nutzen  sein  zu  zeigen,  wie  man  die  Elimination 
von  a  und  ß  auch  auf  einfachem,  rein  analytischem  Wege  ausfuhren  kann, 
wobei  ich  die  Formeln  auf  n  Variabele  ausdehnen  werde.     Es  sei 

a^a^+a^a^-^ [-«„«„  =  ÄA, 

iCjiCj+iB^aJ^H h-iC^ai^  =  rr, 


Man  soll  vermittelst  der  Gleichungen 

da,  da,, 
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die  Grössen  a,,  a.,,  ...,  a„  aus  dem  Werthe  von  w- — w^  ellmmiren.  Wenn 
man  die  Werthe  von  cosm?,  cosw?"  substituirt  und  bemerkt,  dass  die  Gleichung 
dw  —  dw"  =  0  sich  auch  so  darstellen  lässt: 

so  werden  die  angegebenen  Gleichungen  folgende: 

sin»/)" — siüMi— ^  =  sin(wj''^w!)— ^, 


'" — "^ siuM)--^  =  sm(w 


»)--: 


Von  diesen  n  Gleichungen  sind  zwei  eine  blosse  Folge  der  übrigen,  so  dass  dieses 
System   nur  die  Stelle  von  n  — 2  Gleichungen  vertritt.     Denn  muitiplicirt  man 

die  n  Gleichungen  mit  -^- ,  -^ ,  .  .  .,  ~  und  addirt,  so  erhält  man  beider- 
seits sin(w''  —  w),  also  eine  identische  Gleichung.  Ebenso  ergiebt  sich,  wenn 
man  die  n  Gleichungen  mit 

sinw""- — hsinw  — ;jj- ,      sinM.-" — ; — |-aißW' — 5-,     ■  ■  ■,      sin!'?"  — ^+sinw-— ;^ 
muitiplicirt  und  addirt,  eine  identische  Gleichung,  nämlich: 
ain  m"  —  sin  w  ;:=  sinfw"— w)sin(Mf*'+M'). 

Muitiplicirt  man  aber  die  n  Gleichungen  mit — ^,  — '—^  .  .  .,  — —  und  addirt, 
so   erhält  man : 


Es  ist  aber 
und  daher 

oder 


■  =  siu(w'*— w)cosw 
sin^y" — sin(w''^M)cosw  =  smwcos('U;° — tv) 

C0S(W^W'')    =    ^j-; — ~ — 


•/! — w"  =  arc.cos  — 


",.-{- Ae, 
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■welches  dei-  verlangte  Ausdruck  ist,  da  ai,  ös,  ...,  a^  aus  ihm  eliminirt  sind. 
Man  erhält  aas  diesen  Formeln  die  vorigen,  wenn  raan  «  =  3  setzt  und  statt 
der  rechtwinkUgcn  Coordinaten  die  Polarcoordinaten  einführt. 


§,  27.  Die  Lagrange'schen  Störungsformeln. 
Die  Form,  welche  Hamilton  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
giebt,  wenn  man  irgend  welche  Bestimmun^atücke  der  Punkte  des  bewegten 
Systems  zu  Variabein  wählt,  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  sämmtliche  Va- 
riabele  sich  in  zwei  Systeme  theilen  und  jeder  Variabein  des  einen  Systems 
eine  des  anderen  Systems  in  der  Art  entspricht,  dass  der  nach  der  Zeit  ge- 
nommene Differentialquotient  einer  Variabein  des  einen  Systems  gleich  ist  dem 
partiellen  Diff'erentialquotienten  einer  gegebenen  Function,  nach  der  ent- 
sprechenden Variabein  des  andern  Systems  genommen,  und  der  nach  der  Zeit 
genommene  Differentialquotient  dieser  gleich  ist  dem  nach  der  ersteren  genom- 
menen partiellen  Differentialquotienten  derselben  Function  mit  entgegengesetztem 
Zeichen.  Ich  will  der  Kürze  halber  diese  Form  die  canonische  Form  der 
Differentialgleichungen  nennen.  Auf  dieselbe  Form  der  Differentialgleichungen 
waren  schon  früher  Lagrange  und  Poisson  in  ihren  Arbeiten  über  die 
Variation  der  Constanten  in  den  Problemen  der  Mechanik  gekommen,  wenn  die 
der  Zeit  ?=  0  entsprehenden  Anfangswerthe  der  Grössen  q^,  p^  oder  die 
Grössen  c*,  b^  als  die  veränderlichen  Elemente  betrachtet  wui'den.  Ist  nämlich 
H,  die  Storungsfunction,  so  dass  man  die  Differentialgleichungen  des  gestörten  Pro- 
blems aus  den  Differentialgleichungen  des  ungestörten  erhält,  indem  man  H~\-H^ 

,  pag.  336)  die  Formeln: 


statt  H  sohreibt,  so  hat  man  (M(So.  Analyt.  2»"  ed.. 

,  T.  I., 

(ic,           S/J, 

(J6, 

aj/, 

di            56,    ' 

-3r  =  ~ 

*,  ' 

&,           3ff, 

dh. 

S-ff, 

dt         ab,  • 

dt     ~  ~ 

Sc,    ' 

'>'"„          3J/, 

di,. 

SJ3, 

dt     ~    SS     • 

'IT  "  ~ 

"ä7^ ' 

welche,  wie  man  sieht,  die  angegebene  Form  haben.  Hamilton  hat  diesen 
Formeln  und  denen  für  die  Variation  der  Constanten  überhaupt  die  merkwür- 
dige Ausdehnung  gegeben,  dass  die  Storungsfunction  B'^  eine  beliebige  Function 
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sowohl  der  Grössen  q^  als  der  Grössen  p^  sein  kann,  während  man  dieselbe 
vorher  immer  als  eine  blosse  Function  der  G-rössen  q,,  betrachtete.  Hierdurch 
hört  die  Eigenschaft  der  bisherigen  Formeln,  dass  die  ersten  Differential- 
quotienten der  Coordinaten  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Grössen  g^,  auf  dieselbe 
Weise  im  gestörten  und  ungestörten  Problem  ausgedrückt  werden,  auf,  G-ültig- 
keit  zu  haben.  Man  sieht  nämlich  aus  den  Differentialgleichungen  des  ge- 
störten Problems 

di  9p,         '        dt  8q^         ' 

dq^  d(B+B^)  df.^  B(H+M^ ) 

dt  dp,^         '       dt  Bq^         ' 

dt  dp^^         '        dt  dq^^^         ' 

dass,    wenn    H^    die  Grössen  pt    gar    nicht  enthält,    die   Werthe    der  G-rössen 

— ^  dieselben    wie  im  ungestörten  Problem  werden,    dass  dieses  aber  aufhört, 
ä(  ^  ' 

sobald  H^  auch  diese  Grössen  involvirt.  In  letzterem  Falle  werden  die  Grössen 
q^.  und  pi,  zwar  durch  dieselben  Formeln  im  gestörten  Problem  wie  im  unge- 
störten durch  ;  und  die  Elemente  ausgedrückt,  aber  die  Art  der  Abhängigkeit 
der  Grössen 

dq^. 
dt 

von  den  Grössen  p^.  und  q,.  ist  nicht  mehr  dieselbe. 

Es  giebt  bekanntlich  zweierlei  Formen  der  Störungsgleichungen:  die 
eine,  die  Lagrange'sche,  drückt  die  partiell  nach  den  Elementen  genommenen 
Differentialquotienten  der  Störungsfunction  durch  die  Differentialquotienten  der 
Elemente  aus;  die  andere,  die  Polsson'sche,  drückt  diese  durch  jene  aus.  Die 
Poisson'schen  Störungsformeln  geben  daher  direct  die  gesuchten  Ausdrücke, 
während  die  Lagrange'schen  nur  lineare  Gleichungen  geben,  aus  denen  man 
durch  Elimination  die  gesuchten  Ausdrücke  abzuleiten  hat.  Gleichwohl  haben 
Lagrange  und  Poisson  selbst  bemerkt,  dass  diese  indirecten  Formeln  bis- 
weilen in  den  Anwendungen  auf  bestimmte  Probleme  vorzuziehen  sind.  Denn 
die  Bildung  der  Lagrange'schen  Formeln  setzt   die  Ausdrücke  der  Grössen  ^^ 

43' 
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und  Pi,  durch  t  und  die  willkürlichen  Gonstanten  als  gegeben  voraus,  und  diese 
sind  weniger  coniplicirt,  als  die  umgekehrten  Ausdrücke  der  willküi-lichen 
Constanten  durch  t  und  die  Grössen  q^  und  p^,  welche  man  bei  der  Bildung 
der  Poisson'schen  Formeln  kennen  muss.  Auch  gelten  die  Lagrange'scberi 
Formeln  unverändert  für  den  Fall,  wo  zwischen  den  Grrössen  q^  Bedingun^- 
gleichungen  gegeben  sind,  auf  welchen  sieb  die  anderen  Formeln  nicht  aus- 
dehnen lassen.  Ich  will  jetzt  zuerst  die  Gültigkeit  der  Lagrange'schen 
Störungsformeln  für  den  Fall  nachweisen,  dass  H^  ausser  den  Grössen  q^. 
noch  die  Grössen  p^  involvirt. 

Beim  DifFerentiiren  nach  t  denke  ich  mir  \m  Folgenden  vermittelst  der 
Formeln  des  ungestörten  Problems  alles  durch  t  und  die  willkürlichen  Con- 
stanten oder  die  Elemente  ausgedrückt;  ich  werde  mich,  wenn  ich  diese 
Elemente  auch  als  Functionen  der  Zeit  betrachte,  wie  es  im  gestörten  Problem 
geschieht,  der  Charakteristik  d  bedienen;  dagegen  der  Charakteristik  8,  wenn 
ich  partiell  nach  t  differentüre  oder  die  Elemente  als  eonstant  setze.  Man 
wird  daher  haben: 

3q^  8H         3p^  811 

dt  dpi_  '        dt  dq^  ' 

dagegen: 

dt  6p^  dp/,  ' 

dp^  eil  611^ 

dt  dq^.  dq^ 
und  daher: 

&11^  dq^  8q^ 

~8^  ""  ~dt  öT' 

öifj  dp^  8p^ 

öjj  dt  St 
Nennt   man   daher   «   ein    Element  und  dehnt   das  Summenzeichen  ^  auf  alle 
Elemente  «  aus,  so  hat  man: 

öi?,  dq^  da 

dp^  8a.  dt    ' 

6if|  8pi^  da 

dq^.  8a  dt 
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Bezeichnet  man  mit  ß  irgend  ein  bestimmtes  Element  und  setzt 

r  da,  dp,         dq„    dp.  da     dp   "| 

l«:  P)  —  l  3a     dß   ^   3a     dß^  "^     '^   da     ßß  1 

r  6pj  dq^  dp^     dq^  op^    dq^  1 

~'ld^~3ß~'^^^~"dji  ^      '""e^    dß~\' 

SO  erhält  raan  hieraus: 

dS,  (In 

dß  "^^'  ^^    dt    ' 

wo  man  das  Summenzeichen  nur  auf  ce  erstreckt,  während  ß  ein  bestimmtes 
Element  bleibt.  Die  vorstehende  Grleichung  kommt,  wenn  Hj  nicht  die  Grössen 
Pf  enthält,  mit  den  Lagrange'aehen  Störungsformeln  überein.  Es  bleibt  noch 
zu  zeigen  übrig,  dass  auch  für  den  hier  betrachteten,  allgemeineren  Fall  der 
berühmte  Lagrange'sche  Satz  gilt,  dass  (a,  ß)  eine  blosse  Function  der  Ele- 
mente ist  oder 

Hierzu  bemerke  ich,  dass 


(«, »  = 

ist.     Da  ferner 


ist,  so  erhält  man: 


nA~5r+^'T^+-+^"^sirJ    n^-af +ftTM +-+R    ■ 


da 


4a 


«'  -   "St     ~  Uy,  ■ 

ap,  dij 

'er "     s?," 

Sq.  Sq„ 


dt 

rdll    ag,        dll    %  dH   dq^^' 

L  dqj    da          dq,^     da  dq^^    da  ^ 

[dq'            dq'^  dq'  1 

-r     aa  dH  äH       „1 

3   [P.  -ay--  +A  ^3^  +■  ■■+?,.     g--  -i?J 
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Differentiirt    man   nocli  einmal  nach  ß,    so  erhalt    man  einen  Ausdruck, 
in  welchem  man  a  und  ß  vertauschen  kann,    weil   es  erlaubt  ist,  die  Ordnung 
der   in  dem  zuletzt  stehenden  Ausdruck   erst  nach  a   und  dann  nach  ß  vorzu- 
nehmenden Differentiation  umzukehren.     Man  erhält  daher: 
„  r      8q  dg,  da    "l 


SaSt 
_    3(ß,  ß)    _ 


("■  ff  =  [^ 


was  zu  beweisen  wai-.  Da  die  Grössen  («,  ß)  die  Coeßicienten  der  Differential- 
quotienten  der  Elemente  in  dem  Ausdrucke  der  partiell  nach  den  Elementen 
genommenen  Differentialquotienten  der  Störungsfanction  Hi  sind  und  daher 
von  der  besondern  Wahl  der  Variabein  g^  nicht  abhängen  können,  so  folgt, 
dass  die  Grössen 

r  5^1    ßpj         8q^    dp^  dq^^   dp^^^  "1 

da     dß  da 

r  dp^    8q^         8p^    6q^  dp^^^  6q^^  1 

^ida    dß  "*""ö^"e^"'      ^^"ä^J 

unverändert  bleiben,  welche  Bestimmungsstücke  der  Punkte  des  Systems  man 
auch  als  die  Variabein  q^,  setzt,  wenn  nur  die  Elemente  dieselbe  Bedeutung 
behalten. 

Man  kann  den  Lagrange'schen  Satz   auch    auf  folgende  Art  ans  einer 
leicht    zu    beweisenden    identischen    Gleichung    ableiten.      Wenn    nämlich    die 
Functionen  ^^   und   q,,  irgend   drei    Variabele   a,  ß  und    t  enthalten  und   man 
sich  der  angegebenen  Bezeichnung  bedient,  so  wird  identisch: 
aia,ß)  3(ß,t)  d(t,a)     _ 

dt     ^     da    "^     e,^ 

Für  den  hier  betrachteten  Fall  sind  die  Grössen  q^  und  p^  solche  Functionen, 
dass  man  identisch  hat: 

a^j  dH        dp^  BR 

8t  dpf,  '        dt  8q^  ' 
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wenn  man  in  den  Ausdi'ücken  -^   ■  ,  — ^^ —  für    die    Grössen    ft    und    o.    ihre 
Werthe  in  t^  u,  ß  und  den  übrigen  Elementen  setzt.     Hierdurch  wird 


(^.o^^-t 

,  (',<■) 

dll 
~    So 

id 

daher 

ist 

für 

den  hier  betrachtete! 

Q  Fall 
Sft«)   . 

^  0 

aß     ■ 

wodurch  die  obi""e  identische  Gleichung  das  gesuchte  Resultat  giebt: 

Sind  et,  ß,  y  drei  beliebige  Elemente,  und  setzt  man  in  der  angeführten  iden- 
tischen Gleichung  y  statt  t,  so  sieht  man,  dass  je  drei  Ausdrücke  (/?,  y),  (y,  et), 
(«,  ß)  durch  die  Gleichung 

_S(ß,  Y)  . ,     d(r^  ")    ,    S(a,  ß)   _ 
"da  '   ^      8ß      ~^      dy 

verbunden  sind. 


§.  28.     Die  Poisson'schen  Störungsform  ein.     Der  Poissoo'sclie  Satz, 
Die    von  Poisson  gegebenen  Stömngsformeln  können  auch  für  den  all- 
gemeineren Fall,    wenn  H^   die  Grössen  ^,-  enthält,    folgendermassen    abgeleitet 
werden. 

Es  sei  durch  die  Integralgleichungen  der  ungestörten  Bewegung  das 
Element  a  durch  die  Grössen  q^.,  p^  und  durch  ^  ausgedrückt,  so  hat  man  ver- 
mittelst der  Differentialgleichungen  der  ungestörten  Bewegung,  indem  man  nach 
der  Zeit  differentürt: 

da     dq^         da     dq^  8a    dq^^ 

^  ^  'd^~dr'^~dq^~dt'~^      ^^7"är 

6a     dpj^         da     dp^  da    8p^^^         da 

'^~dp^~8r^~d^~dt   '     '""ä^'W""'   er 

^  _da_^S_      _d^dH_  da    dB 

r  da     du       _ö^^  8a    8H^        da     . 

L  öpj    ög,  dp„    dq^  6p^^   6q_^  J         öS 
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littelst  der  Differentialgl 

eicliungen  der  g 

;estörten 

i  Bewegung  erhält 

man 

da 
IT 

da 

dq^          da 

~dt    ^~e^ 

dq^                     da 

dt 

da 

dp^          da 

dp^                  da 

sp. 

dt 

-  + 

da 

ÖK 

a(ff+7f,)^  da 

d(H+HJ 

+  ■■ 

■-H 

Sa 
"3^ 

d{H+H,) 

Sp. 

"^ 

<%>, 

'   s,, 

Sp. 

rii 

8(1/+//,) 

So 

•-TS 

a(/f+/r,) 

+  ■■ 

■  + 

3« 

a(/f+s,)-| 

a« 

Lop, 

■     "S?,       " 

"a" 

und  daher,  wenn  man  die  vorstehende  Gleichung  abzieht: 

da            da    dff^         da    BH^  Öa    35, 

dt            Sq^    dp^          dq^    dp^  dq^    dp^^ 

■  da    QH^         5a    dH^  da    dll^  "i 

L  dp^    dq^         dp^    dq^  '8p^^    dq^^  J  ' 
Bezeichnet  ß  wieder  ein  Element,  und  dehnt  man  das  Siimmenzeichen  auf  alle 
Elemente  aus,  so  hat  man: 

55,  dH^    dß 


-u 


dp. 

~.^T^  dp,  • 

3//,    3/! 

id  daher, 

wenn  man 

da 
3,, 

dß 
dp, 

-.^ 

ai5 
ap. 

tzt: 

Idp, 

dß 

da 

-iiL+...+JfL 

3§2                        3Pn, 

3/1 

dß 

■  [«,/!] 


in  welcher  Formel  unter  dem  Siimmenzeichen  für  ß  nach  und  nach  alle  2m 
Elemente  zu  setzen  sind.  Diese  von  Pols  so  n  zuerst  aufgestellte  Grleichung 
giebt  direct  die  Diflferentialquotienten  der  veränderlichen  Elemente.  Sie  gilt, 
wie  wir  sehen,  auch  für  den  zuerst  von  Hamilton  betrachteten  allgemeineren 
Fall,    wenn  die  Störangsfunction  H,  auch    die  Grössen  p^  enthält;    nur  werden 
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gestörten  Problem  durch    t  und    die  Elemente  ausgedrückt  werden,   indem   die 
Terme  ■■■^  ^  nocli  hinzukommen. 
Da  die  G-leichungen 

durch  Elimination  aus  den  Lagrange'schen  Gleichungen 
an,  da 

-w  =  ^^"'»^ 

gefunden  werden  müssen ,  so  folgt  daraus ,  dass,  wenn  die  Coefficienten  («,  ß) 
blosse  Functionen  der  Elemente  ohne  t  sind,  dieses  auch  mit  den  Coefficienten 
\a,  ß\  der  Fall  sein  wird.  Ich  will  indessen  den  dsrecten  Beweis  hierfür,  da 
er  mehrere  lehrreiche  Formeln  enthält,  hier  wiederholen. 

Man  hat,  wenn  man  die  DiiFerentiationen  nach  t  auf  die  ungestörte  Be- 
wegung bezieht,  zufolge  der  Differentialgleichungen  dieser  Bewegung: 

dq^ät        1,1  L  dq^dq^,     Bpi^,         dqßp^,     dqy  J ' 
6'a  r     d~a        811  d  a        8H  "J 


-i[ 


dpi^di        f   L  dp^dq^i     dpy         8p^8p^,    dq^,  J  ' 
Dem   Index    k'    sind  hier  die  Werthe    1,  2,  ...,  m   zu  geben;   ich  habe   den- 
selben, mn  dadurch  anzuzeigen,  dass  nach  ihm  summirt  wird,  unter  dem  Sum- 
menzeichen ^  beigefügt.     Differentiirt  man  die  oben  gegebene  Gleichung 
0  =    5a       ^  r    a«      BS  8a      dH  1 

dt        tt  [  8q^,     dp^,  8p^,     dq^,  J 

pai'tiell    nach    q/,  und  nach  p^  und  zieht  die  dadurch  erhaltenen  Ausdi'ücke  von 
den  vorstehenden  beiden  Gleichungen  ab,  so  erhält  man: 
da 
^  B'h  ^.  \        8a        e^H  da        8'H    ] 


-ä- 


8q^,    dqf.8p^,  dp^,  dq,.dq^,  J 
8a 

JK_  =  t\~^—    ^'-^ a«  aV/  1 

dt              tr  L       dq^i     dp^dpi^,  dp^,  dp^q^.,  \ 
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Ich  multiplicire  die  erste  Gleichung,  mit  ^^,  die  zweite  mit-^— 

aufs  neae,  indem  icli  dem  Index  k  ebenfalls  die  Werthe  1,  2,  .  . .,  m  gebe. 
Wenn  man  dann  die  Differenz  der  aus  beiden  Gleichungen  erhaltenen  Doppel- 
sumraen  nimmt  und  darin  die  Indices  k  und  k'  vertauscht  (wodurch  sich  der 
"Werth  der  Doppelsummen  nicht  ändert,  weil  beide  Indices  über  dieselben 
Werthe  ausgedehnt  werden),  so  erhält  man  denselben  Ausdruck,  als  wenn  man 
unter  dem  doppelten  Summenzeichen  die  beiden  Elemente  or  und  ß  mit  ein- 
ander vertauscbt.     Es  wird  daher  auch  der  Ausdruck 


.[, 


8a  ö«   ' 


ungeändei't  bleiben,  wenn  ich  darin  ci  und  ß  vertausche,  oder  man  erhält: 


.[ 


da 
dß  "^^ 
6p^        dt 


da 

da 

dt 
oft 

r  Sa  .,  Sß  -[ 

\      Sß        Sp^  da        Bq,     I 


Der  Ausdruck  linker  Hand  ist  ein  genaues  Differential  des  Ausdrucks 

1  '  PJ         iL  3},    Sy,        Sp,    dq,  J  ' 
wodurch  sich  die  vorstehende  Gleichung  in  folgende  verwandelt: 


dja^ß} 


--  0, 


welche  zu  beweisen  war.  Man  kann  übrigens  auch  für  die  Grössen  [a,  ß] 
bemerken,  dass  ihre  Werthe  dieselben  bleiben,  welche  Bestimmungsstücke  dev 
Punkte  des  Systems  man  auch  für  die  Grössen  q^  annimmt,  wenn  nur  die  Be- 
deutung der  Elemente  sich  nicht  ändert.  Ich  bemerke  ferner  noch,  dass  so- 
wohl die  Lagrange'schen  als  die  Poisson'schen  Störungsformeln  ungeändert 
bleiben,  wenn  H  ausser  den  Grössen  g,-,  Pi  noch  t  explicite  enthält,  und  dass 
auch  für  diesen  Fall  die  Ausdrücke  (a,  ß)  und  [«,  ß\  blosse  Functionen  der 
Elemente  sind. 
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Wenn  das  System  ganz  frei  ist  und  man  für  die  Grössen  ^^  die  recht- 
winkligen Coordinaten  selber  nimmt,  so  wird  die  Grösse  p^,  je  naclidem  q^  die 
Werthe  x^,  y^,  z^  erhält,  die  Werthe  in-,x\,  tn^yl,  m^z'^  annehmen.  Es  verscliwin- 
den  für  diesen  Fall  die  G-rössen 

^PMi>  .' 
und  die  Grössen 

erhalten  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  wenn  k  =  k'  ist,  und 
zwar  den  Werth  - — .  Man  erhält  daher  aus  den  obigen  Formeln  für  ein 
freies  System  die  merkwürdigen  Gleichungen: 


6a 

da 

welche  bereits  Lagrange  angemerkt  hat.  Man  sieht  aus  diesen  Formeln,  dass 
jedes  Integral  (d.  h.  ein  Ausdruck  von  t  und  den  &n  Grössen  x^,  y^,  z^,  x[,  y\,  z\, 
welcher  einer  willkürlichen  Constante  gleich  wird,  ohne  dass  der  Ausdruck 
selber  noch  andere  willkürliche  Constanten  enthält),  wenn  es  eine  Coordlnate  ent- 
hält, auch  ihren  nach  der  Zeit  genommenen  Differentialquotienten  enthalten  muss, 
und  dass  umgekehrt,  wenn  der  nach  der  Zeit  genommene  Differentialquotient 
einer  Coordinate  gar  nicht  oder  bloss  linear,  mit  einer  Constante  multiplicirt, 
in  dem  Integral  vorkommt,  auch  die  entsprechende  Coordinate  in  dem  Integral 
nicht  vorkommen  wird. 

Ich    bemerke    noch ,    dass ,    wenn    der    Satz    der    lebendigen  Kraft    gilt, 

immer  auch  ---  eine  blosse  Function    der  Elemente   ist.     Denn   man  erhält  in 

öt 
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diesem  Falle  Sm^l  Gleichungen  mit  2m  —  1  willkürlichen  Constanten  zwischen 
den  2m  Grössen  qi,,  p^,  ohne  t,  und  durch  eine  2m"  Gleichung  t-ht,  wo  r 
die  2m"  willkürliche  Constante  ist,  durch  die  Grössen  q^,  p^  ausgedrückt.  "Wenn 
daher  a   eine  jener  2m  —  1  willkürlichen  Constanten  ist,   wird  -^—  =  0,    und 

nur,  wenn  « ^  t,  wird  -^—  =  -^1,  Es  wird  daher  auch,  wenn  «  irgend 
eine  Function  aller  willkürlichen  Constanten  ist, 

8a    __    ö«    ör    __         da 

oder  ebenTails  einer  Constante  gleich. 

§.  29.     Aüdorcr  Beweis  des  Poisson'schen  Satzes,     Wie  aus  zwei  Integralen  der 

dynamischen  Gleichungen  weitere  geftmden  werden. 

Ich  will  auch  für   den  Satz,    dass  der  Ausdruck  [«,/?]  sich  bloss  durch 

die    Elemente    ohne    die    Zeit    t    darstellen    lasse,    den  Beweis    noch    auf    eine 

andere  Art   ableiten ,    indem    ich  wieder   von   einer   rein  identischen   Gleichung 

ausgehe. 

Es  seien  «,  j3,  y  irgend  drei  Functionen  der  Grössen  q^,  q^,  ...,  q„^ 
und  der  Grössen  p-,,  p^,  . .  .,  p„^.  Man  setze  wieder,  wenn  s,  'C  zwei  Func- 
tionen dieser  Grössen  sind, 

[e  n  =  5e    dc       ds    ac    dB    ac 

es öC____öe d^_     __Se 3£_ 

Nach  dieser  Bezeichnung  sei 

[Al-]  =  A,     b,«]  =  B,    [«,!?]  =  r, 
dann   ist 

[Ä,«]-t-[B,i3]+[r,j-]  =  0. 
Indem    ich    den    leicht    zu    ergänzenden    Beweis    dieser    identischen    Gleichung 
Übergehe,  will  ich  bloss  zeigen,  wie  daraus  der  zu  beweisende  Satz  folgt. 

Es  seien  nämhch  a  und  /?  solche  Functionen  der  Grössen  ^i,  g^,  .  .  .,  5,,,, 
Pi,  Pi,  ■  ■  ■,  Pn.  niid  der  Zeit  t,  welche  vermittelst  der  Integralgleichungen  des 
ungestörten  Problems  einer  willkürlichen  Constante  gleich  werden,  so  müssen 
die  Gleichungen 
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dt  dt 

identiscli  erfüllt  werrlen,    wenn   man  darin   die  Differentialgleichungen   des  Pro- 
blems, d.  h.  die  Werthe 

dq.    _    6//         dp.  BR 

dt            dp.  '       dt  '    8q.  ' 

substituirt.     Dies  giebt  die  identischen  Gleichungen: 

oder,  wenn  man 

\ß,JJ]  -A,     K<.]  =  B 
setzt,  die  Gleichungen: 

^  ~      at  ■   "  -  at  ■ 

Wenn  man  daher  in  der  oben  aufgestellten  identischen  Gleichung 

[A,o]  +  [B,/)]+[r,)']  =  0 
die  Function  H  für  ;'  setzt,  so  verwandelt  sie  sich  in  die  Gleichung: 

r    ^ 


dt   'II  8t 


i-[r,fi]  = 


Man  hat  aber: 


hur-  '\  +  Vsr'  "J  -  b-'  "J  +  h  ist\  =    ar^  -  -w 

und  daher  gilt  die  identische  Gleichung: 

Der  Ausdruck  links  wird  dem  Ausdrucke  —1—  gleich,  wenn  man  dai-in  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  Problems  substituirt,  und  daher  F  selbst  vermittelst  der 
Integralgleichungen  des  Problems  eine  Constante,  was  zu  beweisen  war. 

Wie  grossen  Werth  auch  immer  Alle,  welche  sich  mit  analytischer 
Mechanik  beschäftigen,  aufPoisson's  Arbeit  über  die  Variation  der  Constanten 
in  den  Problemen  der  Mechanik  gelegt  haben,  so  scheint  mir  noch  Niemand 
die  wahre    und  merkwürdige  Bedeutung    des  Satzes,    dass  \a,  ß\  sich  durch  die 
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Elemente  ohne  t  ausdrücken  lässt,  gehörig  hervorgehoben  zu  haben.  In  den 
Anwendungen,  welche  Poisson  selbst  von  seinen  Formeln  auf  die  elliptische 
Bewegung  eines  Planeten  und  auf  die  Rotation  eines  festen  Körpers  um  einen 
seiner  Punkte  gemacht  hat,  wurden  von  ihm  solche  Elemente  «,  ß  gewählt, 
für  welche  fast  immer  der  Ausdruck  [«,/?]  eine  bestimmte  Grösse,  z.B.  -1-1 
oder  — 1  oder  0  wurde,  und  der  Zweck,  welchen  man  sich  vorgesetzt  hatte, 
machte  eine  solche  Wahl  sehr  wünsehenswerth.  Dies  ist  aber  nur  ein  be- 
sonderer Fall  und  gewlssermassen  ein  Ausnahmefall.  Im  Allgemeinen  wird 
der  Ausdruck  [«,  ß\  eine  Function  von  den  Grössen  q^  und  jpi  und  der  Zeit  t 
sein,  welche  sich  auf  keine  "Weise  durch  die  Functionen  a  und  ß  ausdrücken 
lässt.     Man  hat  also  im  Allgemeinen  das  merkwürdige  Theorem: 

..,  Wenn  H  irgend  eine  Function  von  t  und  den  Grossen  q^,  q^.  .  . .,  q,„, 
p,,  pi,  . . .,  p„,  ist,  und  man  von  den  Differentialgleichungen 

dq,  eil  dq^  dll  dq^  BH 

dt  dp^  '        dt  dp^  '     "  ■  ■'        i^t  dp^^  ' 

dp^  dH         dp^  dR  dp^  SH 

dt  dq^  '        dt  dq^  '     '  '  ''        dt  dq^^^ 

zwei  Integrale  kennt,  so  kann  man  daraus  dtirch   blosse  partielle  Differen- 
tiation ein  drittes  ableiten." 
Hieraus  folgt  der  Satz: 

„  Wenn  maii  von  einem  Problem  der  Mechanik,  in  welchem  der  Satz 
von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  noch  zwei  Integrale  kennt,  so  kann  man 
daraus  durch  blosse  partielle  Differentiation  ein  drittes  ableiten.'^ 

Der  vorige  Satz  ist  aber  auch  noch  auf  mechanische  Probleme  anwend- 
bar, in  welchen  der  Satz  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  nicht  gilt. 

Es  hindert  nichts,  das  gefundene  dritte  Integral  mit  einem  der  beiden 
gegebenen  zu  combiniren,  iirn  nach  derselben  Regel  ein  viertes  abzuleiten. 
Wenn  dieses  nicht  bereits  in  den  gefundenen  Integralen  enthalten  ist,  kann 
man  so  fortfahren,  und  es  können  auf  diese  Weise  bei  jedem  Problem  der 
Mechanik,  in  welchem  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  aus  zioei  In- 
tegralen sdmmtliche  übrige  durch  blosse  partielle  Differentiation  nach  einer  be- 
stimmten Regel  abgeleitet  werden. 
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§.  30.     Einfachste  Störuagsformeln  für  ein  System  canonischer  Elemente. 
Da  nach   dem  Obigen   die   mit  (a,  ß)  und  [«,  0]  bezeichneten  Ausdrücke 
nur    von    den   a,  ß  abhängen,    so   kann  man  in   den    Grössen  q^,  p^.  der    Ver- 
änderlichen t  jeden  beliebigen  Werth  beilegen.     Man  hat  also  auch 

'da.    df'^~d^^f~^      ^^e^^df 
~\df^d^~^  dß    da  ""      ^~d~ß    e^/' 

da     dß  6a     dß  aa      dß 

["'^]  =  ~'ä^'8\'^~6i^~db^^  ~^~^ 

(  da    _dß ,_da^^dß_  da      dß  \ 

\db^  de,  ~^  db^   dc^  "^      '"  e6„,  de^J' 

■wenn  wieder  c^,  b^  die  zu  ( =  0  gehörigen  Werthe  von  q^,  Pi,  bedeuten. 

Nimmt  man  die  Grössen    C),  und  b/,  selber  zu  Elementen,   so  folgt  hier- 
aus, wenn  i  und  k  verschieden  sind, 

(«„«.)  =  0,     [«„S.]  =  0; 
dagegen  ergiebt  sich,  wenn  k  =  i  ist, 

Cc„t,)  =  -(6„o,)=l, 
K  »,]  =  -P„  <■,]  =  !■ 
Es  folgen  dalier  aas  jeder  der  beiden  (xieichungen 
dH,  da 

da  dll 

für  diese'  Annahme  der  Elemente  die  einfachen  Gleichungen,  welche  ich  bereits 
oben  mitgetheilt  habe: 

dt     ^    8b^  '     llt"  ^  ~  &c^  ' 
dB,_  SJ,         di,  a//, 

dt  db^  '        dt  dc^   ' 

*.        äff,      <a,.  SB, 

dt    °°°  'WT''    TT  ™       aP' 
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Nimmt  man  bei  einem  freien  System  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
för  die  Grössen  q,,  und  nennt  wieder  ßj,  b,,  c^,  a\,  h\,  c'i  die  Anfangswerthe 
von  Xj,  y^,  Zi,  x],  y[,  z\,  so  verwandeln  sich  die  vorstehenden  Grleichungen  in 
folgende: 

da^  dll^  da'.  dH^ 

'    dt  8a'.  '        '    dt  3a.   ' 

db.         dH^  dV.  aii^ 

'^'~dr  ^  ~d6[~'     '^'~dr   ""         db7' 

de,  eiT,  de'.  Öi/j 

'    dt  de'.    '        '    dt  de. 

Diese  von  Lagrange  in  der  M^canique  Analytique  gegebenen  Gleichungen  gelten 
daher  auch  für  den  Fall,  wenn  die  Störungsfunction  H^  auch  die  Grössen  p^ 
oder  x'i,  y",,  z\  enthält. 

Setzt  man  in  B^,  welches  man  vermittelst  der  Formeln  der  ungestörten 
Bewegung  durch  die  Elemente  6,,  \,  . .  .,  ^,„,  c,,  c^,  ...,  c,„  auszudrücken 
hat,  für  &!,  &3,  .  .  .,  h„  die  Ausdrucke 

BW       dW  dW_ 

de^  '       öc^   '     ■  ■  ■ '      Qc^  ' 

SO  findet  man  nach  dem  Theorem  VI  die  Elemente  als  Functionen  der  Zeit 
durch  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 

Ist  nämlich  IT  eine  vollständige  Lösung  dieser  Gleichung  mit  m  will- 
kürlichen Constanten  «i,  a^,  ...,  «,„,  zu  welchen  eine  mit  W  durch  blosse 
Addition  verbundene  nicht  gerechnet  wird,  so  sind  die  Gleichungen: 

dw__,      ^w;  _  dw  _ 

9c^    ""    1'       <3c^    ~~    ^'      ■  ■  ■'      de^  "'' 

in  welchen  /?,,  /?ä,  ,  ,  .,  /?„,  neue  willkürliche  Constanten  sind,  die  Integral- 
gleichungen für  die  veränderlichen  Elemente. 
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§.  31.  Die  Störungsformeln  für  die  Pkneteubewegung. 
In  der  Theorie  der  Störung  der  elliptischen  Bewegung  der  Planeten 
haben  die  bekannten  Differentialgleichungen  für  die  sechs  Elemente  beinahe 
eben  dieselbe  einfache  Form,  welche  oben  näher  bezeichnet  ist.  Hamilton 
führt  sie  genau  auf  diese  Form  zurück,  indem  er  statt  der  Neigung  den  Sinus 
versus  der  Neigung,  multiplicirt  mit  der  Quadratwurzel  aus  dem  halben  Para- 
meter, als  Element  einführt.     Nennt  man  nämlich  mit  Hamilton 

M  die  Masse  der  Sonne, 
m  die  Masse  des  Planeten, 
w  die  Länge  des  Perihels, 

V  die  Länge  des  aufeteigenden  Knotens, 

T  die  Durchgangszeit  durch  das  Perihel; 
setzt  man  ferner 

'*  = 2^' 

;:  =  yM+m  "|/p  (1— cos/), 

wo  a,  p,  i  die  halbe  grosse  Axc,  den  halben  Parameter  und  die  Neigung 
der  Ebene  der  Bahn  gegen  eine  feste  Ebene  bedeuten,  so  giebt  Hamilton  die 
folgenden  Formeln,  welche  sich  leicht  aus  den  bekannten  ableiten  lassen: 


*■ 

Sä 

dp. 

da 

dt 

d,r 

dt 

dr 

dt 

dw 

dt 

SB 

dt 

-  ar- 

dX 
dt 

dB 

Diese  Gleichungen  haben  genau  jene  canonische  Form.  Sie  gelten  auch  un- 
verändert für  jedes  beliebige  Änziehungsg^etz ,  wie  Hamilton  bemerkt,  wenn 
man    ,it    den    Constanten  Theil    des  halben   Quadrats    der  Geschwindigkeit  und 

K  die  doppelte  Arealgeschwindigkeit  bedeuten  lässt  und  ■ — ■    wieder    dem   Sinus 

versus  der  Neigung  der  Bahn  gleich  setzt.  Die  Störungsfunction  Sl  ist  hier 
in  dem  gewöhnlichen  Sinne  genommen,  so  dass 

V.  45 
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^■:- =  -«-'-. 

dt  ■>' 

dt'^  r    ' 


WO  R  durch   das  Gesetz   der  Anziehung  als  Function    der  Entfernung  gegeben 
ist,  die  Differentialgleichungen  der  ungestörten  Bewegung  und 


dt  r         dy 

dt^  r         dz 

die  Diflerentialgleieiiungen  der  gestörten  Bewegung  sind.  Für  die  elliptiaehe 
Bewegung  um  die  Sonne,  auf  welche  sich  die  obige  Bedeutung  der  Elemente 
bezieht,  ist 

zu  setzen. 

Zufolge  des  Theorems  VI  kann  man  die  Integralgleichungen  für  die  ge- 
störten Elemente  unmittelbar  angeben,  wenn  man  eine  vollständige  Lösung  der 
partiellen  Differentialgleichung 

kennt,  in  welcher  für  die  Grössen  ^,  lo,  X,  welche  in  i2  vorkommen,  zu 
setzen  ist 

_   dW  _   ö'W        .  _   oW 

^^  —   dl-  '    ''"  ^    dx  '    ^■~   dv  ■ 

Wenn  W  ausser  einer  bloss  hinzuaddirten  Constante  noch  die  drei  willkür- 
lichen Gonstanten  a,  ß,  y  enthält,  so  werden  die  sechs  Elemente  als  Functionen 
der  Zeit  durch  die  Gleichungen 
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_  BW        _  dTv        _  aw_ 

i"-  ~  dz  •    "  ~  e,  '  Bv  ' 

aw     „,      aw      ,      aw 

bestimmt,  in  welchen  «',  ß' ,  y'  drei  neue  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

|.  32.  Uebei'gang  von  einem  System  canonischer  Elemente  zu  einem  anderen. 
"Wenn  man  die  Anfangswerthe  der  Grrössen  p  und  q  als  Elemente  wählt, 
so  erhalten,  wie  wir  gesehen  haben,  in  der  gestörten  Bewegung  die  Differential- 
gleichungen fllr  diese  Elemente  in  allen  Problemen  der  Mechanik,  in  denen  der 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  die  einfache  Form,  die  ich  die  canonische  ge- 
nannt habe.  Aber  diese  Form,  so  sehen  wir  aus  dem  Vorigen,  erhält  man  nach 
den  Entwickelungen  des  §.31  bei  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  auch 
für  ein  ganz  anderes,  wesentlich  verschiedenes  System  von  Elementen;  denn 
unter  den  sechs  Elementen  r,  x,  v,  fi,  w,  X  ist  keines,  welches  sich  allein 
durch  die  Anfangswerthe  der  Coordinaten  des  Planeten  ausdrücken  oder  als 
Anfangswerth  einer  Grösse  q  betrachten  Hesse.  Da  also  die  Anfangswerthe 
der  Grössen  q  und  p  nicht  das  einzige  System  von  Elementen  bilden,  deren 
Differentialgleichungen  die  canonische  Foi-m  haben,  so  bietet  sich  die  Frage 
dar,  wie  man  für  jedes  Problem  der  Mechanik,  für  welches  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft  gUt,  alle  solche  Systeme  von  Elementen  finden  könne.  Diese 
Frage,  welche  nach  den  bekannten  Methoden  schwer  zu  beantworten  sein  dürfte, 
wird  durch  die  Verallgemeinerung  des  Hamilton'schen  Theorems,  die  in  dem 
Theorem  VI  enthalten  ist,  leicht  erledigt.  Man  hat  nämlich  das  folgende  allge- 
meine Theorem,  welches  als  ein  Fundamentaltheorem  in  der  Theorie  der  Va- 
riation der  Constanten  betrachtet  werden  kann. 


Theorem  IX. 

„Es    sei   H   eine    Function    von    t   und    den    Grössen 

%, 

.  ..,  q^,  und  es  seien 

dq^            dH          dp^                  dH 

dt     ~^    dp^   '        dt      ~  ~'   dq^    ' 

dq^           dH          dp^                dH 

dt    ~  "Sp^  '     '^W  ~         dq^ ' 

(??,„           dH         dp^               dH 

dt    ~  öp^'     ~dt'  ^  ""3g^ 
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die  Differentialgleichungen  des  ungestörten  Problems,  aiis  denen  die  Differential- 
gleichungen des  gestörten  erhalten  werden,  wenn  man  H-hHi  statt  H  schreibt, 
wo  Hl  eine  beliebige  Function  der  2m  Grössen  q^  und  p^  und  der  Grösse  t  sei. 
Es  sei  W  eine  vollständige  Lösung  der  •partiellen  Differentialgleichung 

in  welcher  die  G}-össen  p^,  p^,  .  ..,  p^,   die  in  H  vorkommen,  respective  durch 

dW       dW  dW  ,  ■  j       nf  j- 

-?; — ,     -p: — -f: —  ZU  ersßtzen  sind.     Man  nenne  a.,  or.,,  ....  a,,.   dte  m 

willkürlichen  Constanten,  die  ausser  einer  bloss  hinzu  zu  addirenden  die  Function 
W  enthält,  und  es  seien 

dW        ^       dW        ^  dW 

die  Integralgleichungen  des  ungestörten  Problems,  in  welchen  ß^,  ß^,  ...,  ß^  neue 
m  willkürliche  Constanien  sind.     Drückt  man  vermittelst  dieser  Gleichungen  und 


dW  dw  dw 

^=^"    -öffV^-^^'    ■■■'     0^=^^'" 

die  Störungsfunction  H-^  durch  t  und  durch  die  Elemente  «i,  «b,  .  .  .,  a^, 
ßi,  ßi,  . . .,  ß^  aus  und  betrachtet  in  dem  gestörten  Problem  diese  Elemente  als 
veränderlich,   so  werden  die  Differentialgleichungen  für  diese  gestörten  Elemente 

da,  dH,         dß^    _   ÖE^ 

dt     ~         ö^'     ""ä  da^  ' 

da,  dH^         dß^  ö^^ 

dt     ^  ^  eß^  '     ~W  ^    da^  ' 


ÖH^         dß^^^  5//, 

"dßZ'    ~dr  ^  ~e^' 


In  der  Hamilton'schen  Darstellung  der  Integralgleichungen  des  unge- 
störten Problems  müssen  die  Constanten  a,,  a^,  . .  .,  ß,„  die  Anfangswerthe 
der  Grössen  q^,  q^,  .  .  .,  q,„  sein,  und  die  Constanten  ßi,  ß^,  . . .,  ß„,  die  An- 
fangswerthe der  Grössen  p^,  p^,  .  . .,  p,^,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  ge- 
nommen. Das  Theorem  IX  giebt  für  diesen  Fall  nur  die  bekannten  Formeln, 
welche  oben  mitgetheilt  sind,  in  welchen  die  Anfangswerthe  der  Grössen  q^,  p^ 
als  die  gestörten  Elemente  betrachtet  werden. 
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Den  Beweis  dieses  für  die  Theorie  der  Vai-iation  der  Constanten  wich- 
tigen Theorems  geben  folgende'  einfache  Beti'achtungen.  Man  schHesse  die 
partiellen  DifFerentialqaotienten  von  W,  wenn  dasselbe  als  Function  von  t  und 
den  2ni  Constanten  «i,  ß^,  . . .,  «^,  ßi,  ß^,  . . .,  ß^  betrachtet  wird,  in  Klam- 
mern ein,  lasse  dagegen,  wie  früher,  die  Klammern  fort,  wenn  W  als  Func- 
tion von  t,  den  m  Grössen  5,,  q^,  .  .  .,  5^  und  den  m  Grössen  «1,  «j,  . .  .,  ß„, 
betrachtet  wird.     Man  hat  nach  dieser  Bezeichnung: 

rSW\  dW  8q^         dw  dq^  dw   Ög„,        dw 

\  öcj,  /  dq^    6a^         dq^    da^  dq^    ö%         öKj.  ' 

fdW\      aw  6q,      dw  dq^  dw  ö^,, 

oder  zufolge  der  Integralgleichungen  des  ungestörten  Problems,  welche  in  un- 
veränderter Form  auch  für  das  gestörte  Problem  gelten  sollen,  nur  daae  darin 
die  Elemente  als  vai-iabel  betrachtet  werden: 

/dW\  Bq^  %,  dq^ 

(dW\  dq^  3q^  dq^^ 

Wenn  a,  ß  irgend  zwei  von  den  2m  willkürlichen  Constanten  bedeuten, 
so  setzten  wir  oben: 


( 

:«■« 

33, 

'aß 

+  - 

dq,  ap, 

da     aß 

H h 

aa 

iip. 

3ß 

aß 

+  ■ 

apu    dq^ 
3a     dß 

H h 

8p.. 

81,. 

a(p, 

5« 

■■+?,. 

8'1,.\ 

dß 

s(?, 

% 
TE 

■■+?. 

aß  ) 

3a 

man  dahei 

■  die 

drei  Annaliraen 

a  = 

■  "< 

.     />=  ". 

, 

0  = 

--, 

,     ß  =  ß, 

, 

a  = 

-■ß. 

.     ß=ß. 
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SO  erhält  man  aus  den  vorstehenden  Formeln  diesen  Annahmen  entsprechend, 
da  die  ans  der  zweifachen  Differentiation  von  W  herrührenden  Terme  sich  auf- 
heben,  wenn  die  Elemente  «;  und  /?;  die  in  dem   Theorem  XX  angegebene  Be- 


ferner,  wenn  i  und  k  verschieden  sind, 

wenn  aber  k  =  i. 

Wenn  daher  /?=«,,  so  verschwindet  {a,  (f)  nur  dann  nicht,  wenn  «  =  /;/;, 
und  wenn  /?=/?;,  so  verschwindet  («,/?)  nur  dann  nicht,  wenn  «  =  «.;  und 
es  erhält  im  ersteren  Falle  (a,  ß)  den  Werth  -hl,  im  zweiten  den  Werth  — 1. 
Die  allgemeine  Lagrange'sche  Formel 

dB,  da 

in  welcher  unter  dem  Suramenzeichen  für  a  nach  und  nach  sämmtliche  2m 
Elemente  zu  setzen  sind,  giebt  daher; 

dH^   _    dß.  dB^  da. 

da.    ^  ^  dt~'       dß.    ^         df~ ' 
was  zu  beweisen  war. 

Da  man  nach  den  Poisson'seben  Formeln  auch  die  Gleichungen  hat: 
da  dK 

wenn  man  unter  dem  Summenzeichen  für  ß  nach  und  nach  alle  2m  Elemente 
setzt,  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen,  dass,  wenn  man  für  die  Ele- 
mente die  in  dem  Theorem  IX  angegebenen  willkürlichen  Constanten  «,,  «3,  . . . ,  a„, 
und  ßi,  y?2,  .  . .,  ß„  annimmt,  man  die  identischen  Gleichungen  hat: 

ferner,  wenn  i  und  k  verschieden  sind, 

[«„|5.]  =  0, 
w&fm  aber  k  =  i, 

[«„ft]  =  -[>3„«,]  =  -l. 
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Diese  allgemeinen  Formeln  sind  von  grosser  "Wichtigkeit  sowohl  für  die 
Theorie  der  Variation  der  Constanten,  welche  dazu  die  Veranlassung  gab,  als 
für  die  Integration  der  Differentialgleichungen  des  ungestörten  Problems  selber. 
ich  werde  im  Folgenden  ein  System  von  Elementen ,  wie  das  im  vor- 
stehenden Theorem  angegebene,  ein  canomsches  nennen. 

§.  33.     Eigenschaften   der  Ausdrücke  {a^,a^],  (a.^a^).     Bestimmung   einer  StÖrungsfunetioa, 
welche  beliebig  gegebene  Aenderungcü  der  Elemente  liefert. 
Die  Poisson'schen  Functionen 

[<•„<■.], 

in  welchen  a^,  %  irgend  zwei  Elemente  oder  willkürliche  Gonstanten  bedeuten, 
haben  die  doppelte  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  sie  1)  von  der  "Wahl  der 
Variabein  q.^,  q^,  . . .,  q,^  oder  der  Bestimmungsstücke  der  Orte  der  materiellen 
Punkte  unabhängig  sind,  und  dass  sie  2)  bloss  von  den  beiden  Elementen  «; 
und  öj  selber  abhängen,  so  dass  der  Wei-th  des  Ausdrucks  [«;,  %]  derselbe 
bleibt,  welches  auch  die  willkürlichen  Constanten  sind,  die  man  zu  den  übrigen 
Elementen  gewählt  hat.  Die  erste  dieser  Eigenschaften  lässt  sich  durch  folgende 
Betrachtungen  erweisen. 

In  der  Form  der  Poisson'schen  StörLingsformeln  werden  die  Differen- 
tialquotienten der  veränderlichen  Elemente  gleich  linearen  AusdrtScken  aus  den 
nach   ihnen   genommenen    partiellen  Differentiaiquotienten  der  Störungsfunction 

//, ,    und   die  Function  la,,  a,.']  ist  der   Coefiicient  von     .,  ^    in  dem  Ausdrucke 

von  — j^.  Um  diese  partiellen  Differentialquotienten  zu  bilden,  muss  man  H^ 
durch  die  Elemente  und  t  ausdrücken,  und  dieser  Ausdruck  ist  gänzlich  davon 
unabhängig,  welche  Functionen  der  Goordinaten  der  bewegten  materiellen  Punkte 
man  als  die  Variabein  q^,  q^,  .  .  .,  q,,.,  gewählt  hat.  Die  Störungsfunction  ^i 
kann  ferner  in  derjenigen  Aligemeinheit,  welche  Hamilton  den  Störungsformeln 
gegeben  hat,  und  in  welcher  ich  sie  oben  aufgestellt  habe,  eine  beliebige  Func- 
tion von  f.  und  den  2m  Grössen  q-i,  q^,  . . .,  q„„  pi,  p^,  . .  .,  p„,  sein,  sie  wird 
daher  auch  eine  beliebige  Function  von  t  und  den  2m  Elementen  sein  können; 
die  Functionen  [a^,  «j]  endlich  sind  gänzlich  von  der  Störungsfunction  unab- 
hängig und  werden  bloss  durch  die  Formeln  der  ungestörten  Bewegung  be- 
stimmt.    Hat   man  nun  für  eine  Wahl  der  Variabein  q,,  q.2,  .  .  .,  q„,  gefunden: 
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(Jo, 

6-H"i 

+  A. 

^+-+A 

i  für 

eine  andere  "Wahi: 

^--.; 

3-Ö,- 

+  -:'  +  Si 

aa, 

wird 

iA 

Sff, 

,--B, 

)^ 

-+■ 

■■+(^«- 

■B,..)j 

aif, 

wo  ^1,  ^4^,  ...,  j42nn  -^i«  -^sj  ■  ■ -!  ^3».  Functionen  von  t  und  den  Elementen 
a,,  «2,  . .  .,  Ö2m  sind.  Da  in  dieser  Gleichung  //,  eine  beliebige  Function  der- 
selben Grössen  sein  kann,  so  muss  man  haben : 

^,  =  B^,    A^  =  Ö^,    .  .  .,    A,^  =  B^^- 

und  da  A^,  A.^,  ...,  ^g„.,  ß,,  B^,  .  .  .,  ß^,,,  bloss  durch  die  Formeln  der  un- 
gestörten Bewegung  bestimmt  werden  und  die  Formeln  der  ungestörten  Be- 
wegung keine  Gleichung  zwischen  «j,  a^,  .  .  .,  a^,^,  t,  d.  h.  zwischen  den 
willkürliclien  Constanten  und  der  Zeit  ergeben,  so  müssen  diese  Gleichungen 
identisch  sein,  oder  die  Coefficienten  A^,  A^,  .  .  .,  A^y^  sind  von  der  Wahl 
der  Variabein  q,^,  q^,  . . .,  q„,  unabhängig,  was  zu  beweisen  war.  Icli  habe 
zu  diesem  Beweise  den  Umstand  nicht  benutzt,  dass  die  Coefficienten 
Aj,  A2,  . .  .,  A,^^  von  t  unabhängig  sind. 

Die  zweite  Eigenschaft  der  Functionen  [«;,«(.]  folgt  unmittelbar  aus  der 
Gleichung 

6a.     ööj,  da.     oüi^  8a.     da^ 

da^    da^         da^    9a^  da.    da^ 

6p^    dq^         dp^    dq^  dp^^    dq^^ 

Denn  diese  Gleichung  lehrt,  dass,  um  den  Ausdruck  [«,,  a^]  zu  er- 
halten, man  bloss  die  Ausdrücke  von  a^  und  G/,  durch  t,  q^,  q^,  .  .  .,  q^, 
Pii  P'ii  ■  ■  ■)  pm  zu  kennen  braucht,  also  nur  zwei  Integrale  der  ungestörten 
Bewegung,  Man  braucht  also  nicht  zu  wissen,  welche  Combinationen  aus  den 
willkürlichen  Constanten  für  die  übrigen  Elemente  gewählt  sind,  oder  welche 
der  Functionen  von  t,  q,,.q3,  •  ■  ■,  q„„  Pi>  P^t  ■■■>Pmy  <^'ß  zufolge  der  Inte- 
gralgleichungen  des  ungestörten  Probleins  willkürliclien  Constanten  gleich  sind, 
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als  die  übrigen  2m — 2  der  Grössen  üi,  a^,  . . .,  a^^  angenommen  werden.  Man 
braucht  sogar,  wie  die  Natur  der  angegebenen  Formel  lehrt,  die  übrigen  In- 
tegrale des  ungestörten  Problems  gar  nicht  einmal  gefunden  zu  haben,  um 
den  "Werth  von  [a,.,  a^]  angeben  zu  können.  Nur  wenn  man  diesen  Werth 
durch  die  willkürlichen  Constanten  allein  ausdrücken  will,  was,  wie  oben  ge- 
zeigt worden,  immer  möglich  ist,  muss  man  auch  noch  andere  Integrale  kennen. 
Hierbei  kann  man  Folgendes  festhalten.  Kennt  man  eine  gewisse  Anzahl 
von  Integralen,  welche  eine  gleiche  Anzahl  willkürlicher  Constanten  entlialten, 
so  kann  man  die  Grösse  [«,-,  Ot]  entweder  vermittelst  dieser  Integrale  durch 
die  in  letzteren  enthaltenen  Constanten  ausdrücken,  oder,  falls  dieses  nicht 
möglich  ist,  einer  neuen  willkürlichen  Oonstante  gleich  setzen.  In  diesem 
Falle  erhält  man  also  ein  weiteres  Integral,  dessen  Constante  als  ein  neues 
Element  anzusehen  ist. 

Die  Lagrange'schen  Functionen  (a,-,  a^)  haben  mit  den  Poisson'schen 
Functionen  die  erste  der  beiden  genannten  Eigenschaften  gemein,  dass  sie 
ihren  Werth  nicht  ändern,  welche  Functionen  der  Coordinaten  man  auch  als 
die  unabhängigen  Variabein  q^,  q^,  .  .  .,  q^  angenommen  hat.  Man  könnte 
dies  daraus  folgern,  dass  die  Lagrange'schen  und  Poisson'schen  Störungs- 
formeln aus  einander  vermittelst  der  Auflösung  von  2m  linearen  Gleichungen 
erhalten  werden  können,  und  man  also  die  Functionen  («;,  a^)  und  die  Func- 
tionen [ö,-,  %]  immer  durch  einander  ausdrücken  kann;  denn  es  ergiebt  sich 
hieraus ,  dass ,  wenn  die  Werthe  der  einen  von  der  Wahl  der  Variabein 
^1,  §3,  .  . .,  5„,  unabhängig  sind,  dies  auch  mit  den  anderen  der  Fall  sein  muss. 
Um  jedoch  auch  für  die  Lagrange'schen  Functionen  diese  Eigenschaft  direet 
zu  beweisen,  bemerke  ich',  da^s  es  .nicht  möglich  ist,  für  zwei  verschiedene 
Annahmen  der  Variabein  q^,  q^,  .  .  .,  q„,  zwei  verschiedene  Störungsgleichungen 
5//j  da^  da^  da^ 

da.  'dt  ''dt  ^"'     dt 

zu  erhalten.  Denn  könnten  die  Grössen  Cj,  C^,  .  .  .,  C^^  von  den  Grössen 
Dl,  D5,  . .  .,  Am  verschieden  sein,  so  würde  man  die  Differentialgleichung  haben: 

{C^~-D^)da^+{a  —  D.;)da.^-\ h(6;„— 2)3,Jrfßj„,  =  0, 

in  welcher  C\  —  D,,  C^^D^  etc.  Functionen  von  den  Elementen  a,,  a^,  .  ..,  %^ 
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und  von  t  sind,  die  bloss  durch  die  Gleichungen  des  ungestörten  Problems 
bestimmt  sind.  In  der  oben  gegebenen  Ableitung  der  Störungsgleichungen ,  in 
welchen  die  Störungsfunction  H^  jede  beliebige  Function  von  t,  q^,  q^,  .  .  .,  q„„ 
p,,  Pi,  ...,  p^  sein  konnte,  wurde  aber  keine  Annahme  gemacht,  welche  auf 
eine  Differentialgleichung  zwischen  den  Elementen  und  der  Zeit  führen  könnte, 
die  von  der  Störungsfunction  unabhängig  ist.  Auch  kann  man  die  Störungs- 
function hei  der  Allgemeinheit,  in  welcher  sie  hier  genommen  wird,  leicht  so  be- 
stimmen, dass  die  veränderlichen  Eleme^ite  irgend  loelche  Functionen  dei"  Zeit 
werden,  die  der  vorstehenden  Gleichung  nicht  genügen. 

Unter  den  unendUch  vielen  Arten,    wie  man  H-^  annehmen  kann,    damit 
die  2jn  Differentialgleichungen 

dq^        dll        ö//,        dp.        dB  e//, 

dt  6p^  dp.  '        dt  dq_  dq. 

erfüllt  werden,  wenn  die  Elemente  der  ungestörten  Bewegung  «i,  «j,  ,..,  a^„ 
irgend  welchen  gegebenen  Functionen  der  Zeit  t  gleich  gesetzt  werden,  will 
ich  des  Beispiels  wegen  nur  die  einfachste  und  zunächst  sich  darbietende  an- 
geben. Da  ^i,  §2)  •■■)  ?ni)  P\i  'pii  ■■■>  Pm  gegebene  Functionen  von  t  und 
«1,  «2,  . .  .,  «2,,,  sind,  welche  durch  die  Gleichungen  der  ungestörten  Bewegung 
bestimmt  werden,  so  erhält  man  die  Werthe  von  q^,  q^,  .  . .,  q„„  pi,  p^,  .  . .,  p^ 
für  die  gestörte  Bewegung,  wenn  man  die  für  «i,  05,  .  .  .,  fls„,  gegebenen 
Functionen  von  t  substituirt,  wodurch  die  Ausdrücke  von 

d(j.         BH        dp,        BH 
dt  Bp.  '        dt  Bq. 

ebenfalls  gegebene  Functionen  von  t  werden.     Es  seien  diese  Functionen  von  t: 

_    dq.         du  __    dp.         BH 

'  ~~  ~di         e^.'     ^i  ~  ~ät     ^~B^' 

so  kann  man  für  //,,  welches  eine  beliebige  Function  von  t,  q^,  q.,,  .  .  ..  g„„ 
pii  P^5   ■  ■  ■!  P,a  sein  kann,   den  Ausdruck  setzen: 

H^  =  T^p^  +  T^p^^ H7;„p„, 

—(r^q^-\-t,q.^-\ \-^,„qJ- 

Denn  man  erhält  hierfür; 
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dp.  '"'  Sq.  '' 

so  dass   die  Differentialgleichungen  der   gestörten   Bewegung   durcli    die   Func- 
tionen der  Zeit,  die  man  für  die  gestörten  Elemente  gesetzt  hat,  erfüllt  werden. 

§.  34,     Boweig,  dass  die  partiellen  Differeütiai((uotienten  der  Störungsfunction,  den 

Lagrange' 3clien  Formeln  entsprechend,  sich  nur  auf  eine  Weise  als  lineare 

Functionen  der  Differentialquotienten  der  Constanten  so  darstellen  lassen, 

dass  die  Goefficienten  von  der  Zeit  unabhängig  sind. 

Lagrange  macht  die  Annahme,  dass  die  ersten  Differentialquotienten 
der  Grössen  q,,  q^,  .  .  .,  q„,  unverändert  dieselben  bleiben,  ob  man  in  ihren 
Ausdrücken  durch  die  Elemente  und  die  Zeit  die  Elemente  als  constant  oder 
als  veränderlich  betrachte.  Man  hat  daher  zwischen  den  Elementen  und  der 
Zeit  m  Differentialgleichungen: 


dq.               dq,                       dg 
Sa/''+   aa,  •'''+■■■+ Sa,^, 
dq„              8q,                       da 

=  0, 
=  0, 

öa        '        aa         '                 da 

'^'1,. 

=  0. 

Aber  ungeachtet  dieser  Gleichungen  kann  man  beweisen,  dass  man  nicht  zwei 
Gleichungen 

6//  da^  da^  '^"sm 

du.  da,  da^  da„ 

da^  'dt  'dt  ^'"     dt 

erhalten  kann,  in  welchen  die  Grössen  D,,  D^,  .  .  .,  D^„,  von  den  Grössen 
Ci,  Ca,  . . .,  Ca,«  verschieden  sind,  wenn  man  als  Bedingung  die  für  die  Goeffi- 
cienten (ctifUi)  bewiesene  Eigenschaft  hinzufügt,  dass  die  Grössen  d,  Cj,  . , ,,  C^„, 
und  Dl,  Dj,  ...,  .Ds^  blosse  Functionen  der  Elemente  a^,  a^,  ...,  a^^  ohne 
die  Zeit  t  sein  sollen.     Setzt  man 

C,— Dj  =  i;„     C\—D^  =  E^,     .  .  .,     C^^—D^„  =  £a„,, 
so    ist    zu  beweisen,    dass    aus    den  angenommenen    m   Differentialgleichungen 
keine  Gleichung 

46' 
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E^da^+E.^da^-\ \-E.^^da,^^^  =  0 

giifolgert  werden  kann,  in  welcher  die  Grössen  E^,  E,_,  ...,  E.^,,^  nicht  t  ent- 
halten, sondern  blosse  Functionen  von  a,,  a^,  ...,  a^,,^  sind.  Man  erhält  auf 
die  allgemeinste  Weise  eine  Differentialgleichung 

E^da^-{-K_,da^-\ ]-E^^da,^_^^  =  0, 

welche  aus  den  m  angenommenen  Differentialgleichungen  folgt,  wenn  man 
dieselben  mit  m  Factoren  N,,  N^,  ...,  iV"„,  multiplicirt,  welche  beliebige  Func- 
tionen von  a■^,  üi,  .  .  .,  %„,  t  sein  können,  und  hernach  sämmtliche  Gleichungen 
addirt.     Man  erhält  dann: 

^^1       ,     Ar     ""li 


E,    ^  K 


da, 


hK 


"  da' ' 


:    N 


da.  do- 


Sollen  diese  Ausdrücke  nicht  t  enthalten,    so  müssen  folgende    2m  Gleichungen 
stattfinden,  in  welchen 

"äs"' 

w 


«'  =  Tr' 

1'  =  -^'     ■■ 

■•    s„,  =  - 

^-^. 

^-^■.     .. 

.,    a;  =  - 

0  =  A", 

4!7--^-z:- 

+  W, 

^-«.^- 

.  +  A.^ 

0  =  A», 

dq,              dg,. 

.+a;.^ 

+  A', 

Sil',             Sil' 

-  So, 

0  =  A 

3»,             So. 

+  A, 
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Aus  diesen  2m  Gleichungen  kann  man  die  2m  Factoren  N[,  i\^,  .  ,  .,  N'„„ 
N,,  N2,  . . .,  N„,  eliminiren  und  erhält  dann  eine  Gleichung  zwischen  den 
partiellen  Differential quotienten  von  §1,  q^,  .  .  .,  q^„  q[y  q'^,  .  ■  ■,  q'^  nach 
«,,  «s,  . . .,  «sm)  welche  anzeigt,  dass  zwischen  den  Grössen  q,,  q^,  .  . .,  q,„, 
^\i  ?ä)  ■  ■  ■)  ?L  ^ifiö  Relation  existirt,  welche  nicht  zugleich  die  Grössen 
n,,  «3,  ,  .  .,  cu^t  involvirt,  welche  jedoch  die  Grösse  t  enthalten  kann.  Setzt 
man  für  g^,  q[,  .  .  .,  q'„,  ihre  Werthe 

,  ^  _aff         ,  _  _aü  ,    _    dH 

so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  q-,,  q^,  .  .  .,  q,,^,  p^,  p^,  .  .  .,  ^„,,  t 
ohne  willkürliehe  Constante,  welche .  Gleichung  aus  den  vollständigen  Integral- 
gleiehiingen  des  ungestörten  Problems  folgen  müsste.  Dies  ist  aber  unmöglich, 
denn  man  könnte  eine  solche  Gleichung  aus  den  gegebenen  Differential- 
gleichungen des  ungestörten  Problems  nar  durch  eine  Integration  erhalten,  die, 
da  die  Differentialgleichungen  vollständig  integrirt  sein  sollen,  eine  willkürliche 
Constante  mit  sich  führen  müsste. 

Wenn  man  «i,  a^,  .  .  .,  «a„,  als  Variabele  betrachtet,  die  Functionen 
?i)  1i>  ■  ■  ■>  2«,  willkürlichen  Oonstanten  gleich  setzt  und  ausserdem  auch  noch 
t  als  eine  willlcürliche  Constante  annimmt,  so  ergeben  die  im  Vorigen  ange- 
stellten Betrachtungen  folgendes  Theorem: 

„Es  sei  zwischen  den  2m  Variabeln  öj,  a^,  .  .  .,  «s„,  eine  Differential- 
gleichung gegeben: 

E^da^-\-E.,da^-\ \-E^„ßa^^  =  0, 

wid  diese  Differentialgleichung  durch  ein  System  von  m  Gleichung&n  integrirt: 

?1  =  '''V     %  =  "2^     •  ■  ■'     1,,.  =  ''»' 
ia   welchen  c,,  c^,  . , .,  c,„   willlcürliche   Gonstanten    bedeuten,   die  in   den   Func- 
tionen qi,   q,j,   ...,  q„   nicht  selber  vorkommen;  enthalten   diese  Functionen  eine 
von  C|,  C3,  .  . .,  c,„  ga?iz  unabhängige  willkürliche  Constante  t,  so  muss  zwischen 
den  im  Aitsdmcken 

dq  dq  dq 

?,.    «,.   .  •  ■,   ?,..   sr-    ST'    ■■  ■'   -at 

eine  Relation  stattßnden." 

Dieses  Theorem  ist  in  der  wichtigen  Theorie  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung 
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durch  ein  System  von   m  Gleichungen,    welche  zuerst  Pfaff  gelehrt  hat,    nicht 
ohne  Interesse. 

§.  35.     Beweis,  dass,  den  Poisson'schen  Formeln  entspreoliend,  die  Differentialquotienten 

der  Constanten  sich  nur  auf  eine  Art  als  lineare  Functionen  der  partiellen 

Differential quotienten  der  Störungsfunction  so  darstellen  lassen, 

dass  die  Coefficienten  von  der  Zeit  unabhängig  sind. 

Ich  will  aueh  noch  in  Bezug  auf  die  Poisson'schen  Störungsformeln 
a  priori  zeigen,  dass  man  selbst  unter  der  gewöhnlich  gemachten  Voraussetzung, 
die  Störungsfunction  sei  frei  von  den  Grössen  ^,,  p.2,  . .  .,  p„,,  nicht  zwei  Glei- 
chungen 

da.  dU,  en  BK 

— ^  =  ^,-^ 1-^3^ 1 1-^'a.ä — ' 

di  '   o«,  ''  oa.^  '""  oa^^^ 

dir  an, 

.-^H i-B--^ — 

■   ö«„  ■^'"  oa., 


da.  öi/j 

dt  '    da 


+B-- 


erhalten  kann,    in  welchen  B,,  B,,,  .  .  .,  B^^,   von  A^,  Ä^, 
sind,    wofern    man    nur    die,  Bedingung  hinzufügt,    dass 
Functionen    von    a,,   a^,    .  . 
Function  von    ßj,    ßg,    .  .  ., 

hra   durch    qy,  q. 

ihr   gänzlich 
so  kann  man  für  //(  jede  Function  von  a, 
Gleichungen  genügt: 


nach   Substitution    der   Ausdrücke   von 
Pi,  p2i  •  •  •!  Pi-1  '  'ii^  Grössen  p^,  p^, 


jIj,,,  verschieden 

diese   Grössen  blosse 

ohne    t  sein    sollen.      Da  H^  jede   beliebige 

sein  kann,    welche    so    beschaffen   ist,   dass 

ög,  . . .,  a^^,   t  setzen,    welche  den 


Ö7f, 

da,         Sil, 
'^^   da, 
da,         du, 

^+TS7 

da, 
da 

dB,  Sa,,, 

^  as,  da,. 

=  0, 
=  0, 

Sil, 

da,         dH, 

da 

-SlT^- 

dB,  Sa,,, 

■+8'.;.:  si... 

=  0. 

Setzt  man 

so  mnss  sich  aus  diesen  Gleichungen  die  folgende  ableiten  lassen: 
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dE,  SB,  SU, 

hl  welcher  F,,  F^,  .  . .,  i^5„,  blosse  Functionen  von  a^,  a^,  .  . .,  «j,,„  ohne  t  sind. 
Es  muss  daher,  wenn  man  m  Multiplieatoren  Ki,  K^,  .,  .,  K^  einführt,  den  2m 
Gleichungen 

da. 


K^ 

T57 

-  +  K, 

Sp, 

H- 

■■+K. 

Sp... 

=  -fi. 

K^ 

da, 

TS 

-  +  K, 

da, 

TS" 

+■ 

■■+K 

da, 

=  -fj. 

^, 

-  +  K, 

TS 

+  • 

■■+K 

3",, 

%: 

=  -f'".. 

Genüge  geschehen  können.  Man  denke  sich  51,  q.^,  . . .,  q^  durch  «i,  ß^,  . . .,  a^„,, 
t  ausgedrückt  und  differentiire  diese  Ausdrücke  nach  ^1,  f^j  ■  ■  ■»  Pmj  wodurch 
man  für  jedes  q-,  die  m  Gleichungen  erhält: 

dq^     5«,  dq.     da^  dq.    da^^^_ 

dq.    da^         dq^    da^  dq.   da^^ 

da^    dp^         da^    dp^  da^^^^   dp^  ' 


dq.     da^         dq.    6a^  dq.   da^^ 

da^     Öp^  Öfflj     dp^  ^%m    ^Vm 

Vennittelst  dieser   Gleichungen    erhält  man   aus   den   vorigen    2m   Glei- 
chungen, wenn  man  sie  der  Eeihe  nach  mit  den  Factoren 
dq.  dq.  dq. 

~da^'    "s^'    ■  ■  ■'     ä^ 
multlplieirt  und  addirt: 

dq,  dq.  da. 

TFenn  F^,  F2,  .  . .,  F^^,  wie  die  Voraussetzung  ist,  blosse  Functionen 
von  a,,  ÖS)  ■■■1  Oam  ohne  t  sind,  so  erhält  man,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  nach  t  differentürt  und  für  i  seine  m  Werthe  1,  2,  3,  .  . .,  m  setzt, 
die  3m  Gleichungen: 
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3«, 
ü'l. 


.-    3'. 


Sg, 


a„ 

S.7 

"S'vT^ 

+r, 

s^ 

+  ■ 

So,,. 

-  0, 

S,' 

aq\ 

a»; 

K 

+r. 

Sil' 

+  ■ 

■  +  ?, 

Beil 

^Ba^ 

+"', 

+  ■ 

■+*', 

^^",11 

1  c«  ■*  da 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  es,  falls  die  Grössen  F.,,  h\,  ...,  F,,,„  nicht 
sämmtlich  verschwänden,  eine  Gleichung  zwischen  den  Grössen  g,,  q^,  . . .,  q,,^, 
^i,  ql,  .  . .,  q'„„  t  geben  müsste,  welche  keine  der  Grössen  a,,  a^,  .  . .,  a^,^  ent- 
hielte. Eine  solche  Gleichung  aber  wäre  eine  Integralgleichung  des  ungestörten 
Problems  ohne  willkürliche  Constante,  die  es  nicht  geben  kann,  weil  man  das 
ungestörte  Problem  vollständig  integrirt  voraussetzt.     Es  musa  also 

F^  =  F.^  =  ■■■  =  F^,„  =  0 
sein  oder 

A^  =  B^,    J,  =  I\,    .  .  .,    -^^„^  =  -B.,,., 
was  zu  beweisen  war. 

§.  36.     Weiteres  iibei-  die  Ausdrücke  (öj,  at). 
Der  Satz,  dass  der  Werth  der  Functionen 


89, 

8o, 

da^         Ba^ 

3j»  ^A, 

■"•"  a«,  a», 

3?, 
da. 

Bp^         Bq^ 

3p, 
3o, 

a«,  a«, 

von  der  Wahl  der  Functionen  der  Coordinaten,  welche  für  die  unabhängigen 
Variabein  q^,  q^,  .  . .,  5„,  genommen  werden,  unabhängig  ist,  ergiebt  sich  von 
selber  aus  einer  wichtigen  Bemerkung  Poisson's  in  seiner  zweiten  Abhandlung 
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über  die  Variation  der  Oonstanteri,  welche  sich  in  den  Memoiren  der  Pariser 
Alfademie  der  Wissenschaften  vom  Jahre  1816  befindet.  Poisson  zeigt  näm- 
lich, dass  man  diese  Functionen  unmittelbar  aus  den  Ausdrucken  der  Coor- 
dinaten  durch  die  Elemente  und  die  Zeit  ableiten  kann,  ohne  dass  man  nöthig 
hat,  neue  von  einander  unabhängige  Variabele  §1,  q^,  .  .  .,  q,„  einzuführen,  wo- 
durch also  die  besondere  Wahl  dieser  Variabein  hei  der  Bestimmung  der  Werthe 
der  Functionen  (a,.,  a^)  gar  nicht  in  Betracht  kommt.  Die  neuen  von  Poisson 
gegebenen  Ausdrücke  dieser  Functionen  haben  ferner  die  merkwOi'dige  Eigen- 
schaft, dass  sie  gänzlich  von  den  zwischen  den  Coordinaten  gegebenen  Be- 
dingungsgleichungen unabhängig  sind.  Sind  nämlich  wieder  x,  y,  z  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes,  dessen  Masse  m  ist,  und  setat  man 

so  giebt  Poisson  die  Formel: 


(a.,a^)  =  2tn 


'  dx   dm'         dm   dm'         dy    dy'         dy    8y'         dz    dz'         dz    dz'  ~ 
,5a.  da        da    da.        da.  da         da    da.        5«.  da         da,    da.. 


in  welcher  die  Summe  auf  alle  Punkte  m  des  Systems  auszudehnen  ist.  Wenn 
das  System  ganz  frei  ist,  und  man  für  die  Grössen  ^i,  q^,  .  . .,  q^,  die  Coordi- 
naten der  Punkte  nimmt,  so  erhält  man  diese  Formel  aus  der  obigen,  von 
Lagrange  gegebenen.  Aber,  wie  Poisson  bemerkt  hat,  gilt  dieselbe  Formel 
auch  unverändert,  wenn  das  System  irgend  welchen  Bedingungen  unterworfen 
ist.       Sie    gilt    auch    noch    für    die    verallgemeinerten    Hamiiton'schen    Stö- 

rungsfonneln ,    in    welchen    .H,    eine    beliebige   Function    von    ^,,    q.^ i/,, . 

Pl)  Pi!    •  ■  ■)  Pm   '^"t- 

§.  37.     Aus  den  Störungsgleichimgen  für  ein  System  canonischer  Elemente  werden 
die  Störungsgieichungen  für  ein  anderes  derartiges  System  abgeleitet. 
Da    man    aus    einer   vollständigen  Lösung    einer  partiellen    Differential- 
gleichung alle  Übrigen  ableiten  kann,  so  kann  man  auch  vermittelst  des  Theo- 
rems IX   ans   einem   System   von   Elementen ,    deren    Differentialquotienten    die 
eanonische  Form  haben,    alle  übrigen  ableiten,  deren  Differentialquotientfin  die- 
selbe   einfache  Form   annehmen.     Nach    der  oben  auseinandergesetzten  Theorie 
erhält  man    auf  die  allgemeinste  Art   aus   einer  vollständigen  Lösung    W  eine 
neue  vollständige  Lösung    W-h'ip,   wenn   man  für  yj  eine  willkürliche  Function 
der   Oonstanten    k,,    «j,    .  .  .,    ß,„   annimmt,    welche   m  neue   ^villk^^•liche   Con- 
V.  4-7 
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stallten  a[,  «g,  .  ,  .,  a^^  enthält, 

VC«,,  s.  ■■-,  «.>  «p «;.  ■■■,  «;j 

und  vermittelst  der  Gleichungen 

aw     s,p  _ 

Sa,  ~*~  da,   —  "' 

^  +  -1^  =  0 

aus  W-i-ip  die  Grössen  a^,  a,^,  .  .  .,  «„,  eliminirt,  wodurch  für  diese  Grössen 
in  W-hip  die  Grössen  cc[,  alj.,  ...,  a'^  eingeführt  werden.  Man  erhält  dann, 
wenn  man  W-^^  nach  a[,  al,  .  .  .,  a^^  differentiirt ,  die  Integralgleichungen 
des  ungestörten  Problems  unter  der  Form: 

dal  dal  ^' 


da'  da' 


=  i3™. 


und  es  müssen  zufolge  des  Tlieorcms  IX  die  neuen  Constanten  a'^,  al,  .  .  ,,  a'^ 
und  ß\,  ß's,  . .  .,  Ä  wieder  ein  solches  System  von  Elementen  bilden,  deren 
Differentialquotienten  die  canonische  Form  haben.  Es  verwandeln  sich  ferner 
die  Gleichungen,  welche  man  für  die  ersten  Elemente  hatte. 


dw 


dw 


vermittelst  der  Gleichungen 

in  die  Gleichungen; 

d 
Man  hat  daher  folgendes  Theorem 
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Theorem  X. 
sEs  seien  die  Differentialquotienten  der  veränderlichen  Elemente  cl^,  a^, 
ßi!  ß-i:  ■  ■  ■)  ßm  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

da,  SiTj  dß^  6H^ 

dt      ~  ~'"dß^'     ~3t~  ^    da^  ' 

~dr   ^  ~ ~dß' '     ~dr  ^  ~8i^ ' 


rfa„,  öH^         dß^  dJT, 

dt     ~  ~~öß^'    ■    dt     ^    da^  ' 
wo  Hl  die  Störungsfunction  bedeutet;  es  sei  ferner 

ip(a^,  «2,  ...,  ß^,  «J,  a^,  . . .,  ß^^) 
eme  willkürliche  Function   der    m   Grössen   «,,    «g,    .  .  .,   «„,  ^mrf   t/er  m   neuen 
Grössen  «J,  «j,  . ,  .,  a'^;   bestimmt  man  diese  neuen  Grössen  und  die  m  anderen 
neuen   Grössen  ß[,  ß'^,  .  . .,  ß^^   aus  a^,  ß^,  .  .  ,,  «„,,  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß^   vermittelst 
der  Gleichungen 


ßL 


und  drückt  die  Störungsfunction  H^  durch  t  und  diese  neuen  Elemente 
«,,  «aj  •■■!  «Jn  Ä)  As»  •■•)  ßL  «^5  *o  erAa^if  man  die  Differentialquotienten 
dieser  neuen  Elemente  durch  die  ganz  ähnlichen  Gleichungen: 

da[    _        8H,         dß\  dff^ 

~dt~  ~         dßi''        dt     ~'    da[  ' 

da^  dH,  dßl  öffj 

dt     ^  ~  6ßL  '     '~dr^'~d^' 


dal    __        öiT,         dßl  e//, 

dt  dßi_ '     (?(   ~  e«;^  ■ 

Wenn  das  Theorem  IX  in  Verbindung  mit  der  bekannten  Methode, 
aus  einer  vollständigen  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  unendlich  viele  andere  abzuleiten,  auf  das  vorstehende  Theorem  ge- 
führt hat,  so  ist  dasselbe  doch  seiner  Natur  nach  von  allen  vorhergehenden 
Betrachtungen  unabhängig  und  kann  direet  für  sich,  wie  folgt,  bewiesen  werden. 

47* 
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Man  denke  sich  durch  die  Gleichungen  des  Theorems, 

_^  =  „ff      ^^  =  _s  .     It.  =  _a 

ÖH,  ^'''       8a^  '^^'     "  '  ''      dcc^^^  '^'"' 

da[    -       ^1'       da;,    -       P^'     ■  ■  ■'      dal   "         '"' 
die  Grössen  ßj,  «2,  .  .  .,  «,„,  Ä,  ß.^,  .  .  .,  A,  durch  a\,  cil^^  .  .  .,  ß^,  ß\,  ß^,  .  .  .,  /?,', 
ausgedrückt    und    in    diesem    Sinne    die    partiellen    Differentialquotienten    von 
jenen  nach  diesen  genommen.     Giebt  man  dem  i  die  Werthe  1,  2,  , . ,,  m,  so 
hat  man: 

Öfi-j  Öfi,    dß.  dB,    da. 

Da  nach  den  Gleichungen  des  Theorems 

ßff,  da.         dB,  dß. 

oß^  dt    '       8a.    ~~     dt 

ist,  so  folgt  hieraus: 


;  ist  aber,  da 


Ö//,  eß.    da.  ^   da.     dß. 

~dß[   ^  '~-^''dß["df'^-^~dß[~dr' 


dtp 

da. 


ist,  wenn  man  unter  dem  Summenzeichen  dem  Index  i'  die  Werthe  1,  2, 
beilegt,, 


Da  ferner  auch 


ist,  so  hat  man,  wenn  man  diese  Gleichung  differentiirt  und  dem  i  die  Werthe 
1,  2,  .  .  .,  m  giebt: 


da.. 

da..  (          öV 

«in, 

■^    3ft  \       Siipa.. 

<k 

P.    -         ^^ 
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d  xb       da.        da.,  d'^ib       da!. 

■*^     fl™  fir.  r//       "'"^  ~7ir  -^    ~^^' ;)™  rit 


dB, 


da'.  6a.,    9^^      dt 
Aus  der  Grleichung 


folgt  aber  durch  partielle  Diffefentiation  nach  ßl,  wenn  mau  dem  i'  die  Werthe 

1,   2,   ,  ,  .,   m  giebt: 

d^ip      da.. 
^  j     ;,  ,  -^  =  0     oder     1, 

je  nachdem  z  und  k  verschieden  sind,  oder  i  ^=  k  ist;  hierdurch  wird 
e/?,  dal 

~dß[    ^  df' 

wie  zu  beweisen  war. 

Ebenso  erhält  man : 


da, 
"TT' 

Es  ist  aber, 

wenn  man  dem  i'  die  Werthe  1,  2,  .  .  .,  m 

aV    a«,       aV' 

a«^, aa^    8a'^        ßa[da'j. 

giebt, 

und  daher 

SR^       ^1  aV    ciü\  ^    aV    <fe^ 

'l 

au:          ^laa'flo;     *     '    daSd      dl 

wie  zu  beweisen  war. 

§.  38.     Noch  andere  vollständige  Losungen  und  andere  Systeme 
canoniachec  Elemente. 

Man   kann    bekanntlich    aus    einer  vollständigen   Lösung  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  auch    noch  andere  erhalten,    welche    nicht 
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in  der  vorhin  angegebenen  Methode  mit  einbegriffen  sind.     Ist  nämlich 

^('.  §15  ^s!  ■■■'  ?„,!  «1!  «2'  ■■■'  «™)-l-'*^ 
die  vollständige  Lösung,  in  der  a  die  willkürliche  Constante  bedeutet,  die 
man  immer  zu  TT  addiren  kann,  so  nehme  man  k  der  m-f- 1  Gonstanten  als 
Functionen  der  übrigen  an  und  setze  die  nach  diesen  genommenen  partiellen 
Differentialquotienten  vom  TF+a  einzeln  gleich  Null.  "Wenn  die  angenommenen 
Functionen  m  neue  Constanten  a\,  a\,  .  .  .,  al^  enthalten,  so  wird  IT-H«,  nach- 
dem man  durch  die  aufgestellten  Gleichungen  a,  a^,  a^,  .  .  ,,  «„,  eliminirt 
hat,  eine  neue  vollständige  Lösung  sein.  Sind  die  k  Gleichungen,  durch 
welche  k  von  den  Grössen  «,  ß,,  «s:  ■  ■  -,  «m  als  Functionen  der  übrigen  und 
der  neuen  Constanten  a[,  «j,  . .  .,  «^  bestimmt  werden,  folgende: 


0  =  »/'s     (Kj, 


so  wird    W-hy->   die  neue  vollständige  Lösung,   wenn  man  vermittelst  der  vor- 
stehenden Gleichungen  und  der  w.  Gleichungen 


--hL- 


ew 

6a^ 


-  =  0, 


5ir 
^^ 
die   Grössen   a,  a^, 
die   neue    vollständif 


K2)  ■■■■  «m!  ^i>  •^s)  ■  ■  ■!  ^*-i    eliminirt.      Differentiirt    man 
e   Lösung   nach    den    Gonstanten    «,',   al,    .  .  .,   «^,    die   sie 


enthält,  und  setzt  die  partiellen  Differentialquotienten  respective  gleich 
ßi,  ßi,  ■  ■  ■,  ß'mf  SO  erhält  man: 

'  ö«j  öcfj  öo:^  öß/  ö«^         da'.         da\ 

Substituirt  man  in  diesen  Ausdruck  die  vorstehenden  Gleichungen  und  be- 
merkt, dass  sieh  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung  ip^=iQ  nach  «,' 
die  Gleichung 
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ergiebt,  so  erhält  man: 

dip            dip,            8ip,,                       dib.   , 

Verbindet    man    diese    Betrachtungen    mit    dem   Theorem    IX, 

so   erhält    man 

folgendes  Theorem: 

Theorem  XL 
„Es  seien  die  Differeniialquotienten  dei'  gestallten  Elemente  «i, 
ß\,  A>  ■••1  /^m  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

da,  öi/,         dß^  BE^ 

~W  ~         ö^'        dt     ~    ößj  ' 

da^  ÖH\         dß^  SH^ 

dt     ~~         5^'        dt     ~  "öh7' 


rf«,„  dtl,        dß^^         dll, 

dt  8ß^^^  '        dt  6a^^  ' 

in  welchen   H^   die  Störungsfunction  bedeutet.     Es  sei  ^   eine  beliebige  Function 

der  Grössen    ß^,  «j,  ...,  «^  und  der  m  neuen  Grössen  a[,  a[,  . . .,  «,'„,   und 

zwischen  den  2m  Grössen  seien  die  k — 1  Gleichungen 

1/.^  =  0,    %  =  0,    .  .  .,    %_^  =  0 
gegeben;  wenn  man  vermittelst  dieser  Gleichungen  und  der  2m  i 


dip            8ü)            dip. 

ölp,    , 

=  0, 

dip            8ü>,            8th„ 
'^^        8a^         '  8a^         ^  üa^ 

Sip,   , 

=  0, 

8ip            dip,            dip. 

=  0, 

dtp            dip,            dit),, 
"^i        da[         '  8a[         ^  da[ 

=  0, 

dip            dip,            8ip„ 
—ß'  +  ^=^+L^-hL~^-i- 

3*.  , 

=  0, 

dip        dip,        dip. 

=  0 

y  Google 


376 


PROBLEME  DER  MECHANIK  BEI  EXISTENZ  EIKER  KRÄPTEFUNCTION 


nach  Eliminatimi  der  MuUiplicatoren  /,,  X^,  . . .,  X^_j  die  Grössen  «i,  a^,  . .  .,  a„^, 
ßif  ßii  •••>  ßm  durch  a[,  a\,  ...,  a'^,  ß[,  ß\,  .  .  .,  ß'^  hestimmt  imd  auch 
die  StÖrungsfunction  durch  t  und  diese  neuen  Elemente  atisdmckt,  so  erhält 
man  für  die  Differentialquotienten  derselben  die  den  früheren  ganz  ähnlichen 
Ausdrilcke: 


<b\ 

au^ 

dß\ 

dH, 

dt 

-      dß[  • 

dt 

"  s«; ' 

da: 

3H, 

dßi 

SB, 

dt 

"^^' 

TT 

=  -*r- 

de;. 

Si?, 

«, 

dH^ 

dt 

~~w:' 

~dT 

~   da'   ■ 

Man  sieht,  class  das  vorstehende  Theorem  sich  vom  Theorem  X  nur 
dadurch  unterscheidet,  dass  statt  i/f  der  Ausdruclt 

gesetzt  ist,  und  dass  die  Gleichungen 

Tp^  =  0,    i/jg  =  0,    .  .  .,     ip^_^  =  0 
hinzugeftigt    sind,    wodurch    die    aus    der    Differentiation    der    Multiplicatoren 
;li,  ^,    .  .  .,   ^j_i   hervorgehenden   Terrae   verschwinden.     Durch    dieselbe  Be- 
trachtung   findet    man   auch   unmittelbar    aus    dem    für   das  Theorem  X  gege- 
benen directen  Beweise  einen  directen  Beweis  für  das  vorstehende  Theorem. 

Giebt  man  dem  k  seinen  äussersten  Werth  k  ^  m,  so  kann  man 
«1,  «3,  . . .,  «m  als  Functionen  von  «  und  den  neuen  Grössen  a[,  cf^,  .  . .,  ce'^ 
ansehen,  und  man  erhält  die  entsprechenden  Grössen  /?,',  ßl,  . . .,  /?4  vermittelst 
der  Gleichungen 


da, 

"'  sä- 

da, 

da, 
^  da., 


+ß: 


da, 
Sa 


-l-ß,- 


■'    da 

'  da\ 
da 


=  ß\ 


'  da'^       '^^  da\^^  ' '"  ö«^^ 

welchen  man  a  durch  die  erste  von  ihnen  zu  ellraimren  hat. 
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Auch  die  von  Poisson  und  Lagrange  gegebenen  Formeln,  in  welchen  die 
Hälfte  der  Elemente  aus  den  Anfangswerthen  der  Bestimmungsstücke  q^  der  be- 
wegten materiellen  Punkte  besteht  und  die  andere  Hälfte  aus  den  Anfangswerthen 
der  nach  einer  bestimmten  Regel  aus  ihnen  und  ihren  Differentialquotienten  ge- 
bildeten Grössen  Pi,  umfassen  unendlich  viele  Systeme  von  Elementen,  deren  Diffe- 
rentialquotienten  die  canonische  Form  haben,  da  man  irgend  m  von  einander 
unabhängige  Functionen  der  m  Bestimmungsstücke  q^  als  Bestimmungsstücke  an- 
sehen und  statt  der  vorigen  einführen  kann.  Aber  es  ist  wohl  zu  merken,  dass 
keines  von  allen  Systemen  von  Elementen,  die  man  auf  diese  Weise  aus  einem 
ableiten  kann,  eines  von  denjenigen  ergiebt,  welche  man  durch  die  vorstehenden 
Betrachtungen  aus  demselben  Systeme  ableitet.  Die  verschiedenen  Systeme  von 
Elementen,  welche  bloss  den  verschiedenen  Arten,  die  Bestimmungsstücke  zu 
wählen,  entsprechen,  können  durch  die  Betrachtung  erhalten  werden. 

Theorem  XH. 
„dass  man  die  willkürlichen  Constanten  a^,  a^,  .  . .,  ß,„   als  beliebige  Functionen 
von  m  anderen  willkürlichen  Constanten  a[,  «j,  . . .,  a'^   betrachten   kann.     Man 
erhält  dann  die  anderen  m  Elemente  ß[,  ß^,  . .  .,  ß',„,  welche  diesen  entsprechen, 
vermittelst  der  Gleichungen: 

dW  da,  da„  da 

dW  da,  8a,  da 

ßl   =  -^-f-   =  ö  ^-4--|-S  — -A_| i^fl   -^ 

'^^  öa'  '^'  Oß'       '^^  da'  '^"'  Ba    ' 


dW  ou,  6a,,  da 

Die  Theoreme  X— XII  umlassen  alle  Tnöglichen  Systeme  von  Elementen, 
deren  Differentialquotienten  die  angegebene  canonische  Form  haben,  und  welche 
aus  einem  derselben  abgeleitet  weiden  können.  Die  Form  der  Integral- 
gleichungen des  ungestörten  Problems  kommt  hierbei  ganz  ausser  Betracht. 

§.  39.     MüOiiica.tioiien,  welche  eintreten,  wenn  die  Kraftefunction  des  ungestörten 
Problems  die  Zeit  nicht  enthält. 
Wenn    in   dem  Theorem  IX    die  Function   H  nicht  t  explicite    enthält, 
so   haben    die  Differentialgleichungen    des    ungestörten  Problems    das   eine   In- 
tegral 

B  =  h, 
V.  48    ■ 
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WO  h  eine  willkürliche  Constante  ist.  In  der  vollständigen  Lösung  W  kommen 
t  und  eine  ■willkürliche  Constante  t  immer  in  der  Verbindung  t-^z  vor,  und 
eine  der  Integi-algleiehungen  wird: 

dW         SW 

Man  kann  dahei'  in  dem  Theorem  IX 

setzen,  woraus  folgt,    dass  in  dem  gestörten  Problem  die  Differential quotienten 
der  beiden  Elemente  t  und  h  immer  diirch  die  Gleichungen 
dt  dS^         dk  Öif, 

"'dT  ^  dh  '  dt  ^  &r 
gegeben  sind.  Die  zweite  dieser  Formeln  hat  Lagrange  in  der  Mecanique 
analytique  aufgestellt  und  Ihr,  wegen  ihrer  Anwendung  auf  die  Stabilität  des 
Weltsystems,  eine  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet.  Es  hat  aber  diese 
Anwendung,  welche  zu  den  berühmtesten  Resultaten  der  physischen  Astronomie 
gehört,  wie  Poisson  gezeigt  hat,  nicht  diejenige  Ausdehnung,  welche  man  ihr 
früher  geben  zu  können  meinte. 

Wenn  man  statt    W  die  Function 

einführt,  so  kann  man  das  Theorem  IX  folgen dermassen  darstellen. 


Theorem  XIII. 

„Es  sei  H  eine  Function  der 

Grössen  q,, 

?!.  ■ 

die  Grösse  t  nicht  enthält,  und 

es  seien 

dq^            SR 

dp. 

SS 

'W  ^  ^' 

dt 

'^' 

dq,             SH 

dp. 

SH 

'^dt '         S^ ' 

dt    ~ 

'^s^' 

dq„,           SH 

dp. 

SH 

IlT       ö«   ' 

dt 

"3?7 

die  Differendalgkichungm  des  ungestörten  Problems,  aus  welchen  die  Differential- 
gleichungen des  gestörten  Problems  erhalten  werden,  wenn  man  H-hH-,  statt 
H  schreibt,    wo  H^   eine    beliebige  Function   der   2m  Grössen   q^  und  p^  und  der 
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Grösse  t  bedeute.  Es  sei  V  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung 

II    r=.    Ä, 

in   tuelcher   die  in  H  vorkommenden   Grössen  p^,  p^,    ...,  p^  respeciive   durch 

-jr— ,    -!^ — ,    ■  -  .,    ^s — ■   3«  ersetzen  sind.     Man  nenne  «,,  ß,,   ....  «,„  .   me 

willkürlichen  Constanten,  welche  die  vollständige  Lösung  V  ausser  einer  bloss 
durch  Addition  mit  ihr  verbundenen  enthalten  muss,  imd  setze 

l^  =  a      1^.  ==  3  ^^  =  8 

Vielehe  Gleichungen,  wenn  a^,  a^,  .  .  .,  ß,„_i,  ßi,  ß^,  . . .,  ß^-i,  h,  r  willkürliche 
Constanten  bedeuten,  als  die  vollständigen  Integralgleichungen  des  ungestörten 
Problems  angesehen  werden  können.  Drückt  man  vermittelst  derselben  und  der 
Gleichungen 

dV  __  _dV_  __  ^dV^  ^ 

die  StÖrungsftmction  H^  durch  t  und  die  Elemente  a^,  a^,  . . . ,  k^_j ,  ßi,  ß'^,  •  ■  • ,  ß,„-i , 
h,  r  aus  und  betrachtet  für  das  gestörte  Problem  diese  Elemente  ab  veränderlich, 
so  werden  die  Differentialquotienten  dieser  gestörten  Elemente: 
da^  dll^  dß^      _     dff, 

~dr  ""      ~äß^  '    '~dr  ~  "ö^  ' 

~Sr'  ^  e^g"         '  dt  ^  Ößg  ' 


«i«^, 

8ff, 

*„.-! 

SB; 

<i! 

"      a(i.,_,  • 

dt 

~  "",-, 

dh 

S/f, 

dr 

ä-ff, 

dt 

öt    ■ 

dt 

äh     ■ 

Ist  das  System  materieller  Punkte  ganz  frei,  und  nimmt  man  ihre 
rechtwinkligen  Coordinaten  als  ßcstimmungsstücke  an,  so  erhält  man  aus  dem 
Theorem  XIII  folgendes: 
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Theorem  XIV. 
„Es  seien  die  Sn  Differentialgleichmigen  des  ungestörten  Problems: 

d\  dU 

dt  die. 

d\  6  ü 

^'    dt''    ~  dy,' 

d\    _  SU 

wo  Tili  die  Masse  eines  Punktes  bedeutet,  dessen  recktwiiiklige  Coordinaten  x^,  y^,  z^ 
sind,  und  wo  U  eine  blosse  Function  der  3n  Coordinaten  X;,  yt,  2,  ist;  es  sei  h 
die  Constante,  welche  in  diesem  Falle  der  halben  lebendigen  Kraft  weniger  der 
Kräftefunction  U  gleich  ist, 

Ferner  sei   V  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

welche  ausser  einer  durch  Addition  hinzugefügten  Constante  die  %n — 1  Con- 
stanten ffj,  «3,  . . .,  «3^-1  involvirt.     Dann  sind  die  Gleichungen 

-a«;  -  ft'  ^  -  ''■'  ■  ■  ■■  ^s::;  -  ''■-1' 

dV 

-IST  =  '+■' 
die  3n  endlichen  Integralgleichungen  des  ungestörten  Problems,  und  die  Constanten 
a^,  «S)  ■  ■  •,  «sb-h  ßij  ßi,  •  ■  ■)  /^3™-i)  h)  T  sind  die  ungestörten  Elemente.     Sind 
jetzt  die  Differentialgleichungen  des  gestörten  Problerns: 


an     aa 

i% 

au      as 

dt' 

dy^         dy^ 

df 

au      as 
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SO  werden  die  Differentialquotienten  der  gestörten  Elemente: 
da,  dß  dß,  ds 

~dr    ^     dß,    '      '^r    ^         007  ' 

rf«3  öß         dß^  ea 

dt      ~    'dß.    '  dt      ^  'dä7  ' 


''',.-: 

da 

di%^^           ea 

dt 

*.-, ' 

dt                 ^S«-i  ' 

,1h 

es 

*             es 

TT 

°°  TT  ■ 

Tf            "ax  ■" 

beorei 

n  aus  IX  zu 

erhalten,  hat  man 

,=- 

-ß,   w  =  r- 

-(t+r)h  =    V-hl^ 

11^ 

zu  setzen. 

Ein  Beispiel  geben  die  Forine]n,  welche  wir  oben  (p.  251  ff.)  für  die 
Bewegung  eines  nach  einem  festen  Gentrum  angezogenen  Punktes  gefunden 
haben.  Nach  der  zweiten  dort  angegebenen  Integrationsmethode  involvirte  F 
ausser  h  die  Gonstanten  6,  ß,  denen  die  Gonstanten  6',  ß'  ebenso  entsprachen, 
wie  in  dem  vorstehenden  Theorem  den  Constanten  ot;  die  Constanten  ßi .  Man 
erhält  daher,  wenn  man  die  obige  Bedeutung  der  Elemente  b,  ß,  h\  ß'  beibehält: 
db 


es 

ei'  ' 

S' 
dt 

da 

'~        ob 

es 

Bß'  ' 

dt 

es 
--      eß 

es 

dt 

es 
eh 

Für  das  Newton'sche  Attractionsgesetz  und  die  elliptische  Bewegung  fanden 
wir  oben") 

b  =  kYp,     A  =  -^^,     ß  =  a,     h'  =  w—  —  ,    ß'  =  —k\/p.cosi, 

wenn  a  die  halbe  grosse  Axe,  p  den  halben  Parameter,  Si  die  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens,  w  die  Entfernung  des  Perihels  vom  aufsteigenden  Knoten, 
i  die  Neigung  der  Bahn,   F  die   anziehende  Kraft  für   die  Einheit  der  Distanz 

*)  Seite  257—260. 
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bedeutet;  es  ist  ferner  — r  die  Durchgangszeit  durch  das  Perihel.     Sind  daher 
die  Differentialgleichungen  der  gestörten  elliptischen  Bewegung: 
d'ä)    k^x        dii 


-Ajl. 


esi 
■  ey  ■- 

dz  •■ 


so  werden  zufolge   des   zuletzt  angeführten  Theorems    die  Differentialquotienten 
der  gestörten  Elemente: 


dt 
d(hy^.cm 


i)  . 


dt 
dQ, 


dt 


2a 


Diese  Formeln  sind  von  den  oben  (p.  353)  mitgetheilten  Formeln  Ha- 
railton's  darin  verschieden,  dass  statt  der  Länge  des  Perihels  und  des  Sinus 
versus  der  Neigung  multiplicirt  in  die  Quadratwurzel  des  halben  Parameters 
die  Entfernung  des  Perihels  vom  aufsteigenden  Knoten  und  der  Cosinus  der 
Neigung  multiplicirt  in  die  Quadratwurzel  des  halben  Parameters  als  Elemente 
eingeführt  sind. 

Die  beiden  Classen,  in  welche  sich  die  Elemente  theilen,  wenn  ihre  Diffe- 
rentialquotienten die  canonische  Form  haben,  werden  leicht  verändert,  indem 
man  zunächst  jedes  Element  aus  der  einen  Glasse  in  die  andere  bloss  dadurch 
bringen  kann,  dass  man  das  ihm  entsprechende  mit  entgegengesetztem  Zeichen 
einführt.  Hierdurch  kann  man  z.  B.  sechs  solcher  Elemente  auf  vier  verschie- 
dene Arten  in  die  beiden  Classen  theilen;  entsprechen  nämlich  respective  den 
drei  Elementen  der  einen  Classe  a,  b,  c  die  der  anderen  a',  b',  c',  so  hat  man 
die  vier  Classificationen: 
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in  welchen  die  Elemente  derselben  Classe  unter  einander,  die  entsprechenden 
neben  einander  stehen.  Man  kann  dann  ferner  statt  der  Elemente  einer  Classe 
irgend  welche  Functionen  derselben  als  Elemente  einer  Classe  betrachten  und 
allgemein  nach  dem  Theorem  XII  die  Elemente  der  andern  Classe  bestimmen. 
Sind  nämlich  «i,  a^,  ...,  «„,  die  Elemente  der  einen  Classe,  und  be- 
trachtet man  sie  als  Functionen  der  neuen  Elemente  ce[,  a^,  ...,  «'„,  so  ent- 
spricht nach  dem  angeführten  Theorem  einem  der  neuen  Elemente  «^  das  Ele- 
ment der  andern  Classe 

da,  da  da 

'^'  "^1   da.  '  öa.  '  "'   da^ 

"Wenn  man   daher  für  ein  Element  er    eine  Function  «'   desselben   einfiibrt,    so 
dass  cc  =  <f(a'')  ist,  so  hat  man  für  ß  zu  setzen; 

Führt  man   z.  B.    in  den  vorstehenden  Formeln  statt  -g—  das  Element   «  ein, 
so  hat  man  für  das  entsprechende  Element  t  zu  setzen: 

2ä^  ' 
so  dass  man  für  die  letzte  Horizontalreihe  in  diesen  Formeln  auch  schreiben  kann: 

da  SSi  2a^      ^         dSi 

dt    '^         k'^T     '  dt  da   ' 

Will    man    statt    k^p.  cosi'    bloss    cos«'    als    Element    einführen ,    so    setze    man 
Cj  ;=  a[  ^=  k]/f,  fXi  =  ci'yCi'j  =  kVp. Gosi,  woraus  man  erhält: 

ß[  =  ß,-^ß2<'     ß',  =  ß2<' 
so  dass  man  statt  w  und  Sl  zu  setzen  hat  w -\- co&i .  Sl   und  kVp.Q.     Um  die 
Hamilton' sehen  Formeln  abzuleiten,   setze  man   a^  =  al=  kYp,    «^  =  ß,  —  «2 
==-k}/p.Q.o$,i,  dann  giebt  die  allgemeine  Regel: 

ß[  =  ß.+ß,.    ß',=^-ßv 
so   dass,   wenn   man   noch   a^  an   Stelle    von  ßl,   —ßl   an  Stelle   von   a!,  setzt, 
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in  der  ersten  Classe  von  Elementen  kVp  und  JJ,  in  der  zweiten  $J+!(i  und 
/i:Vio(l  —  eosi)  erscheinen,  wie  es  in  den  Hamilton' seilen  Formeln  der  Fall  ist; 
if.  s.  w.  Allgemeinere  Aenderungen  geben  die  Theoreme  X  und  XI,  doch  um- 
fassen schon  die  vorstehenden  Betrachtungen,  wenn  man  die  Uebertragung  der 
Elemente  aus  einer  Glasse  in  die  andere  und  die  Einführung  von  Functionen 
der  Elemente  einer  Classe  statt  dieser  vereint  und  wiederholt  anwendet,  eine 
grosse  Mannigfaltigkeit  von  Elementensystemen  der  angegebenen  Art. 

§.  40.     Betraiclitung  der  Fälle,  in  welchen  die  Kräftefunction  durch  Drehung  oder 
Ve Schiebung  des  Coordinatensyatems  keine  Aendemng  erfährt. 

In  seiner  ersten  Abhandlung  über  die  Variation  der  Constanten  hatte 
Poisson  gefunden,  dass  für  die  elliptische  Bewegung  eines  Himmelskörpers  und 
für  die  Rotation  eines  Körpers,  der  durch  einen  augenblicklichen  Impuls  um 
einen  festen  Punkt  in  Bewegung  gesetzt  wird,  die  Differentialquotienten  der 
gestörten  Elemente  sich  auf  dieselbe  Weise  ausdrücken  lassen.  Es  liess  sich 
hiernach  vermuthen,  dass  dieselben  Formeln,  welche  für  zwei  so  verschieden- 
artige mechanische  Probleme  gelten,  Überhaupt  eine  allgemeinere  Bedeutung 
haben.  Dies  hat  Poisson  in  einer  zweiten  merkwürdigen  Abhandlung  über 
die  Variation  der  Constanten  in  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie  für 
1816  gezeigt. 

Ich  will  im  Folgenden  diese  allgemeinen  Resultate  aus  den  im  Vorher- 
gehenden gefundenen  Sätzen  ableiten. 

Es  seien  die  bekannten  Fonneln  für  die  Transformation  rechtwinkliger 
Coordinaten : 


cc^  =  a  ^,-^ß  5). -1-7  ti, 

Vi  =  «'  h+ß'  n.-^y'  r,, 

2.  =  a"-i.^ß"',^,-hy"t,, 

cos  Q,  coaic— cosisia'O  sin; 

e,    ß   =— cosS^sinw— cos*sin JJcosw, 

Y   =      s 

sin  SJ  cosw-|-cos«cos  Sisinj 

f,    ß'  =— sinßsinwi-i-eos*cosßcosw. 

Y'  =—c 

■■smisiaxo, 

ß"  :=  amioosvj, 

y"  z^HOS'i 

gesetzt  ist.    Man  leitet  aus  diesen  Ausdrücken  leicht  folgende  ebenfalls  bekannte 
Formeln  ab,  welche  von  einem  allgemeineren  Gebrauch  sind: 
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ÖJK,  Ö«.  ^       .  ^    .     .      ^  ^^;  ■    n 

da  ^''        dw  ■         ^*  '  di 

^V-  ^Vi                           .    ^   .    .                      ^^i                    „ 

— —  ^       a: , =  cos*..«.— Sin  Sisinr.2.,  -,.     =  — cosß.^., 

S9,  '          dw                    '                        '                  öt 

dz.  dz.                        .                            .  .             ÖS. 
^  ==        0. =  c5sS6sm*..s+smSJsiU'(.v  ,       =       cmhl.y. — sinSe.a!.. 

Sa  '        dw                             '                         '        di 

Für  die  Fälle    der  Mechanik,    welche   wir  hier   betrachten,    geht   die    partielle 

Differentialgleichung 

durch  die  angeführte  Substitution  in  folgende  Über: 

wo  in  Ü  für  3:^,  i/;j  Sj  bloss  i;,  %,  'd  zu  setzen  sind.  Denn  die  angegebene 
Substitution  kommt  mit  einer  blossen  Aenderung  der  Lage  der  rechtwinkligen 
Goordinatenaxen  ttberein,  durch  welche  sich,  wie  vorausgesetzt  werden  soll,  die 
Differentialgleichungen  des  mechanischen  Problems  nicht  ändern.  Hat  man 
daher  einen  Ausdruck  von  F  in  ^,,  j;,.,  ti  gefunden,  so  erhält  man  daraus  so- 
gleich einen  anderen  mit  drei  neuen  willkürlichen  Constanten  ß,  w,  i,  indem 
man  für  ^;,  )?;,   'd  die  Ausdrücke 

■■^,  =  «  ti+ß  %+y  C,, 

y^  =  a'  i.-\-ß'  %+y'  C,p 

z.  =  „"5,+j3");,+}'"^. 
setzt.     Nennt   man    die  den    ß,  w,  *'  entsprechenden  Constanten   ß',  w ,  %',  so 
werden  drei  Integralgleichungen  des  mechanischen  Problems: 


a' 

SV       ,  _  SV      ,      ev 

3r 

a'  = 

1  SV   dic.^         SV   %         dV    32,  \ 

^ \sV,  lia  '^ l)i/7  fa  ^ 'si^  Ja) ' 

n'  = 

1  SV   a»,         SV   3}.         SV    32,  \ 

^A3^,  3»  •+'^isr+^~s7J' 

i  = 

f  SV  Sa.  SV  Sy  3 F  32,  \ 
^'r&7Tr+  3y.     si  +  32,     Si  J' 

*)  Es  braucht  eicht  hcf 

;orgeliobcii  werden,  dass  der  Index  i  mit  dem  Winkel 
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Da 

dv           dw.       dv           dy.       dv 

ife, 

"ä^  =  '^i  —^i{   '       5y,    ~"  '"\  "dT '        ÖS.    ~ 

'  "'Ti" 

ist,  so 

verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in  folgende: 

f  CO!,     dx.          8y^     dy.          dz^ 

*  1' 

f  die.     dx.         dy.     dy,         dz. 

'"'  ^  ^"^Ara^-^r^  dz.    dt  -^^e^ 

dt  )• 

f  Sx,    die,        St/,    dl/,         Ss, 
i'  ^  S"\\-st^'^^i      W^^Sf 

dt )' 

wodurch  man,    vermittelst  der  angegebenen  Werthe  der  partiell  nach   Q,,  w, 
genommenen  Differenfcialqaotienten  von  Xj,  y^,  3^,  die  G-leichungen  erhält: 


>.(.- 


lt. 

-) 

+  cosßsiiu^m 

'V'   dt 

~^^^dt 

+siii  Si  sin*.^m 

*1 
^1    dt 

=  -. in  S2^  ».,(»•, 

dz, 

dt ) 

+  maaZnt,(y, 

du, 
"dt    ~^^* 

dl  )■ 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  die  bekannten  Sätze  von  der  Erhaltung  der 
Flächenräume,  die  hier  nicht,  wae  gewöhnlich,  durch  Integration,  sondern,  wie 
man  sieht,  durch  Differentiation  abgeleitet  werden. 

Damit  der  Ausdruck  von  V  in  ^i,  %,  'd  nicht  bereits  die  willkür- 
lichen Constanten  enthalte,  welche  aus  der  beliebigen  Annahme  der  Coor- 
dinatenaxen  hervorgehen,  kann  man  die  von  Laplace  sogenannte  unveränder- 
liche Ebene  zur  Ebene  der  ^,  t]  annehmen,  wodurch  bekanntlich  die  drei 
Flächensätze  die  Form  erhalten: 
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(      dt.  d^.  \ 

wenn    man    mit    kVp    die    constante    Stunme    der    in    die    respectiven 
multiplicirten  und    auf  die  unveränderliche  Ebene  projicirten  Arealgeschwindig- 
keiten der  einzelnen  Punkte  bezeichnet.     Man  erhält  für  diese  Annahme: 
/     d^.  dx.  \ 


(    ^^i 


*   dt  j 


:    Ä]^.siQ 


:    0. 


3V  _ 
dw    " 

dv  _ 

di   "" 

Die  letzte  Formel    zeigt,    dass  i  in    V  gar  nicht  vorkommen   wird;   die  beiden 
ersteren  geben  nach  Theorem  XII: 

d9>    _  _  da  d{k:yp.msi)  _    dÜ 

dt    ~       d{ky~p.cQs.i)  '  dt  öß  ' 

dw    _  an  d{k^)      _  _6ä_ 

dt     ~  dßVp)      '  ^^  ""    öw  ' 

welches    die    für    die  elliptische  Bewegung  gefundenen  Formeln   sind,    die  also, 

wie  wir  aus  dem  Vorstehenden  sehen,  für  alle  Probleme  der  Mechanik  gelten, 

für  welche  die  Flächensätze  stattfinden. 

Kann  man   auch  noch    den    Anfangspunkt   des   Coordinatensystenis    be- 
liebig ändern,  so  setze  mau 

X.  =  a+|.,     ?/.  =  ö+i;„     2,  =  c+£;; 
dieselbe  Methode,  die  wir  im  Vorigen  angewendet  haben,  giebt  dann: 
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da 


■■  ^-^:r^- 


Diese  Formeln  zeigen,  dass  der  Schwerpunkt  des  Systems  sicli  mit 
constanter  Geschwindigkeit  geradHnig  foi'tbewegt.  Die  Constanten  a' ,  b' ,  c ' 
sind  die  Oomponenten  dieser  Geschwindigkeit,  multipHcirt  in  die  Summe  der 
Massen.  Giebt  man  daher  den  Constanten  diese  Bedeutung,  so  erhält  man 
für  ihre  Störung  nach  Theorem  XII  die  ebenfalls  von  Poisson  gegebenen 
Formeln : 

da     dSi  da'    dSi 

dt  da'   'dt  da   ' 

'^^    „    ^^  '^^'    _  gfi 

"dt"  ~  "db'~'        dt     ~'         6h    ' 

_dc_  _  ea       de'  __      ea 

dt  de'   ^        dt  6c   ' 

In  seiner  ersten  Abhandlung  in  den  Phil.  Trans,  vom  J.  1834.  P.  IT. 
leitet  Hamilton  ebenfalls  die  Sätze  von  der  Erhaltung  der  Flächen  und  von 
der  Erhaltung  des  Schwerpunktes  aus  der  Form  ab,  welche  er  den  Integral- 
gleichungen vermittelst  seiner  charakteristischen  Function  V  gegeben  hat.  Das 
Theorem  XII  zeigt  aber,  wie  man  durch  dieselben  Betrachtungen  zugleich 
allgemein  die  Störungsformeln  für  die  hierbei  vorkommenden  Elemente  er- 
hält. Die  hier  angewandte  Methode  empfiehlt  sich  auch  dadurch,  dass  sie  in 
allen  Fällen  anwendbar  ist,  wenn  man  statt  der  Bestimmungsstücke  der  Punkte 
Ausdrücke  mit  einer  Anzahl  willkürlicher  Gonstanten  einführen  kann  von  der 
Art,  dass  diese  Constanten  aus  der  partiellen  Difterentialgleichung  oder,  was 
dasselbe  besagen  wül,  aus  der  Formel  für  die  lebendige  Kraft  gänzlich  her- 
ausgehen. In  allen  diesen  Fällen  erhält  man  durch  diese  Methode  vermittelst 
Differentiation  der  charakteristischen  Function  nach  diesen  Constanten  eine 
gleiche  Zahl  von  Integralgleichungen  mit  neuen  willkürlichen  Constanten  und 
hierdurch  zu  gleicher  Zeit  nach  Theorem  XII  die  Differentialquotienten  der 
gestörten  Werthe  dieser  Constanten. 
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§.  41.     Ueber  den  Charakter  und  die  Tragweite  der  oben  aufgestellten  Theoreme. 

Die  Theoreme  X — XII  sind  gänzlich  unabhängig  von  der  Bedeutung, 
welche  darin  den  Grössen  Cj,  a^,  . . .,  a„„  ßi,  ß^,  .  .  .,  /?,„  gegeben  wurde, 
dass  sie  In  einem  Problem  der  Mechanik  die  constanten  Elemente  seien;  denn 
alles,  was  sich  auf  ein  solches  Problem  bezieht,  ist  aus  diesen  Theoremen 
herausgegangen.  Hiernach  geben  die  Theoreme  X — XII  die  allgemehiste  Art, 
wie  man  ein  System  von  Differentialgleichungen,  welches  die  canonische  Form  hat, 
durch  Einführung  anderer  Variahein  in  ein  anderes  System  von  der  nämlichen 
Form  transformiren  kann. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  freien  Systems  in  der 
Lagrange'schen  Form, 

d\  dU  clSj^  du  d-s.  dU 

"*'  dt'    ~    die.  '     ™'  dt^    ~    dij.  '     "''"  dt'    '~    dz.  ' 

erhalten  die  canonische  Form,  wenn  man  die  Ausdrücke 

dx.  dl/.  dz. 

'™i"W'     ^''IT'     '^'~df 

als  Sn  neue  Variabele  nnd  statt  der  Function   ü  die  Function 

einführt.  Die  allgemeineren  Gleichungen,  welche  Polsson  und  Lagrange  für 
den  Fall  erhalten  haben,  dass  man  irgend  welche  andere  Bestimmungsstücke 
der  Punkte  des  Systems  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  als  Variabele  ein- 
führt, erhalten  in  der  Modification,  die  ihnen  Hamilton  gegeben  hat,  eben- 
falls die  canonische  Form.  Dieselbe  canonische  Form  der  Differentialgleichungen 
wird,  wie  Poisson  imd  Lagrange  gezeigt  haben,  erhalten,  wenn  man  das  vor- 
gelegte mechanische  Problem  als  ein  Störungsproblem  betrachtet,  und  die  der 
Zeit  t  =  0  in  dem  Näherungsproblem  entprechenden  Werthe  der  oben  mit  q 
und  p  bezeichneten  Grössen  als  Variabele  einfilhrt.  Endlich  werden  auch  die 
bekannten  Ausdrficke  für  die  Differentialquotienten  der  gestörten  Elemente  der 
elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  durch  eine  leichte  Modification,  wie  wh- 
oben  gesehen  haben,  in  die  canonische  Form  gebracht,  und  das  Gleiche  gilt 
für  die  durch  eine  beschleunigende  Kraft  gestörten  Elemente  der  Rotation  eines 
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festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt.  Man  hatte  so  mehrere  Beispiele,  in 
welchen  ein  und  dasselbe  System  von  Differentialgleichungen,  welches  die  ca- 
nonische Form  hat,  auf  mannigfaltige  Art  durch  Einftihrung  neuer  Variabein 
wieder  in  die  eanonische  Form  zurückkehrt.  Indessen  war  es  wünschenswerth, 
hierfür  eine  allgemeine  Eegel  und  ein  aligemeines  Verfahren  aufzufinden,  wie 
dieses  in  den  Theoremen  X — XII  geschehen  ist.  Die  Formeln  ftlr  die  Variation 
der  Constanten  in  den  Problemen  der  Mechanik,  und  zwar  in  ihrer  einfachsten 
Gestalt,  sind  hiernach  nur  ein  Fall  der  Transformation  einer  canonischen  Form 
in  eine  andere.  Diesen  Fall  giebt  das  allgemeine  Theorem  X  auf  folgende  Art, 
Es  seien  die  Differentialgleichungen  eines  Problems: 


d,^ 

an 

afl, 

*^- 

an 

Sü, 

dt 

"S^ 

-^T^T' 

* 

'~^^ 

'^jT 

äq. 

du 

Sff, 

dp. 

dH 

öff, 

dt 

-^ 

+1S' 

dt 

'^'S^' 

~si; 

<*?,, 

SR 

aB, 

*.  _ 

SU 

au, 

dt 

"TS 

+  *:' 

dt 

'  "^^~ 

"s%. 

in  welchen  H^  eine  beliebige  Function  der  Grössen  q^,  p^  und  der  Grösse  t, 
H  eine  Function  derselben  Grössen  q^,  p^  bedeute,  die  aber  nicht  i  enthält. 
Setzt  man  in  dem  Theorem  X  — (-ff+ifi)  für  H^,  die  Grössen  5,,  q^,  . .  .,  q,,^ 
für  «,,  «2,  ...,  a^,  die  Grössen  ^,,  p^,  . .  .,  p^  für  /?,,  ß^,  .  . .,  ß^,  ferner 
(ü,,  «s,  .  . .,  «,„,  ßi,  ß^,  ...,  ß^  für  cc[,  «s,  ■ .  -,  <,  ß[,  ß'i,  ■  ■  ■,  ßL  so  erhält 
man  die  allgemeinste  Transformation  der  vorgelegten  Differentialgleichungen 
in  andere  von  der  nämlichen  Form,  indem  man  eine  beliebige  Function  der 
Grössen  q^,  q^,  ...,  q^,  «„  a^,  ...,  a^,  annimmt, 

'/'(9p    Ss'    ■  ■■'    ?m'    '^1'    "ä'    ■■■'    "m)' 

und  die  Gleichungen  bildet: 

d\p    61/y    ___  dtp 

-^  =    ß     A"*-  =     s    ...,  -^=    ß  ■ 

führt  man  die  durch  diese  Gleichungen  bestimmten  Variabein  cfi,  a^,  .  .  .,  «„„ 
ßi,  ßs,  . .  .,  ß^  statt  der  ursprünglichen  Variabein  5,,  q.^,  .  .  .,  q„,,  Pi,  Ps,  . . .,  p^ 
in  die  gegebenen  Differentialgleichungen  ein,   so  erhalten  sie  zufolge  des  Theo- 
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rems  X  wieder    dieselbe   Form.     Es  werden  nämlicli  zufolge  dieses  Theorems, 

wenn  man  H-\-H^  durch  die  neuen  Variabein  «^,  a^,  .  . .,  «„,,  /?i,  ß^,  .  .  .,  ß^^ 

ausdräckt,    die  gegebenen  Differentialgleichungen    in  die  folgenden  transformirt: 

da,  dll        dE\  dß^  dH        5if, 

da,  dE        dll^  dß^  OB        öfl, 


(ill. 

dH 

dB, 

*, 

dB 

SB, 

^dt  ■  ■ 

~    3ft. 

+!%:■ 

dt  " 

S«„. 

So.  ■ 

Man  erhält  die  Formeln  für  die  Variation  der  Constanten,  wenn  man  die  ganz 
willkürliche  Function  ^  so  bestimmt,  dass  vermittelst  der  Gleichungen 

dip dip    d}p 

65,  ''      9g,  '  '  ''      öq^i^  '" 

die  Function  H  sich  auf  eine  der  Grössen  a,  %.  B.  auf  «„„  reducirt,  was  immer 
möglich  ist.     Vermittelst  dieser  Gleichungen  wird  nämlich 


eine  partielle  Differentialgleichung  zwischen  '^}  und  den  unabhängigen  Variabein 
$1!  2s)  •■■)  9n.j  '11  welcher  die  gesuchte  Function  i//  nicht  selber  vorkommt, 
sondern  nm'  ihre  ersten,  nach  diesen  Variabein  genommenen  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten. Man  wird  immer  eine  solche  Function  t/j  finden  können, 
welche  dieser  Gleichung 

Genüge  leistet  und  ausser  den  Grössen  q^,  q^,  . .  .,  q,„,  «„,  noch  m  — 1  andere 
Grössen  «,,  «3,  ,  .  .,  «„,_,  involvirt,  unter  welche  eine  bloss  durch  Addition  mit 
yj  verbundene  nicht  mit  zu  rechnen  ist.  Hat  man  eine  solche  Function  yj  ge- 
funden, für  welche  der  Ausdruck 

JJ(q„  q„  . . .,  5,„,  p„  p.^,  . . .,  pJ  —  %, 
„(  dip  dip  Bip  \ 

identisch  gleich  Nul!  wird,  so  reduciren  sich  die  transformirten  Differential- 
gleichungen für  diese  besondere  Function  auf  folgende: 
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<io,               311^ 

dß,           an. 

dt                dß,    • 

dt                 da,   ' 

da,              8H, 

dß,                3U, 

dt                dß,    ' 

dt                  aa,  ' 

•'«.-t             ™t 

iiiS__,                SH, 

^W^  ~  dß^^,' 

dt               ^%,-i ' 

da_            3if, 

*„                  ^H, 

'"             Sß,,  • 

"dt                   3a,        '■ 

Setzt  man 

«,.  =  '*.     ß. 

=  -((+.), 

so  werden  die  beiden  letzten  Gleichungen; 

dlt               BH, 

de          311, 

TT  =         ST' 

~S~  "  TT' 

Man  erhält  dann  die  nach  t  genommenen  Differentialquotienten  aller  neuen  Va- 
riabein durch  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  H,  allein  aus- 
gedrückt, welche  man,  wenn  H  den  hauptsächlichsten  Theil  von  Il-hUi  aus- 
macht, als  Störungsfunction  betrachten  kann.  Setzt  man  in  den  vorstehenden 
Formeln 

11^  =  0, 
so  zeigen  dieselben,  dass.die  Differentialgleichungen 

dH 
dp^_  ' 


-(*+-■), 


dq^                  dH          dq^ 
dt     ^        '~dp^ '      '^dt"  "^ 

au 

= 

dp^                6H    .     dp^ 
~df  ^        Ö^'     ~Ä"  ^ 

SU 

=  - 

sich  vermittelst  der  Gleichungen 

dip                      dtp 

3^ 

=  — R.. 

3^       _ 

=    ß.-,- 

aii> 

in  welchen 

^^(9^    ?2' 


,  7()-t-0oiist. 


eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
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'  >-'(?,.  5=. 


'  9... 


ist,  in  die  Gleichu: 


=  0, 


■'  %.^pl^  Pi,  ■■■'  PJ 

dtp            dip 

8q^   '         8q^  '  ■  ■  ■! 

^V)"" 
^1..' 

^  %■-. 

<}h 

.■■^^-'-. 

4-0 

ständigen    Integrale 

erhalten    werden , 

-(<+■) 


it 

dß, 

transformiren ,    oder   dai 
man  in  den  Gleichungen 

dU/   dip   __  3(^     

Öq^  ^li      ""  '     '       '  ^?ra  "' 

die  Grössen  ß-,,  a^,  .  .  .,  «„,_!,  /?(,  /?2,  .  .  .,  ß^^i,  h,  r  als  willkürliche  Constanten 
betrachtet.  Diese  Grössen  werden  aber  variabel,  wenn  H,  nicht  verschwindet, 
und  sind,  wenn  man  ^i  als  Störungsfunction  betrachtet,  gleichzeitig  die  ge- 
störten oder  veränderlichen  Elemente. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  zeigen,  dass  das  Theorem  X,  von  dem 
ich  oben  einen  directen  Beweis  gegeben  habe,  sowohl  die  Zurückführung  eines 
mechanischen  Problems,  in  welchem  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt, 
auf  die  vollständige  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  urafasst,  als  auch  die  allgemeinsten  und  einfachsten  Formeln  für  die 
Variation  der  Constanten.  Ich  bemerke  auch  noch,  dass  der  hier  gegebene 
Beweis  der  Formeln  für  die  Variation  der  Constanten  sieh  dadurch  von  anderen 
unterscheidet,  dass  man  nicht  besonders  den  Satz  zu  beweisen  braucht,  dass 
die  in  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Störungsfunction  multiplicirten 
Ausdrücke  nicht  t  explicite  enthalten.  Man  findet  nämlich  durch  eine  directe 
Transformation  der  gegebenen  Differentialgleichungen  Formeln  für  die  Variation 
der  Elemente,  in  welchen  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Störungs- 
function nur  mit  +1  oder  — 1  niultiplicii-t  sind,  woraus,  wie  man  weiss,  der 
angeführte  Satz  für  jedes  beliebige  System  von  Elementen  von  selber  folgt. 

§.  42.     Allgemeinste  Transformatioii  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
"Wir  haben   oben    gesehen,   dass  die  Integration  eines   Systems  gewöhn- 
licher Ditierentialgleichungen,    welches    die   canonische  Form   luit,   auf  die  voll- 
v.  50 
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ständige  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück- 
kommt, in  welchei'  die  gesuchte  Function  nicht  selber,  sondern  nur  ihre  ersten 
Differentialquotienten  vorkommen.  Die  allgemeinste  Art  der  Transformation 
einer  canonischen  Form  in  eine  andere  muss  daher  zu  gleicher  Zeit  die  allge- 
meinste Transformation  einer  partiellen  Differentialgleichung  der  erwähnten  Art 
geben.  Denn  wenn  man  statt  der  unbekannten  Function  und  der  unabhängigen 
Vai'iabeln  eine  gleiche  Anzahl  beliebiger  Functionen  derselben  als  neue  unbe- 
kannte Function  und  unabhängige  Variabele  einführt,  so  giebt  dies  noch  keines- 
wegs die  allgemeinste  Transformation,  indem  die  allgemeinsten  Substitutionen 
zu  gleicher  Zeit  noch  die  partiellen  Diff'erentialquotienten  selber  involviren,  wie 
dieses  aus  nachfolgendem  Theorem  erhellt,  in  welchem  die  gegebene  partielle 
Differentialgleichung  auch  die  unbekannte  Function  selber  auf  irgend  eine  Weise 
enthalten  kann. 

Theorem  XV. 
„Es  sei  die  partielle  Differentialgleichung  gegeben: 

tiw ,  «  ..'.  ^  ^^  ^^  ...  ^  =  0 

so  erhält  man  ihre  allgemeinste  Transformation,  v)enn  man  eine  neue  unbekcmnte 
Function  Z  einführt,  welche  man  einer  beliebigen  Function  von  W,  x^,  x^,  .  .  .,  x^ 
und  n  neuen  Grössen  t^,  t^,  .  . .,  i„  gleichsetzt, 

Z  =  f(W,  x^,  w^,  ...,  x^,  t^,  i„  ...,  tj, 
und  aus  den  2n-\-2  Gleichungen 

F  =  0,    Z  =  f. 


df  aw      sf 

az 

df 

31,  ' 

df  aw      af  _ 
'aw~3^~'~~ai;  ^  "' 

BZ 

St,    ^ 

af 

St,' 

'  df  aw      af  _ 

aw  3x^        3.1. 

az' 

af 

,  ^  ..       T,7                       aw 

1  Grossen   W,  x,,  x^,  . . .,  x„,  -^ 

aw 

dW    ,.   .  . , 

a^. 

die  2n+l  Grössen  W,  x^,  x^,  . . .,  x„,  -^::r>  '^::ri  ■■■>  ~ß —  eliminirt.  Hier- 
durch erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  Z,  t^,  t^,  . .  .,  t„,  ~ä^  >  "df'  '"'  ~ßi~ ' 
welche  die  transformirte  partielle  Differentialgleichung  ist." 

Weniger  allgemein  ist  die  in  dem  folgenden  Theorem  enthaltene  Trans- 
formation. 


y  Google 


UND  ÜBER  DIE  THEORIE  DER  STÖRUNGEN.  395 

Theorem  XVI. 
„Es  sei  zwischen   W  und  den  n  unabhängigen   Variabein  Xi,  x^,  . .  ,,  a;„ 
eine  'partielle  Differentialgleichung  erster   Ordnung  gegeben,    so  erhält  man  eine 
Transformation  derselben,   wenn  man  Z  einer  beliebigen  Function  dieser  und  der 
n  Variabein  t^,  t^,  .  .  .,  t^  gleichsetzt, 

Z  =  f(W,  w^,  w.^,  . . .,  x^,  t^,  t^,  . . .,  Q, 

und  ausserdem  zwischen  den  in  f  enthaltenen  Variabein  beliebige  Relationen  annimmt, 

f^iW,  x^,  *a,  ...,  o)^,  t^,  t^,  ...,  tj  =  0, 

f^(,W,  x^,  x^,  . . .,  x^,  t^,  (3,  . . .,  tj  =  0, 


f^(W,  x^,  x^,  ...,  x^,  t^,  (3,  ...,  tJ  =  0, 
dei'en   Zahl   k  aber  kleiner  als  n  sein  muss;   eliminirt  man  aus  der  gegebenen 
Differentialgleichung  verm,ittelst  dieser  k-^\  Gleichungen  und  vermittelst  der  Glei- 
chungen 


dx^ 

af        ai         af, 
-ak^'-'^^'''S^^- 

*  a^. 

=  0, 

3W 

*a-^+ 

=  0, 

dW 

■-;4^ 

=  0, 

az 

3/     ,   a/-,     ,   af, 

T^ +^.  TlT- +■•.  Ti;" +■ 
dfj         1   at^         -    dij 

-•l. 

az 

3f      ,  3/,         af. 

Bf, 

az 

3f        af         af, 
-sr+'rar+>-^'at+- 

Bf 

*= 

af        af,  ,      af, 
'8w^'-'aW~'~'-''aW^' 

■■+^.w 

!    3^1,    3^2,     , 

BW    aw 

■  ■'      "'     die    '     Bx    '    '  '  '' 

aw 

z,,  .. 

die  Grössen  W.  x,,  x.,  .  .  .,  x.,  -ft—,  -^ — ,  .  . .,  -t^— ,  ^i,  X,,  . .  .,  ^i,,  so  ver- 

wandelt  sich  die  gegebene  Differentialgleichung   in   eine   andere   zwischen  Z  und 
deii  unabhängigen  Variabein  t,,  t^,  ...,  t„." 

Die  beiden  Theoreme  XV  und  XVI  bedürfen  keines  Beweises. 
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ÜBER  DIE  VOLLSTÄNDIGEN  LOSUNGEN  EINER 

PARTIELLEN  DIFFERENTIALGLEICHUNG 

ERSTER  ORDNUNG. 


§.  1.     Zusamraenhang  dor  volIständigeQ  Losung  einer  partiellen  Difteretitialgleicliiiug 

mit  dem  System  der  vollständigen  IntegraJgleichungen  eines  Systems 

gewöhnlicher  Differentialgleichungen. 

Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  die  gesuchte 
Function  selbst  enthält,  so  giebt  eine  vollständige  Lösung  derselben  die  voll- 
ständigen Integralgleichungen  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen, 
welche  den  in  der  Dynamik  auftretenden  ähnlich,  aber  von  allgemeinerem 
Charakter  sind.  Man  hat  dann  folgendes  Theorem: 
,,Es  sei 

eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 


f— > 

wo  II  eine  Function  roü 

t,     (i„     q„     .  .  ., 

„     as       ds 

ist  und  ß,  «1,  «2,  .  .  .,  ß„ 

die  willkürlichen  Constanten  h 

in  H  für  -^—,    -^—,    . 
•'          Sq^          S<t2 

.  .,    -^ —  die  Grossen  pi,  p^, 

die  Gleichungen 

S  =  f(l. 

ir  «!.  ■■■.  !..  «.  °i.  "s.  •••.«, 

(1) 

af  _ 

af                       8f 

JL.JL. 

da   '   ßßj 

Bf  .       .    Sf          ,.,..  .       . 

^^ 'Si;;; ->'■'''■<'' 

. . . ,  p^  und   bilde 
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WO  ß,  /?!,  ^3,  .  ,  .,  ß^  neue  willkürliche  Comtaiäen  bedeuten,  so  sind 
diese  Gleichungen  die  vollständigen  Integralgleichungen  eines  zwischen  den 
Variabein 

t,  5,,  j„  ...,  },,  S,  ;>„yj ji, 

stattßndenden  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen: 

dq^    ^    3H        df^    _        SH  dH 

TT  5^'      ~dt  i%      ''iTäF' 

dq,    __    dH         df,    _        dll  SH 

~dt  5^'    TT  ~       eq^~^'  "W 


(2) 


<i?,„        S-f/      4>,.  3/r        SÄ 

dS  dH  8H  8B       „ 

dt  '  '    öpj       ^  ^   op,^  ^ '"  öp 

Man  kann  in  den  Gleichungen  (1)  die  Proportionen 

AL..J^.......JL  =  «■«■....-.s 

da    '  da    9h  f  ■  Hi fm 


durch  folgende  Gleichungen  ersetzen 


(3)    log-lf 

wo    /  =  log/:^,    Yi  = 
bedeuten  und 


Sa,  'i^ 


■"«s. 


So 


=  y..+T, 


„  =  log/?,,,   ebenfalls   willkürliclie    Constanten 


dT  _       dH 

dt"  ~        SS 


zu  setzen  ist. 

Der  Beweis  des  vorstehenden  Theorems  kann  folgendermassen  geführt 
werden.  Wenn  man  die  Integralgleichungen  differentiirt  und  nach  geschehener 
Differentiation  die  Differentialgleichungen  (2)  Bubstititirt,  so  hat  man  nur  zu 
zeigen,  dass  die  so  erhaltenen  Gleichungen  durch  Substitution  der  aus  den 
Integralgleichungen  entnommenen  Werthe 

df  _  _3f_  _    df 

dq^  '     ^  8q^  '     ■  ■  ■'     i'm  g^^^^ 

identisch  werden.     Dies  folgt  aber  unmittelbar  daraus,  dass  die  Function 

es 

dt 


(4)      S  =  f,     ft   : 


'-+S 
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selbst,  mithin  auch  ihre  nach  den  Grössen 

2i'  Ss'  ■■■'  ?.„'  "'  «n  S'  ■■■'  "m 
genommenen    partiellen    Differentialquotienten    identisch    gleich    Null    werden, 
wenn    man    in    denselben    vor    den    anzustellenden    partiellen    Differentiationen 
die  nämlichen  "Werthe  (4)  substituirt. 

Ich  will  aber  jetzt  zeigen,  dass,  wenn  die  zu  Grunde  gelegte  Lösimg 
S  =  f  eine  vollständige  ist,  die  Gleichungen  (1)  auch  wirklich  ein  System 
vollständiger  Integralgleichungen  bilden  können. 

Damit  die  Lösung  -S  ^=  /  einer  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  eine  vollständige  sei,  darf  dieselbe  keiner  anderen  von  den 
willkürlichen  Constanten  freien  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  denselben  Variabein  Genüge  leisten.  Da  man  aus  zwei  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  den  Variabein 

S,     t,     2n     ?s'     ■  ■  ■'     ? 
immer   einen  partiellen  Differentialquotienten,    z.B.  -^.— ,    eliminircn   kann,    so 

kann  man  die  aufgestellte  Bedingung  auch  so  aussprechen,   dass  es  keine  iden- 
tische Gleichung  allein  zwischen  den  Grössen 

%i   '        %a  '     '   '   ''       dq^^^  '       '      ^''      ■'^' 
geben  darf,  oder  dass  die  Ausdrücke 

df         Bf  ^di_ 

als  Functionen  der  willkürlichen  Constanten 


f, 


?,. 


f. 


betrachtet,  von  einander  anabhängig  sein  müssen.    Es  wird  daher,  wenn  ,S  ^ 
eine  vollständige  Lösung  ist,  die  aus  den  Grössen 

Sf  df_  dj_  _df_ 

Sa    '  da^   '  9ßj  '         ■   ■   ■'  ^(^^  ' 

ä'f 


S'f 

6a  ^  dq^   ' 

s'f 

daßq^  ' 

a'f 

s'f 

3<t,Sq,   ' 

a'f 

d'f 

6aßq^^  ' 

a'f 
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gebildete  Determinante  nicht  verschwinden.     Setzt  man 

da  '       ÖKj  ^'       da^  ^'     '   '  ''      Q^ 

SO  werden  die  vorstehenden  Grössen: 


Ö32  '      dq., 


^?7 


ÖM  ÖM,  ÖMg  ^"„1 

Nach  einer  von  mir  in  dem  Aufsätze  „De  hinis  qmhitslibet  functionihus 
homogeneis  etc."  aufgestellten  und  auf  die  Transformation  der  vielfachen  Inte- 
grale angewandten  Satze")  ist  die  Determinante  der  vorstehenden  Grössen  gleich 
der  in  Bezug  auf  q^,  q^,  ...,  q,„  gebildeten  Funcfionaldeterminante  der  Grossen 


multiplicirt  mit  u""^^.     Man  hat  daher  den  folgenden  Satz : 

Theorem  I. 
„Es  sei  f  eine  beliebige  Function  der  Grössen 

^    9p    q^,    ■  ■  ■>    q,„,    a,    «1,    «s'    ■  ■  ■'    «™. 
so  ist  die  in  Bezug  au/  a,  cc^,  a^,  . .  .,  k,„  gebildete  Functionaldeterminante 
der  m  +  I  Functionen 

_Ö/       _df_  8f 

dq^  '      65    '     ■  ■  ■'      Sq^^^ 

gleich   der   in  Bezug   auf   q^,  q^,  .  .  .,  q„,  gebildeten  Functionaldeterminante 
der  m  Functionen 

&f 
da, 

da 


f, 


_df_ 

da 


iL 
da 


(Sf\ 


multiplicirt  mit  \-J-\ 

")  Orelle's  Jouraal,  Bd,  XII  p.  40;    diese  Ausgabe,  Bd.  III  p.  235—22 
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Aus  dem  vorstehenden  Theorem  ergiebt  sich  das  folgende : 

Theorem  TL 
„Es  sei  S  ^  f  eine  vollständige  Lösung  einer  zwischen   der  Function  S 
und  m  +  1  unabhängigen   Variabein  gegebenen  partiellen  Differmtialgleichung 
erster  Ordnung;  es  seien  ferner  die  in  f  enthaltenen  willkürlichen  Constanten 


so  sind  die  m  Qtmiierde'ii 

df 
Sa, 

3f 
3", 

Bf 

df    • 
Bit 

da 

■  ■•        Bf 
3a 

in  Bezug  auf  je  m  der  m+1  Variabein  von  einander  unabhängige  Functionen, 
oder  es  giebt  zwischen  diesen  Quotienten,  einer  der  m-|-l  Variabein  und  den 
willkürlichen  Constanten  keine  identische  Gleichung." 

Daratis,     dass    zufolge    der    Definition    einer    vollständigen    Lösung    die 
Functionen 

f   IL    JL    ...    IL 

in  Bezug  auf  et,  «[,  k^,  ,  .  .,  «,„  von  einandei'  unabhängig  sind,  folgt,  dass  man 
aus  den  Gleichungen  (1)  die  willkürlichen  Constanten 

"'      ""      "^'     "   "   ■'     """       ß    '      /3"'      ■   ■   ■'       ß 
durch   die   Variabein 

S.       *>       5l.       ?si       ■    ■    ■>       ?™r      Pv      P2^       ■    -    -,      P,„ 

ausgedrückt  erhalten  kann.  Aus  dem  Theorem  II  ergiebt  sich  aber  ferner,  dass 
man,  wenn  S  ^  f  eine  vollständige  Lösung  ist,  vermittelst  der  Gleichungen  (1) 
immer  auch  die  Grössen 

'S,    $1,    53,    ■  ■  -,    g,,,,   p^,   p^,    .  ■  .,   f,„ 
durch  t  und  die  angegebenen  willkürlichen  Constanten  ausdrücken  kann.    Wenn 
daher  S  ^  f  eine   vollständige  Lösung  ist,   so  erfüllen  die  Gleichungen  (1)  die 
Bedingungen,   welche   im  Allgemeinen  zu  einem  System  vollständiger  Integral- 
gleichungen erforderhch  sind.     Ist  aber  diesen  allgemeinen  Bedingungen  genügt, 

51* 
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SO  zeigt   der   im  Vorhergehenden   angedeutete  Beweis,    dass,    wenn   S  =  f   die 
vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

ist,    durch    die  Gleichungen  (1)   das    System    der   gewöhnlichen   Differentialglei- 
chungen (2)  vollständig  integrirt  wird. 

§.  2.     Von  den  überzähligen  wiUkürliclien  Constanten. 

Bei  Aufsuchung  einer  vollständigen  Lösung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung ereignet  es  sich  bisweilen,  dass  durch  den  naturgemässen  Gang  der 
Betrachtung  eine  grössere  Zahl  willkürlicher  Oonstanten  in  die  Lösung  einge- 
führt wird,  als  zu  einer  vollständigen  Lösung  erfordert  wird.  Setzt  man,  wie 
es  verstattet  ist,  einige  derselben  gleich  Null,  so  wird  unter  Umständen  die 
Symmetrie  gestört;  daher  wird  es  zuweilen  rathsam  sein,  sämmtliche  willkür- 
hche  Constanten  in  der  Lösung  beizubehalten.  Die  Function  -S  enthält  dann, 
falls  wir  uns  auf  den  Fall  der  Dynamik  beschränken,  in  welchem  S  in  der 
partiellen  Differentialgleichung  nicht  vorkommt,  und  wenn  wir  von  der  additiven 
Constante  abstrahh-en,  mehr  als  m  willkürliche  Constanten,  die  ich  mit 

«j,    ßj,     .  .  .,    «j 
bezeichnen  will,  wo  k  >  m  ist.     Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  diese  wÜl- 
ktlrlichen   Constanten   sich    in   der  Function  S   nicht  auf  eine   kleinere   Anzahl 
bringen  lassen,   indem  man  gewisse  Functionen  von  ihnen  als  die  willkürlichen 
Constanten  einführt. 

Um  den  hier  betrachteten  Fall  auf  den  früheren  zurückzuführen,  wo 
die  Function  S  gerade  die  gehörige  Anzahl  von  m  willkürlichen  Oonstanten  ent- 
hält, kann  man  sich  vorstellen,  dass  beliebige  m  von  den  Grössen  «,,  a^,  . .  .,  «^ 
diese  m  willkürlichen  Constanten,  die  übrigen  k  —  m  aber  beliebige  particulare 
Constanten  sind.  Man  kann  hierdurch  sämmtliche  im  Vorigen  gefundene  Re- 
sultate auf  den  Fall  anwenden,  wo  die  Lösung  iS  überzählige  willkürliche  Con- 
stanten enthält. 

Es  folgt  hieraus  zunächst,  dass  die  Gleichungen 

f  es  ds  es 

^^^^'  ^;^^^'  " ■  ■'  ^^^"•' 

8a,  ^'       da„  '^'^'  '      da,,.  * 


(1) 
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wiederum  Iiitegralgkichungen  des  Systems  dei-  dynamischen  Gleichungen  sein 
werden,  und  dass,  wenn  man  von  den  letzteren  k  eine  Anzahl  m  behebig  aus- 
wählt, diese  mit  den  ersteren  m  zusammen  als  das  ganze  System  der  vollstän- 
digen dynamischen  Integralgleichungen  angesehen  werden  können.  Die  übrigen 
k  —  m  Gleichungen  müssen  daher  aus  ihnen  folgen.  Wenn  diese  Gleichungen 
aber  auch  nichts  Neues  ergeben,  so  können  sie  doch  beinerkenswerthe  Combi- 
nationen  der  übrigen  sein,  zu  welchen  man  auf  diese  Weise  durch  die  über- 
zähligen Oonstanten  gelangt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  die  Constanten  y?,,  ß^,  .  .  .,  ß^  nicht 
alle  willkürlich  sein  können,  sondern  dass  k  —  m  unter  ihnen  von  den  übrigen 
und  von  den  Constanten  «[,  «a,  .  .  .,  a,.  abhängen,  und  eben  so  müssen  sieh 
k — w.  der  Functionen 

es       ds  ds 

durch  die  übrigen   und  die  Gonstanten  «,,  a^,  ...,  a^  bestimmen  lassen.     Dies 
ergiebt  sieh  auch  durch  die  folgenden  Betrachtungen. 
Zwischen  den  Functionen 

dS_       dS_       dS_  dS_ 

dt   '     dq^  '.     dq^  '    '  '  ''     65,,, 

und  den  Grössen  t,  q^,  q^r  ■  ■  ■;  ^m  giebt  es  eine  von  allen  willküi'lichen  Con- 
stanten freie  Gleichung,  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung.  Wenn  da- 
her diese  Functionen  willkürliche  Constanten  «i,  «3,  .  . .,  cc^+i  enthalten,  so  sind 
sie,  als  Functionen  von  diesen  betrachtet,  nicht  von  einander  unabhängig,  und 
es  verschwindet  daher  ihre  in  Bezug  auf  «1,  «2,  . .  .,  a„+i  gebildete  Functional- 
determinante.  Aber  diese  ist  dieselbe,  wie  die  in  Bezug  auf  ?,  q^,  q^,  ,  .  .,  q„^ 
gebildete  Functionaldeterminante  der  Functionen 
dS        dS_  dS 

und  ihr  Verschwinden  lehrt,  dass  es  auch  zwischen  den  letzteren  Functionen 
eine  von  den  Grössen  t,  ^,,  g^,  ,  .  .,  q„  unabhängige  Gleichung  giebt,  welche 
nur  noch  die  Grössen  Cj,  «a,  . .  ,,  tt,^+i  enthält.  Dies  aber  giebt  den  zu  be- 
weisenden Satz,  wenn  man  nach  und  nach  «,^+i,  «^+2,  . .  .,  a*  für  a„,_^_i  setzt 
oder  allgemeiner  für  Kj,  «s,  .  .  .,  «,„^_i  behebige  m+1  von  den  Grössen 
ß. .   a„,   .  .  .,   ß.   nimmt. 
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Teil  bemerke  ferner,  dass  es  zwischen  den  Grössen 
t,     q^,     g^,   . . .,  g,,^,     a,,     ß^,   . . .,  «j 
keine  Relation  giebt,  sondern  dass,  wenn  man  auf  eine  Gleichung  zwischen  diesen 
Grössen  kommt,  dieselbe  identisch  sein  muss. 

In  meiner  Abhandlung  „DilucidaHones  de  aequationura  diferentialium 
vulgarmm  systematis  etc."*)  habe  ich  die  Folgerungen,  welche  sich  aus  dem 
Vorkommen  überzähliger  willkürlicher  Oonstanten  in  den  Integralgleichungen 
ziehen  lassen,  ausftihrlich  und,  wie  ich  glaube,  zuerat  untersucht,  indem  ich  in 
dieser  Abhandlung  alle  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Natur  eines  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  und  ihrer  Integralgleichungen  zusammen- 
stellen wollte,  durch  welche  die  Darstellung  der  von  mir  in  Bezug  auf  die  dy- 
namischen Differentialgleichungen  gefundenen  Resultate  an  Klarheit  gewinnen 
kann.  Man  habe  im  Allgemeinen  eine  Anzahl  zu  einem  System  vollständiger 
Integralgleichungen  gehöriger  Gleichungen 

(2)    Mj  =  0,    M,  =  0,     .  .  .,     «„,  =  0, 
aus  denen  man  durch  Differentiation  und  Substitution  der  gegebenen  Differential- 
gleichungen keine  neue  Gleichung  erhalten  kann,    die  sich  nicht  aus  ihnen  von 
selbst  ergiebt.      Enthalten    die  Gleichungen  (2)    mehr   als  'in   willkürliche  Con- 
stanten 

ßj,  ßg,       ...,       a,^,  ß,„^,,       ■    ■    ■,       «;.) 

so  kann  man  beliebige  k  —  m  derselben  als  überzählige  betrachten.  Löst  man 
die  Gleichungen  (2)  nach  «,,  «j,  .  .  .,  «,„  auf  und  erhält  dadurch  die  Glei- 
chungen 

so  enthalten  die  Functionen  v^.  v^,  -  -  .,  v,,^  bloss  die  überzähligen  willkürlichen 
Constanten 

««,+!'  «™+3'  ■■■'  «r 
Dnrch  Substitution  der  gegebenen  Differentialgleichungen  müssen  die  Gleichungen 

dv^  =  0,    d«2  =  0,    .  .  . ,     dv^  =  0, 
welche  aus  (3)  durch  Differentiation  heiworgehen,    identisch  werden,    weil  man 
sonst  aus  (2)    gegen    die  Annahme   durch  Differentiation   und    Substitution   der 
gegebenen  Differentialgleichungen  neue  Integralgleichungen  ableiten  könnte,  welche 

*)  Crelle's  Journal,  Bd.  XSIIl  p.  1  —  104;    diese  Ausgabe,  Bd.  JV  p.  147—255, 
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nicht   in  (2)   enthalten  sind.      DüFerentiirt   man   die  Functionen  «i,  Wä,  . 
behebig  oft  hinter  einander  und  setzt  für  jede  derselben 


so  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  die  Gleichungen 

dv^  =  0,    dv.^  =  0,     .  .  .,    dv^^  =  0 
durch  Substitution  der  gegebenen  Differentialgleichungen  identisch  werden,  auch, 
dass  die  Gleichungen 


:   0,       dVi""" 


-"  =  0, 


dv " 


durch  die  Substitution  der  gegebenen  Differentialgleichungen  identisch  werden, 
weil  in  den  zu  substituirenden  Differentialgleichungen  die  Grössen  «„i^-i,  «„+2,  ■  ■  -j  «t 
nicht  vorkommen.  Wenn  daher  die  Functionen  v^,  v^,  ,  .  .,  w„  überzählige  will- 
kürliche Constanteii  «^+i,  «m+s,  . . .,  a,i  enthalten,  so  werden  nicht  bloss  diese  Func- 
tione^i  selbst,  sondern  auch  alle  ihre  beliebige  Male  hintereiander  nach  a,.^+^,  a,,,^^,  ■■-,«* 
genommenen  partiellen  Differentialquotienten  Constanten  gleich. 

Da  die  Gleichungen  (3)  durch  Auflösung  aus  den  Gleichungen  (2)  er- 
halten worden  sind,  so  müssen  die  Gleichungen  (2)  identisch  werden,  wenn 
man  in  ihnen  für  die  Oonstanten  k,,  «g,  .  .  .,  «^  die  ihnen  gleichen  Functionen 
Wi,  Us,  .  . .,  »„^  setzt.  Man  muss  daher  auch  identische  Gleichungen  erhalten, 
wenn  man  nach  dieser  Substitution  die  Gleichungen  (2), 

in  Bezug  auf  die  überzähligen  Oonstanten«,,,^,,  ßm+at  ■  ■ -j  «*  differentiirt.  Um 
die  hierdurch  entstehenden  Gleichungen  zu  bilden,  hat  man  die  nach  den  Con- 
stanten «1,  «s,  .  .  .,  «j  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der  Func- 
tionen w,,  tfj,  .  .  .,  u^  mit  den  nach  «„,+i,  a„,_i_s,  .  .  .,  «*  genommenen  partiellen 
Differentialquotienten  der  Functionen  w,,  v^,  .  .  .,  y,,,  zu  multipliciren.  Da  aber 
diese  letzteren,  so  wie  die  Functionen  fj,  u^,  . .  ,,■  v^,  Oonstanten  gleich  sind,  so 
erhält  m,an  aus  jeder  zu  einem  Systeme  vollständiger  Integralgleichungen  gehörigen 
Gleichung  m  =  0,  welche  überzählige  willkürliche  Constanten  enthält,  andere 
lf=0,  in  welchen  U  eine  lineare  Function  der  nach  den  willkürlichen  Constanten 
genommenen  partiellen  Differentialquotienten  gleich  hoher  Ordnung  ist,  während 
die  Coefficienten  dieser  linearen  Functionen  Constanten  sind. 
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Man  erhält  auf  diese  Weise  aas  den  Gleichungen 

U,   =  0,     Wg  =  0,      .   .    ,,      M„,  =  0, 

wenn  man  bloss  einmal  nach  «„,_^^  diffei-eritürt,  die  folgenden: 


m 


du             du 
du             du 

du            du 

—\-Y    ^T— +  ^ 

'"'  da^^         ^^m+i 

du,.           du. 

=  0, 

=  0, 

au         3». 

du^          du 
''"da           da  ^ 

=  0. 

Hier  sind  /i,  y^, 


,  /„,  die  Constanten,  welchen  respective  die  Functionen 
Ö«,  dv.,  Öy„, 

6a   .,    '      da^,.,   '     '  '  "'       da^,. 


gleich  werden.  Wenn  eine  von  den  G-leichungen  (4)  nicht  identisch  ist,  so 
können  auch  zufolge  der  bekannten  Theorie  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  in  einer  der  Gleichungen  (2)  die  willkürlichen  Oon- 
st-anten  auf  eine  kleinere  Anzahl  gebracht  werden. 

Differentiirt  man  zweimal  hinter  einander  nach  derselben  Gonstante  ß^+i, 
so  erhält  man  aus  jeder  der  Gleichungen  (2),  «  =  0,  die  Gleichung 


du 

0    —    £,  -TT—  ■ 

'  da 


du 


^2/^ 


d\ 


die  Constanten  Werthe  der  Functionen 

d'v,  d\., 


c'k,,.,^« 


ÖaJ'.Öß 


sind.    Differentiirt  man  zweimal  hinter  einander  nach  verschiedenen  Constanten, 
einmal  nach  ß„, . .  und  dann  nach  ti,,,.^,  so  erhält  man  aus  M  =  0  die  Gleichung 


0  =  t,- 


du 
>"d^ 


du  ,     d  u         ,      ,  „     8^u 

'  -d^  ^'^^^  -dTd^-^^'f^^^-^^-'^^^^Td^^ 


_d\ 

'  da'da, 


d  u 
■  dada^ 
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WO  Ai  t;,  .  ■  .,  ?,„,  /]',  '/i,  •  ■  ■,  y'm  respeetive  die  coiistanteii  Wftrthe  der  Func- 
tionen 

bedeuten.  Diese  durch  Differentiation  nach  den  willkürlichen  Constanten  ab- 
geleiteten Gleichungen  können  entweder  neue  Integralgleichungen  sein  oder  sich 
aus  den  Gleichungen  (3)  ergeben. 

Die  Werthe  der  Constanten  /, ,  y^  ^tc.  lassen  sicli  im  Allgemeinen  nicht 
angeben,  sondern  müssen  nach  der  besonderen  Natur  der  Gleichungen  (2)  und 
der  gegebenen  Differentialgleichungen  jedesmal  bestimmt  werden.  Nur  in  einem 
besonderen  Falle  habe  ich  ihre  allgemeinen  "Werthe  angegeben.  Sind  nämlich 
die  zwischen  den  n-i-1  Variabein  x,  x^,  Xs,  . .  .,  ."c^  gegebenen  Differentialglei- 
chungen : 

flai :  da:^  :  dx^  : .  .  . :  dx^  =  X  :  X^:  X^:  .  .  .  :  X^, 
und  nimmt  man  an,  dass  für  x  =  sP  gleichzeitig 

a:^  ^=  a^^,  «^  =  ij^,  .  .  .,  x^  =  :c'^ 
ist,  so  kann  man  in  den  vollständigen  Integralgleichungen  die  Constanten 
3,",  3^,  a:^,  ...,  x1  für  die  willkürlichen  Constanten  annehmen,  von  denen  eine  über- 
zählig sein  wird.  Hat  man  eine  dieser  Integralgleichungen,  «  =^  0,  welche  diese 
willküi'lichen  Constanten  säramtlich  enthält  oder  jedenfalls  eine  mehr,  als  die  ge- 
sammte  Zahl  der  Gleichimgen  beträgt,  die  man  aus  m  ^  0  durch  Differentiation 
und  Substitution  der  gegebenen  Differentialgleichungen  ableiten  kann,  so  diffe- 
rentiire  man  diese  Gleichung  einige  Male  hinter  einander  so,  als  wären  nur  die 
Grössen  x",  aP,}  s^,  • .  .j  a^  variabel,  die  Grössen  x,  x,,  x^,  .-■  ■,  x„  dagegen  con- 
stant,  und  als  hätte  man  die  Differentialgleichungen 

(hf*:dx°:däq:...:dwl  =  X" :  X^  :  X^^ :  .  .  . :  X'^, 
wo  X\  X'l,  X^,  ...,J^  die  Werthe  von  X,  X„  X„  . . .,  X,  für  x  =  af,  x,  =  a^, 
^ä  =^  ^äf  ■■■>  ^n==*n  bedeuten.  Wenn  man  nach  jeder  Differentiation  durch 
diese  Gleichungen  die  Differentiale  dx",  dufi,  da^,  ■  ■  ■,  dxl  elirainirt,  so.  erhält 
man  immer  durch  dieses  Verfahren  wieder  Integralgleichungen.  Die  erste  und 
einfachste  derselben  ist 

welche,  wie  man  sieht,  die  Form  der  Gleichungen  (4)  hat. 
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§.  3.     Anwendung  der  vorhei^ehentlen  Betrachtungen  auf  das  aus  einer  vollständigen  Lösung 
mit  übei-zähligen  Constanten  entspringende  System  der  dynamischen  Integralgleichungen. 
Diese  in  der  angeführten  Abhandlung  ausführlicher  auseinander  gesetzten 
Betrachtungen    will   ich  jetzt  auf  den  Fall  anwenden,   wo  die  zur  Bildung  der 
Integralgleichungen    gebrauchte    vollständige   Lösung   S    die   -willkürlichen   Con- 
stanten «,,  «2,  ...,  «i  enthält,  von  denen  k—m  überzählige  sind.     Die  Anzahl 
dieser  überzähligen  willkürlichen  Constanten  kann  auch  unendlich  gross  sein. 
Die  Integralgleichungen 

,,,  dS  r3S  dS 

^^^    P^  =  -3^'    ^^^  =  ^;'     ■■■'     ^'"^   e^ 

sind  solche ,    aus   denen    durch  Differentiation    und    Substitution    der  gegebenen 
Differentialgleichungen  keine  weitere  abgeleitet  werden   kann,   die  nicht    schon 
in    den  Gleichungen  (1)  enthalten    ist.     Es  ergeben   sich  daher    durch   die  For- 
meln (4)  des  vorigen  §.  aus  diesen  die  neuen  Integralgleichungen: 
dp  dp  Sp  8p 

'1    öß,  ■^  öa,,  '"■  da  oo; 


(2) 


öp^  5u„  dp., 

1     >J„  j    ^„  •III    rifr 


dp  8p  8p  dp 

1    TT-  X-     öS      ds  es        ^  ^  ■  ^    -p 

wo  der  Kurze  wegen  p^,  2hi  •  ■  •>  Pm  ™i'  ~~ä~~ ,  'a  ~  >  ■  ■  ■>  ~r —  gesetzt  ist,  Er- 
halt man  durch  Auflösung  der  Grleichungen  (1)  nach  den  Grössen  «i,  a^,  .  .  .,  «,„ 
die  Gleichungen 

«^  =  A^,     «j  =  -.1,.     .  .  .,  ff„,  =  -4,,^, 

so  sind  yj,  y^,  .  .  .,  y,,,  zufolge  der  im  vorigen  §.  mltgetheilten  Sätze  diejenigen 
Werthe,  welchen  die  Functionen 

dA^  dA^  dA^ 

gleich  werden  müssen.  Substituirt  man  für  y,,  y^,  .  .  .,  y,„  diese  Functionen, 
so  werden  die  Gleichungen  (2)  identisch. 

Man  kann  aber  zu  den  Gleichungen  (1)  auch  noch  die  anderen  Integral- 
gleichungen 
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hinzunehmen  und  erhält  dann  folgendes  System  von  Integralgleichungen: 

1.  =  > 


w 


BS,  dß,  Sa 


cJUj 


So, 


So. 


wo     die     Grössen     /?, ,    ß.^,    .  .  .,   Ä     der    Kürze    halber     für     die    Functionen 
-T= — ,  -7= — -^ —  gesetzt  sind.     Erliält  man  durch  Substitution  der  Werthe 

ß,  =  A^,    a.^  =  ^3'    .  .  .'     '^,1,  "  A„ 
in  die  Gleichungen  (3)  die  Gleichungen 

ß,  =  ü„     ft  =  B„     .  .  .,     ß,  =  B„ 
SO  werden  Jj,  J'g,  ...,  tT^  die  constanten  Werthe,  welchen  nach  den  im  vorigen 
§.  angestellten  Betrachtungen  die  Functionen 

^%,+\    '       ^"m+l  '     '  '  ''       öa_^_|^j 
gleich  werden.     Die  Gleichungen  (4)  werden  identisch,  wenn  man  in  denselben 
für  /,,  Y-ii  ■  ■  ■)  Yia,  ^ij  ^i,  ■  ■  ••>  ^k  die  aeqiiivalenten  Ausdrücke 

f  '5^1  0^3  _     ^A« 

<J,  =  ^^ — !-,     (J„  =  -  .,   -'-,    .  .  .,     d. 

substituii-t.     Die  "Werthe,  welche  die  Constanten 

/,,    y<i,    ■  ■  ■,    /,„,    -^p    '''a,    ■  •  ■>    ^* 
in  den  Integralgleichungen  (2)  und  (4)   oder  in  den  Integi-algleichungen  (5)  an- 
nehmen, sind  Functionen  der  Constanten 

«„     «„     .  .  .,     a„     ß„     ft,     .  .  .,    ß,. 
Man  erhält  diese  Functionen,  wenn  man  in  (5)  die  Werthe  von  5,,  q^,  .  .  .,  q„„ 
durch  t  und  die  willkürlichen  Constanten 

o„    o„    .  .  .,    o.,    ß„    ß,,    .  .  .,    ft. 
ausgedrückt,  substituirt,  nach  welcher  Substitution  die  Variabele  t  aus  den  Aus- 

52* 


Sff.„a.. 
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drücken  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ganz  herausgehen  mass.  Man  kann  daher 
in  (5)  auch  t=0  setzen,  und  für  j,,  q.^,  .  .  .,  q,,^  gleichzeitig  die  Functionen 
der  willkürlichen  Constanten  substituh'en,  welche  ihren  Anfangswerthen  gleich 
sind.  Aehnliche  Formeln,  wie  die  vorstehenden,  erhält  man  in  Bezug  auf  jede 
der  übrigen  überzähligen  willkürlichen  Constanten  «„^^j  «,„+3!  ■■•>  «j- 

Die  Gleichungen  (2)  mid  (4)  kann  man  auch  folgendermassen  schreiben : 


0  = 


-+/.- 


■■- t-n«- 


öft„     sß..^ 


dß,             dß. 

^ß,      ^ß  «■ 

dß,             dß. 

^'-  a»,  +    a«, 

äß,             dß. 

■+>■•■  a„,  +    a«;- 

(6) 


wo  die  Grössen  ß,,  ß-^,  .  .  ,,  /?„.4.i   immer  die  Functionen  (3)   bedeuten.     Es  ist 
aber  ß„^+^  einer  Function  der  Grössen 

ß,^  ^2'  ■  ■  ■>  ßr..^  «,'  S'  ■  ■  ■'  «* 
gleich,  welche  ausser  diesen  Grössen  keine  der  Variabein  enthält,  wie  wir  oben 
gesehen  haben.  Substituirt  man  diese  Function  für  ß,,^-^,  so  zeigen  die  Glei- 
chungen (6),  dass  die  Constanten  — /,,  — /j,  .  .  .,  — /,„  den.  partiellen  Differen- 
tialquotienten von  Ä^i,  7mch  ßi,  ß^,  ...,  ß„,  genommen,  die  Constanten  d\,  rf^,  ...,  J^ 
den  partielleil  Differe^itialquotienten  von  /^,„+,,  nach  «i,  «g,  . .  .,  a^  geiio7}\men,  gleich 
werden,  oder  dass  m<,in  die  Gleichungen  hat: 

6a,     _       5j3„,_^,  __     3ß^     _  5/f,,^^, 

^«2  ^i'm+I  _        ^ß^  ^ß>..+l 


Sß.,^, 
Sß.. 


aft 
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100  in  jeder  Gleichung  in  den  pariiellen  Differentialquotienten  links  die  Grössen 
«,,  «2,  . .  .,  K„,,  /?!,  ßi,  . . .,  ßi^  als  Functionen  der  Variahein  und  der  überzäh- 
ligen Constanten  «,„^.1,  «„,+3,  .-.,  (^k  betrachtet  werden,  in  den  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten  rechts  dagegen  die  Grösse  /?,„_^i  als  Function  der  Constanten 
ßi,  ßi,  •  ■  ••>  ßmi  «u  '^21  ■  ■  ■>  ^i-  Es  folgt  hieraua  von  selbst,  dass  die  Grössen 
/,,  )'ä^  -  ■  ■)  /«>  «^D  ^si  ■  ■  -j  K  constante  Werthe  haben. 

Man  sieht  aus  der  vorstehenden  Untei-suchirag,  dass  der  in  den  Formeln  (4) 
des  vorigen  §.  enthaltene  allgemeine  Satz  für  den  besonderen  hier  betrachteten  Fall 
sieh  unmittelbar  daraus  ergiebt,  dass  in  demselben  die  Constanten  /?,„_|_i ,  ß,a^i , . . . ,  Ä 
Functionen  der  willkürlichen  Gonstanten 

sind.  Die  complicirteren  Formeln,  welche  sich  durch  wiederholte  Differentiation 
nach  den  Überzähligen  Constanten  ergeben,  übergehe  ich,  da  auch  diese  Formeln 
sich  für  den  hier  betrachteten  Fall  daraus  ableiten  lassen,   dass  die  Constanten 

Ä,+ij  Äi,+si  ■  ■ -1  ßk  Functionen  der  übrigen  sind. 

§.  4.     Wie  man  aus  einer  beliebigen  vollständigen  Losung  einer  partiellen  Differential- 
glßichuDg  ereter  Ordnung  ihre  sämmtlichen  übiigen  Lösungen  ableitet. 

Lagrange  hat  gezeigt,  wie  man  aus  jeder  vollständigen  Lösung  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  allgemeinere  ableiten  kann.  Es  gehört 
diese  wichtige  Untersuchung  zu  seinen  frühesten  Arbeiten  über  die  partiellen 
Differentialgleichungen.  Aber  zur  Vollständigkeit  seiner  Theorie  gehört  der 
Nachweis,  welchen  er  nicht  gegeben  hat,  dass  die  von  ihm  eingeführten  allge- 
meinen Formen  wirklich  alle  Lösungen  umfassen,  oder  dass  die  willlmrlichen 
Functionen,  welche  sie  enthalten,  immer  so  bestimmt  werden  können,  dass  eine 
gegebene  Lösung  erhalten  wird.  Es  scheint  ferner  die  Natur  der  verschiedenen 
allgemeinen  Formen  nicht  in  das  rechte  Licht  gesetzt  worden  zu  sein.  Ich  werde 
im  Folgenden  eine    neue  Darstellung  dieses  Gegenstandes   zu    geben  versuchen. 

Es  sei  eine  partielle  Differentialgleichung  erater  Ordnung  gegeben ,  in 
welcher  wieder  die  gesuchte  Function  S  heisse  und  die  Grössen 

*,    ?i.    ?ä'     ■  ■  ■'    5™ 
die   unabhängigen    Variabein  seien.      Man    kenne   irgend    eine  vollständige  Lö- 
sung  dieser  partiellen   Differentialgleichung    mit    den    willkürlichen    Constanten 
ß,   ß|,   «ä,   .  .  .,   a,„ 
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Setzt  man  in  fim-a,  «,,  a.^, ...,  c^_,  beliebige  Functionen  der  übrigen  a,-,  ß,.^.,, . ..,  u„, 
und  nimmt  nach  dieser  Substitution  die  partiellen  Differentialquotienten  von  /, 
so  will  ich  der  Unterscheidung  wegen  dieselben  in  Klammern  einscliliessen,  so 
dass  also  z.  B, 

{  ^'f  \  _     öf     Sa  8f     da^  df       da._^  df 

V  da.  )  da     öa.         6a^     da.  ^^i-i       ^^i  ^^i 

ist,  und  ferner,  da  die  Functionen  von  «;,  «,^_,, . . .,  c,,,,  welche  man  füre:,  a^,  ....  ßj_, 
gesetzt  hat,  nicht  noch  ausserdem  die  Grössen  t,  q^,  q^,  .  . .,  g„,  enthalten: 

i  sf  \  _  _öjl  ('JL\  -^jl         ( ^f\-^^  (in  _  5/ 

l  6q^  )  d(h'     \  öq^  )  Ö5^    '      ■   ■   ■'      lag,,,  /  Ög,,,  '     \  dt  )  ~  'dt    ' 

Man  bestimme  jetzt  die  Grössen  a^,  «,+1,  . .  .,  a,„  als  Functionen  der  unab- 
hängigen Variabein  mittelst  der  Gleichungen 

so  werden  auch  cc,  «j,  a^,  .  .  .,  «;_!  Functionen  der  unabhängigen  Variabein.  Aus 
den  Gleichungen  (1)  folgt,  dass  die  partiellen  Differentialquotienten  von  f,  nach 
den  Variabein  t,  q,,  q^,  . .  .,  q,„  genommen,  dieselben  Werthe  erhalten,  ob  man 
vor  oder  nach  der  partiellen  Differentiation  für  a^,  W;^,,  .  . .,  a,,^  ihre  veränder- 
lichen "Werthe  substituirt.     "Wird  durch  diese  Substitution 

(2)     f=F, 
so  hat  man  demnach  auch: 

_dF_  ^  _dl_     JF_  ^  _Sl_  _dF_  ^  _Ö/         dF  ^     8f 

^  '      dq^  dq^  '      8q^  ög^   '     '  '  ''      dq^^  dq^^^  ^       dt  dt    ' 

wenn  man  nach  der  partiellen  Differentiation  für«,  «,,  ct^,  .  .  .,  a„,  ihre  veränder- 
lichen Werthe  setzt.  Die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  giebt  eine 
identische  Gleichung  zwischen  den  Grössen 

_Ö/^      _dl_  _df_      ^_df_ 

e?i  '  ö^j  '  ■  ■  ■'  53,„  '  dt  '  *"  ^^'  ■  ■  ■'  ^"''  *' 
in  welcher  ausserdem  nicht  noch  die  Grössen  «,  «, ,  ci.^,  . .  .,  «,^  vorkommen.  Es 
bleibt  diese  Gleichung  daher  identisch,  was  flir  Werthe  man  diesen  Grössen 
auch  beilegt.  Setzt  man  aber  dafür  die  veränderlichen  Werthe,  welche  nach 
der  im  Vorhergehenden  angegebenen  Art  bestimmt  sind,  so  verwandeln  sich  die 
voratehenden  Grössen  in 

„      äF         dF  dF         dF 

öq^  dq.,   '  dq^^^  '         dt  "       '■^  '      ^"''       ' 
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oder  es  ist  S  =  F  ebenfalls  eine  Lösung  der  gegebenen  partiellen  Diöerential- 
gleichung. 

Ich  will  jetzt  zeigen,  dass  man  auf  die  angegebene  Art  alle  Lösungen 
der  gegebenen  pai'tiellen  Differentialgleichung  erhält.  Ist  nämlich  umgekehrt 
F  irgend  eine  beliebig  gegebene  Lösung,  so  will  ich  beweisen,  dass  man  diese 
bestimmte  Lösung  aus  jeder  beliebigen  vollständigen  Lösung  /  erhalten  kann, 
wenn  .man  eine  bestimmte  Zahl  i  ihrer  m-hl  willkürhchen  Constanten  be- 
stimmten Functionen  der  übrigen  gleich  setzt  und  für  diese  letzteren  wiederum 
die  durch  die  Gleichungen  (1)  bestimmten  Functionen  substituirt.  Es  ist  daher, 
lüenn  F  und  /gegeben  sind,  zuerst  die  Zahl  i  zu  bestimmen,  oder  festzustellen, 
wie  viele  der  Grössen  a,  «„  a^,  . . .,  «„.  man  als  Functionen  der  übrigen  zu  setzen 
hat;  alsdann  sind  diese  Functionen  selbst  zu  ermitteln. 

Da  die  beiden  Functionen  f  und  F  Lösungen  derselben  Differential- 
gleichung sind,  so  ist  von  den  'm  +  2  Gleichungen  (2)  und  (3)  eine  die  Folge 
der  übrigen,  so  dass  sie  die  Stelle  von  nur  m-i-l  Gleichungen  vertreten,  zu 
welchen  man  die  Gleichungen 

m    f^F     If    =ll_       _Sf_^^F_  _         Bf    ^    HF 

'       dq^  dq^  '        dq^  dq^  '      '   '   ''      Qq^^  Qq^ 

Wählen  kann.  Aus  diesen  m+l  Gleichungen  können  immer  die  Werthe  der 
m+ 1  Functionen  a-,  «j,  k^s  ■  ■  ■>  "nt  bestimmt  werden.  Denn  diese  Grössen 
kommen  in  diesen  Gleichungen  nur  in  den  Ausdrücken 

'  6q^  '  dq^  '  '  '  "'  ,  öq^^^ 
vor,  welche,  als  Functionen  von  a,  a,,  a^,  .  .  .,  a,„  betrachtet,  von  ciaander  un- 
abhängig sind,  weil  sonst  die  Function  /  noch  einer  zweiten  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung, welche  die  willkürlichen  Oonstanten  a,  «,,  «g,  . .  .,  «,„  nicht 
enthält,  genfigen  würde  und  daher  nach  der  oben  gegebenen  Definition  keine 
vollständige  Lösung  sein  könnte.  Man  kann  daher  die  Grössen  «,  «i,  «.,)  ■  ■  ■?  "„. 
umgekehrt  und  auf  identische  Weise  als  Functionen  der  Grössen 
.       df         df  8f       ^ 

öq^         aq^  dq^^^  -"'     ^^'  '     -'"' 

darstellen  und  erhält  hieraus,  wenn  man  zutbise  (4-)  für  f.     „  '    .  -;; '    -.  '  ■ 

ög^  '     öq^   '  oq^^^ 

die  Functionen  F,  -^ — ,  -t: — .    . . .,    — —     setzt,     die    verlangten    Werthe    der 

oq^        öq^  ■  oq^^^  ^ 
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.,  f(,„,  die  ich  mit 

/],  =  ß,,     A,  =  «„ ^ 


(ö)     A  =  a, 
bezeichnen  wiO. 

Durch   Substitution    der    Werthe  (5)   für   a,  a^,  a^,  .  .  .,  «,„   werden    die 
Gleichungen  (4)  identisch,  und  dasselbe  gilt  dann  von  der  Gleichung 
dF 


dl 

6t' 


dt 


welche  eine  Folge  von  ihnen  ist.      Ich  will  nun  beweisen,    dass  die  Fimctionev, 
A,  A„  A^,  .  .  .,  A„,  nicht  von  einander  unabhängig,  sind. 
Wenn  man  nämlich  die  identische  Gleichung 

f(t,  ?„ 


partiell  nach 

t,  q,,  q^,  ...,  q,,  differentürt,  so  erhält  iiian 

weil  dl 

reh  die  Gle 

clumgen  (5) 

lie  Gleichungen  (3)  identisch  werden, 

df    dA         df    dA,                 df    dA_ 
dA     dt    '^dA^^dt''^         ^  d'^,„    ö* 

—  0, 

df    dA         df    dA,                 df   3^. 
"eX  dq^    '^  ÖI7   ^1i    '^          ^  d'A^  dq. 

=■  0, 

ce) 

Sf    SA         df    aj,                 df    3J,. 

=  0. 

df    dA          df    dA,                  df    dA,. 

"ex  %;;+ ö"^,  %7"^     ^  337  agj' 

=  0. 

Es  sind  dies 

zwischen  den  m-i-\  Grössen 

äf         df         df                     Sf 
dA  •     dA,  '     dA./    •  ■  ■'     dA,., 

eine  gleiche  Anzahl  linearer  Gleichungen,  in  denen  die  von  jenen  Grössen  un- 
abhängigen Glieder  gleich  Null  sind.  Man  kann  daher  aue  ihnen  diese  Grössen 
eliminiren,  wodurch  man 

SA    dA,  dA^       6A,,^ 
"         dt     Bq^      dq„         dq^^^ 

erhält:  d.  h,  es  verschwindet  die  Functionaldeterminante  von  A^  A^,  A.;,  .  .  .,  A,„, 
oder  diese  Functionen  sind  von  einander  nicht  unabhängig. 
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Da  von  den  Functionen  A,  A^,  A,^,  . . .,  A^  bewiesen  ist,  dass  sie  von  ein- 
ander nicht  unabhängig  sind,  so  werden  eine  oder  mehrere  von  ihnen  Functionen 
der  übrigen  sein.  Es  seien  i  von  diesen  Grössen  Functionen  der  übrigen.  Die 
m4-l  Gleichungen  (4)  lassen  sich  in  diesem  Falle  durch  successive  Elimination 
immer  in  die  Form  der  Gleichungen 

(7)     ß   =  a,     ß,      =  31,,     «3      -=  St„     .  .  .,     a_,   =  %_,, 
(ö)     q,  =  Q,     ?,.+!  =  Q„     ?,+,  =  Q„     .  .  -.     2„.     =  Q„,_,- 

bringen,  wo  die  Functionen  Q,  ö,,  Qg,  .  .  .,  Q,„_i  die  Grössen  t,  q^,  q.^,  .  .  .,  g^_„ 
ßi,  «;+i,  .  .  .,  a„,  die  Functionen  St,  Sli,  SI2,  . . .,  31;-,  nur  die  Grössen  «^,  ß^^,,  ...,«„ 
enthalten.  Die  Zahl  und  Beschaffenheit  der  Gleichungen  (7)  ist  durch  die  Glei- 
chungen (4),  also  durch  die  beiden  gegebenen  Lösungen  /und  F,  von  denen 
die  eine  eine  vollständige,  die  andere  eine  beliebige  ist,  vollkommen  bestimmt. 
Die  Zahl  i  wird  wenigstens  gleich  1  sein  und  kann  den  Werth  mn-l  erreichen. 
Es  wird  daher  von  den  Gleichungen  (7)  immer  wenigstens  eine  geben,  und 
dieses  wird  sogar  im  Allgemeinen  der  Fall  sein.  Die  Gleichungen  (8)  dagegen 
werden  nicht  stattfinden,  wenn  «  =  m--|-l  ist,  in  welchem  Falle  die  Grössen 
%  2t|,  Sla,  . .  .,  St™  Constanten  werden.  Die  Functionen  f  und  i^  kommen  dann 
dadurch  mit  einander  überein,  dass  man  für  «,  k,,  ö^,  . .  .,  «,„  constante  Werthe 
setzt,  oder  die  gegebene  Lösung  F  ist  in  der  vollständigen  Lösong  /  selbst 
enthalten.  Aus  den  Gleichungen  (8)  erhält  man  «,,  a;^.,,  ...,  «„,  als  Func- 
tionen der  unabhängigen  Variabein: 

(9)    A.  =-  «,,    A.^^  =  c._^j,     .  .  .,    ^,^  =  ß,,. 

Umgekehrt  folgen  aus  (9)  die  Gleichungen  (8);  es  müssen  daher  die  Functionen 
Af,  'A,^^,  . . .,  A^  in  Bezug  auf  die  Grössen  g^,  q^^i,  . .  .,  q,^  von  einander  un- 
abhängig sein.  Setzt  man  in  (7)  für  a^,  f^i+j,  ■  ■  ■,  «„,  ihre  Werthe  (9),  so  erhält 
man   die  Werthe  von  «,   «i,  k^,   .  ,  .,   ci^_,    als  Functionen  von  Ai,   Ai^-^,   .  .  .,   A,„: 

a  =  A,     «^  =  A^,    «s  =  A,     ■  .  .,     ß,_i  =  A-r 

Substituirt  man  diese  Functionen  für  A,  A,,  A^,  .  .  .,  A,..,^  in  die  identische 
Gleichung 

/ft  ?,,  2s,  ■■-,  ?„,  -4,  ^,,  ^^,  ...,  AJ  =  F 

und  dift'erentiirt  hierauf  diese  identische  Gleichung  partiell  nach  den  Grössen 
qi,  $,+1,  .  .  .,  q„„  so  erhält  man  wegen  (3): 

V.  53 
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--  0. 


wobei    die  Klammern    andeuten,    dass   vor    den  partiellen  Diffei'entiationen  von 

f  die    Grössen   A,  A^,  A.j,  .  .  .,   A^^^    durch    die   aequivalenten  Functionen  von 

A^,  ^H-i>  ■  ■  ■>  ^"'  ei'setzt  worden  sind.  In  den  vorstehenden,  zwischen  den 
m-\-l  —  i  Grössen 

Stattfindenden  linearen  Gleichungen  fehlen  die  ganz  constanten  Glieder.  Die 
Determinante  dieser  Gleichungen 

dA^  dA.^^  dA^^ 

dq.     dq.^^  '   '   '    8q^^^ 

kann  nicht  verschwinden,  weil  A„  il,_|_i,  .  .  .,  A,„  in  Bezug  auf  q^,  g;^,,  .  . .,  q^, 
von  einander  unabhängige  Functionen  sind.  Es  müssen  daher  die  Grössen 
verschwinden,  welche  in  den  linearen  Gleichungen  die  Stelle  der  Unbekannten 
einnehmen,  wodurch  man  die  Gleichungen 

erhält.  Auf  diese  Weise  kommt  man  auf  dem  umgekehrten  AVege  zu  den 
Gleichungen  (1)  zurück,  von  welchen  oben  ausgegangen  worden  ist,  um  aus 
der  vollständigen  Lösung  andere  in  ihr  nicht  enthaltene  abzuleiten,  und  man 
sieht  daher,  dass  man  auf  dem  angegebenen  Wege  von  irgend  einer  vollstän- 
digen Lösung  zu  jeder  beliebigen  anderen  gelangen  kann,  und  dass  sowohl  die 
Zahl  als  die  Natur  der  Relationen,  welche  zwischen  den  willkürlichen  Constanten 
der  vollständigen  Lösungen  angenommen  werden  miissen,  durch  die  Lösung, 
zu  welcher  man  gelangen  will,  bestimmt  ist. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  nur  einen  einzigen  Ausnahmefall 
zu.  Es  ist  nämlich  oben  angenommen  worden,  dass  die  Determinante  der 
linearen  Gleichungen  (6)  verschwindet,  weil  ihre  ganz  constanten  Glieder  sämmt- 
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lieh  gleich  Nul!  sind.     Diese  Annahme  ist  aber  in  dem  Falle  nicht  nothwendig, 
wenn  sämintlichc  Grössen 


Hat  man  nämhch  die 


df         df         df                    6f 

dA  '    Ö4, '    3Ä./  ■  ■  ■'    e^„, 

verschwinden.     Dieser  Fall  kann  in  der  That  eintreten. 

Hut 

Functionen  A,  A^,  A.^,  .  .  .,  A„,  durch  die  Gleichungen 

C")^-».  ^-0.^-0^  ■■■> 

Sf 

bestimmt,  und  setzt  dann 

K',  s„  5„  ■■■,  '],.,  ^.  A.  A^  ■••.  ^..)  = 

=  F, 

so  wird 

df    __    BF         Bf    _    BF                   J3f_  _    BF 

Bt 

6q,            3q^  '        Bq^            Bq^'      '  '  ''       Bq^           Bq^^ 

'     ät 

und  daher  ist  die  zwischen  /"und  seinen  partiellen  Differentialqnotienten  bestehende 
Gleichung  auch  für  F  gültig  oder  F  eine  Lösung.  Aber  es  kann  nur  für  ganz 
besonders  gebildete,  leicht  erkennbare  partielle  Differentialgleichungen  sich  er- 
eignen, dass  die  Gleichungen  (11)  legitim  sind,  wie  ich  diesen  Begi'iff  in  meiner 
Abhandlung  über  den  Multiplicator  näher  entwickelt  habe.  Für  diese  besonderen 
partiellen  Differentialgleichungen  kann  man  diese  sogenannte  singulare  Lösung, 
welche  man  mittelst  (11)  aus  der  vollständigen  ableitet,  auch  a  priori  aus  der 
partiellen  Differentialgleichung  ohne  eine  Integration  finden.  Für  alle  anderen 
partiellen  Differentialgleichungen  haben  die  Functionen 

df        df        df  df 

da    '       da^  '       3a^  '     '  "  ''       Qa^ 

immer  den  Charakter  von  Exponentialgi-össen  oder  von  Brüchen  und  können 
nicht  als  versehwindend  gesetzt  werden,  ohne  den  Variabein  unendliche  Werthe 
beizulegen.  Ich  werde  diese  singulären  Fälle  hier  um  so  eher  Übergehen,  als 
sie  in  dem  Falle  der  Dynamik  nicht  eintreten  können,  in  welchem  die  gesuchte 
Function  in  der  pai'tielien  Differentialgleichung  fehlt.  Denn  man  kann  für  diesen 
Fall  die  Constante  «  als  bloss  durch  Addition  mit  der  vollständigen  Lösung  f 
verbunden  ansehen,  wodurch  man 

Ba 

erhält,  so  dass  man  also  die  Grösse  -J—  nicht  als  verschwindend  ansehen  darf, 

Ca 
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§.  5.     Wie  man   aus  eine^'  vollständigen  Lösung   alle  vollständigen  Lösungen  ableiten   kann, 

wenn  die  partielle  Differentialgleichung  die  gesuchte  Function  selbst  nicht  enthält, 

und  wie  alle  vei-schicdonen  vollständigen  Lösungen  dieselben  dynamischen 

Integralgleichui^en  geben. 

Wir  haben  im  Vorhergeheoden  gesehen,  dass  man  aus  einer  vollständigen 
Lösung  /,  welche  die  willkürlichen  Constanten  « ,  «^ ,  «^ , . .  , ,  «^  enthält,  alle  anderen 
ableiten  kann,  wenn  man  für  einige  der  willkürlichen  Constanten,  «r,  «, ,  a^,  . .  . ,  ßi_|, 
willkürliche  Fimetionen  der  übrigen  «j,  «^4.1,  ...,«„  setzt  und  daim  ß^,  a^^^,  , . .,  «,„ 
als  Fimetionen  der  unabhängigen  Variabein  bestimmt.  Wenn  die  willkürlichen 
Functionen  von  a^,  ff,+i,  ,  .  .,  «„,  welche  man  für  «,  o!i,  a^,  .  .  .,  «,-_,  setzt,  m  +  1 
willkürliche  Constanten 

enthalten,  so  wird  die  abgeleitete  neue  Lösung  F  wieder,  wie  die  Lösung  /, 
von  der  man  ausgegangen  ist,  m+l  willkürliche  Constanten  enthalten.  Es  fragt 
sich,  auf  welche  Art  die  neuen  willkürlichen  Oonstanten  in  die  angenommenen 
willkürlichen  Functionen  eingehen  müssen,  damit  die  neue  Lösung  F  ebenfalls 
als  eine  vollständige  Lösung  angesehen  werden  kann. 

Ich  will  diese  Untersuchung  mit  einem  einfacheren  Falle  beginnen,  der 
aber  in  Bezug  auf  die  dynamischen  Probleme  von  hauptsächlichem  Interesse  ist. 
Ich  will  nämlich  annehmen,  dass  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung 
nicht  S  selbst  enthält,  und  demgemäss  a  mit  /  bloss  durch  Addition  verbunden 
ist,  femer  dass  bloss  diese  eine  Grösse  a  durch  die  übrigen  mittelst  einer 
Gleichung 

ausgedrückt  wird,  wo  a,  «i,  a^,  ,  ,  .,  a„,  die  neuen  willkürlichen  Constanten  be- 
deuten. Die  Grössen  «i,  cf^,  .  .  .,  «„  werden  als  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein  durch  die  Gleichungen 

(V)    -^  +  -^  =  0     -^  +  ^-  =  0     ...      .ÄL.^^^  =  ii 

bestimmt,   worauf  die   neue  Lösung 

F  =  f(t,  2i,  q^,  ...,  <;,„,  ß|,  ßj,  ..-,  a^J-\-(p-^a 
wird. 

Zufolge  der  oben  für  die  Vollständigkeit  einer  Lösung  gegebenen  Kriterien 
wird  die  Function  F.  welche  ausser  der  mit  ihr  durch  blosse  Addition  verbun- 
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denen  willkürlichen  Constante    a  noch    die    m  anderen    «,,  Ö3,  ,..,  «,,    enthält, 
dann  immer  eine  vollständige  Lösung,  wenn  man  aus  den  m  Gleichungen 
dF__^       _dF_  __  ^  ^F_  __  ^ 

die  Variabein  g^,  q.^,  . . .,  q,^  durch  t  und  die  Grössen  «,,  %,  . . .,  <"(„,,  b„  h^,  . . .,  6,„ 
ausgedrückt  erhalten  kann.     Zufolge  (1)  ist  aber 

dF   _  _Ö^      _dF^  _  _d^  ^F_  _    a^ 

Es    müssen    also  die   Werthe    von    q^,   q2,   .-.,    q„„    durch  t,   ^j,   a^,    ,..,   a,„, 
bi,  b^,  ...,  ö,„  ausgedrückt,  aus  den  Gleichungen 

erhalten  werden  können.     Aber  weil  f  eine  vollständige  Lösung  ist,   kann  man 
3n  "Zä!  ■■■'  ^.^  identisch  durch 

t     u       a  ^        IL      ^L       _  _      AL 

ausdrücken.    Die  Gleichungen  (1)  ergeben  daher  q^,  q^,  . . .,  ^^  als  Functionen  von 

'  ''  21       ■    ■    -1         ml         Qg,^    1        Qfj^^    '       ■    •    •!        Q^^ 

oder  von 

t,     «1,     «j,     .  .  .,     ß^^j,     «j,     a^i     ■  ■  -1     %■ 
Es  wird   daher  das  Verlangte  erfüllt,    wenn  man    aus  den  Gleichungen  (2)  die 
Grössen  «i,  «a,  ,  . .,  a^  als  Functionen  von 

«j,    «j,     .  .  .,    (Sj^p    6j,    b^,    .  .  .,    5^ 
erhalten  kann.     Man  ei'hält  daher  atis  der  vollständigen  Lösung 

^  =  /(*!  ^p  ?s'  ■■■'  S«,'  «i>  %'  •■•'  ««J+« 
durch  Elimination  von  «,,  «j,  .,,,  «,„  aus  den  Gleichungen 

F=  /+9'(«„  S.  ■■■'  «,.'  «1-  «s-  ■■■'  «J+«' 

eine  neue  vollständige  Lösung  mit  den  willkürlichen  Conslanten  a,  «i,  a^,  ...  a„^, 
wenn  die  willkürliche  Function  <f  so  beschaffen  ist,  dass  die  Functionen 
dtp  d<p  d<p 
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in  Bezug  auf  a^.  cu^  .  .  .,  k„,  von  einander  unabliängig  sind,  oder  auch,  toas  das- 
selbe ist,  wenn  die  Functionen 

dg»         d<fi  d(p 

9«j  '      öttg    '     ■  ■  ■'      ßa^ 

in  Bezug  auf  a,,  a^,  .  . .,  a„,  von  einander  unabhängig  sind. 

Vermöge  der   ersten  Bestimmung   kann  man    a^,   «g,    .  . ,,    k„    identisch 

durch  a,,  a.,,  ....  «,„,     „^   .     .s  ■  ■  ■  ■   -  ■  ..  ^=r^,  vermöge  der  letzten  Bestimmunj]; 

kann  man  «,,  «,.  ....  a^  identisch  dm'ch  a,,  a,, «,„,  -J^ .     .■-.-•   ■  ■  ..  —., — 

ausdrücken.     Setzt  man  daher 


(3) 


so  kaon  man  von  den  beiden  Systemen  von  Grössen 

«P    «.^     ■  ■  ■-     ß..    i^,.    ^.>    ■  ■  ■>     ^„. 
und 

jede  Grösse  des  einen  Systems  durch  die  Grössen  des  anderen  ausdrücken.  Sind 
dann  die  Gi'Össen  des  einen  Systems  willkürliche,  von  einander  unabhängige  Con- 
stanten, so  sind  es  auch  die  Grössen  des  anderen  Systems. 

"Wenn  man  zwischen   den  Variabein  t,  q^,  q^,  .  .  .,  q,„   imd   den  willkür- 
lichen Constanten  des  ersten  Systems  die  Gleichungen 

(i-)    -^  =  S       -^=S  -^  =  8 

aufstellt,  welches  die  endlichen  Integralgleichungen  sind,  und  mittelst  der  Glei- 
chungen (3)  statt  der  willkürlichen  Constanten  Kj,  «g,  . .  .,  ß^,  /?,,  ß^^  .  .  .,  ß^ 
die  willkürlichen  Constanten  a■^^,  a.^,  .  . .,  a„^,  b^,  bs,  .  .  .,  b„,  einführt,  so  ver- 
wandeln sich  die  Gleichungen  (4)  in: 

m)    _^_r..^  =  0     -^  +  -^  =.  0     ,  ,  .        ^^  •  i     ^^    -=  0. 

Aus  (5)  ergeben  sich  die  Werthe  der  Grössen  c!^,  rq,  . . .,  «,„,  durch  t,  q^,  q^,  . . .,  q^, 
öj,  «2,  ...,  «^  ausgedrückt.     Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Function 

F  =  f(t,  5ii  2s.  ■  •  ■'  ff^.  «u  «a'  ■  ■  ■'  0-l-9'(«i'  S'  ■  ■  ■'  **«'  -^i'  S'  ■  •  •'  «mX 
in   welcher    ich    die    durch  blosse    Addition    hinzukommende    Constante  fortge- 
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lassen  habe,  so  wird  F  ebenfalls  eine  Function  der  Grössen  t,  q,,  q^,  .  .  .,  ^,„, 
a^,  ög,  .  ,  .,  «„,,  und  man  erhält  wegen  (5): 

dF  __    a^     _dF_  _    5^  _6F_  _    e<p 

und  düher  wegen  (3) : 

(6)    -^  =-  b       -^  =  h  -^  =  h 

i9«j  ''      öflg  ^'     ■  ■  ''     5a  ^  ">"' 

Man  sieht  also,  dass  man  dieselben  endlichen  Integi'algleichungen  erhält,  ob  man 
zu  ihrer  Bildmig  die  vollständige  Lösung  /,  oder  ob  man  die  vollständige  Lösung 
F  anwendet.  Denn  wenn  man  für  die  willkürlichen  Constanten  ce^,  «g,  . . .,  a^, 
ßi,  ßi,  ■  ■  ■,  ß«  die  willkürlichen  Constanten  a^,  a»,  . .  .,  cf„„  h^,  b^,  .  .  .,  b„,  ein- 
führt, verwandeln  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Gleichungen  (4)  in  (6). 
Ebenso  verwandein  sich  auch  die  intermediären  Integralgleichungen 


äf                   3f 

-3^:=''"  %7=''"  ■■ 

^^-- 

in  die  analog  gebildeten 

3F                  3F 

3F   _ 

da  ans  (5)  auch  die  Gleichungen 

folgen. 

Ich  will  jetzt  annehmen,    dass    man)  füi 

"•     «1.    «! «1- 

1  Functionen 

der  Grössen 

setzt,  welche  ich  mit 

CO     if  =  K,     5Pi  =  «n     <Ps  =  ^2'     ■  ■  ■'     %-i  =  ";  -, 
bezeichnen  will,  und  aus  der  vollständigen  Lösung  /  eine   neue  Lösung  F  da- 
durch ableitet,  dass  man  mittrclst  der  Gleichungen 

df       dtpj  df      dif,^  df      3ffi_-,  df  d<f 

d(p^      da;  dy/^      da^  ^y,-— i      ^'^; 


(8) 


df      d<fi^  df       öipj  df       öy^.i  0/  d<f 


df    a^,        df    dff..,  df    a<f._^        df 
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1,  ....  et,,  durch 


die  Werthe  der  Grössen  «;,  «(_^i, 
«,  2i,  ?j,  ■  ■ 
anadriickt,  und  diese  Werthe  in  d' 
f(i,  ?,,  $2-  ■■■1  5,„>  ^P  fr 
substituirt.  Die  Grössen  «i,  a^,  . . 
stanten,  und  es  fragt  sich,  wie  dieselben  in  die  Functionen 

V,     9r,     ■  ■  ■,     fi-i 
eingehen  müssen,  damit  die  Lösimg  F  eine  vollständige  sei. 
Man  erhält  zufolge  (8): 

dF  df    ö^j  5/    d(f>.^  df      5y._ 


!  Function 

,  a„  bedeuten  hier  wieder  willkürliche  Con- 


dF 

d(f     da 

3(fj    da^ 

B<P, 
3f 

Sil,  ~'            'ä,j.,_, 
Bf,                   Bf 
da,  +■■■+  8»,_, 

So, 
Bf, 

'^"dal 
Sy 

9«g 

~lt. 

S«2 

dF 

Bf    Bf, 

Bf, 

Bf,                     df 
'd ' ^^)^ 

Sy,_ 

^+||l' 

^ 

9", 

Betrachtet  man  ß^,  ß^,  .  . .,  ß^,  a,,  «2)  -  •  ■? 
folgt  aus  den  endlichen  Integralgleichungen 


(10) 


Bf 
Sit, 


df 
3ß„ 


,  als  willkürliche  Constanten,  so 


5«™ 


wo  Ä,  ß^,  .■.,  /?„  ebenfalls  willkürliche  Constanten  bedeuten, 
Gleichungen  (7)  und  (9),  dass  auch  die  Functionen  -^ — ,  -5—  , 
stanten  Werthen  gleich  werden,  welche  ich  mit 

er  ,        dF 


und    aus  den 

dF 
'     da 


(11)     h 


dF 

da,   ' 


bezeichnen  will.  Wenn  zwischen  diesen  Constanten  b,,  Äj,  .  .  .,  b^  und  den 
willkürlichen  Constanten  Ui,  %,  . . .,  a,„  keine  Relation  stattfindet,  so  ist  F 
eine  vollständige  Lösung,  und  die  vollständigen  endlichen  Integralgleichungen 
können  auch  durch  die  Gleichungen  (11)  dargestellt  werden.  Die  Gleichungen, 
welche  die  beiden  Systeme  willkürlicher  Constanten  mit  einander  verbinden, 
sind  zufolge  (7),  (8),  (10),  (11): 


yGoosle 


EINER  PARTIELLEN  DIFFERENTIALISLEICIIUKG  ERSTER  ORDNiL\G. 


(12) 


Cl 

=  Sf. 

11, 

=  t. 

.   ". 

_,  = 

y.-n 

-Ä 

= 

6if 

"Sa7 

+ß, 

+ß, 

+■ 

■+A- 

lfj=L 

-A+. 

= 

+ft 

3«,+, 

-+ß. 

dtp, 

3«.« 

-+■ 

■+ft- 

-ß. 

= 

+ft 

"da' 

+ft 

a<f^ 

+■ 

■+ft- 

3«, 

6, 

- 

+1», 

+ß. 

J% 

+■ 

■+ft- 

a<f._, 

•     So, 

b. 

= 

+ft 

a^ 

+ß, 

^ 

+■ 

■+/',- 

3»,-, 

*„. 

= 

dtji 

dir 

+A 

a<fi, 

+ft 

3^ 

+■ 

■+ß,- 

3»,-, 
<*». 

(13) 


Kmm  man  aus  (13)  die  Werthe  von 

durch  die  Constanten  des  zweiten  Systems  «i,  a^,  .  . .,  a,„,  b^,  b^,  . .  .,  6„,  bestim- 
men, so  erhält  man  ans  (12)  die  Werthe  der  übrigen  Conetanten  des  ei-sten  Systems 

durch  dieselben  Grössen  «i,  a^,  .  .  .,  a^,  6j,  b^,  . .  .,  b^  bestimmt.    Kann  man  aus 

(12)  die  Werthe  von  Oi,  a^,  .  ■  ■,  a^  durch  die  Constanten  des  ersten  Systems 
«1,  «3,  .  . .,  ß„,  /?!,  /?2,  . . .,  ß,i,  ausgedrückt  erhalten,  so  geben  die  Gleichungen 

(13)  auch  die  Werthe  von  6,,  b^,  . . ..,  b^  durch  die  Constanten  des  ersten  Systems 
«1,  «2,  ...,  «^,  ßi,  /?Bi  ■  ■  •!  ßm  ausgedrückt.  Beide  Bedingungen  aber  finden 
immer  gleichzeitig  statt.     Setzt  man  nämlich 

9'+ft<f,  +  ^,yaH ^ßi-if,-^  =  *, 

so  dass 

aft  =»'•  W,"'^"   ■■■'   liß—'"'-' 

ist,  so  fordert  die  erstere  Bedingung,  dass  die  in  Bezug  auf  die  Grössen 
ßi,  ß^,  . . .,  /?,._!,  «i,  cf;+|,  .  .  .,  ff„.  gebildete  Functionaldeterminante  der  partiellen 
Differentialquotienten 

da^   '        ö«,,  '      ■   ■  ''      ^„^  ' 
V.  54 
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die  7Aveite  Bedingung,  dass  die  in  Bezug  auf  die  Grössen  a^,  a^,  .  .  .,  a,„  ge- 
bildete Functionaldeterminante  der  partiellen  Differeiitialquotienten 

nicht  versehwindet.  Beide  Functionaldeterminanten  sind  aber  derselben  Grösse, 
welche  ich  mit  z/  bezeichnen  will,  gleich.  Wenn  dieses  z/  nicht  verschwindet, 
kann  man  nach  dem  Vorhergehenden  mittelst  der  Gleichungen  (12)  und  (13) 
die  beiden  Systeme  von  Grössen 

«l>      «„      ■   ■    ■,      «,„,      ß.,      ß,^      ■   ■   ;      ß,„ 


durch  einander  ausdrücken,  woraus  folgt,  dass,  wenn  die  Grössen  des  einen 
Systems  von  einander  unabhängige  willkürliche  Oonstanten  sind,  auch  die 
Grössen  des  anderen  Systems  als  solche  angesehen  werden  können,  so  dass 
zwischen  den  Grössen  «i,  Og,  . .  .,  a„„  6,,  b^,  . .  .,  b„,  keine  Relation  stattfindet. 
"Wenn  daher  z/  nicht  verschwindet,  so  wird  F  eine  vollständige  Lösung,  und 
wenn  man  mittelst  der  Gleichungen  (12)  und  (13)  die  wlUkürhchen  Constanten 
des  zweiten  Systems  für  die  des  eisten  Systems  in  die  vollständigen  endlichen 
Integralgleichungen  (10)  einführt,  so  erhalten  sie  die  Form  der  Integralglei- 
chungen (1 1). 

Ich  bemerke,  dass  die  Gleichung  z/  =  0,  welche  stattfinden  muss,  wenn 
die  Lösung  F  keine  vollständige  ist,  in  mehrere  andere  zerfäUt.  Es  ist  nämlich 
J  in  Bezug  auf  die  Grössen  ßi,  ß^,  .  .  .,  /?,_i  eine  ganze  rationale  Function 
der  (in  —  i-^-iy"  Ordnung,  von  der  jedes  einzelne  Glied  besonders  für  sich  ver- 
schwinden muss.     Die  Gleichung  A  ^  d  zertallt  daher  in 

m.(m — 1)...* 
1.2...Cm— «■+!) 

andere,  von  den  Grössen  /if,,  0.^,  .  .  .,  /?,_!  freie  Gleichungen. 

§.  6.     Ueber  die  bei  der  Ableitung  einer  vollständigen  Lösung  aus  einer  anderen 
aufti'otflndenFunctionaldeterminanten. 
Wenn    man    die  2m  Grössen   «,,  ctg,  ,  .  .,  «„,,  ß^,  ß^,  .  .  .,  /?„,  durch  2?n 
andere    a^,  %,  ....  «„,,  h^,  Äg,  .  . .,  6„.  oder   umgekehrt  diese   durch  jene    aus- 
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drückt,  so  haben  nach  einem  bekannten  Satee  die  in  Bezug  auf  ß,,  %,  . .  .,  «„,, 
&i,  &a,  . . .,  5,„  gebildete  Functionaldeterminante  von  «j,  a^,  ...,  «„„  ßi,  ß'i,  .. .,  ß,„ 
und  die  in  Bezug  auf  er,,  «g,  , .  .,  a„,  ß^,  ß^,  .  .  .,  /?„  gebildete  Functional- 
determinante von  a^,  «2,  . .  .j  a„„  b^,  b^,  . . .,  h,„  reciproke  Werthe.  "Wenn  da- 
her die  eine  Functionaldeterminante  gleich  ±  1  wird,  erhält  auch  die  andere  diesen 
Werth.  Ich  will  jetzt  zeigen,  dass  die  erste  der  beiden  Functionaldeterminanten 
und  also  auch  die  zweite  diesen  Werth  annimmt ,  wenn  zwischen  den  4>n 
Grössen  die  Gleichungen  (12)  und  (13)  gelten. 

Eine  Functionaldeterminante  ändert  nach  einem  ebenfalls  bekannten 
Satze  ihren  Werth  nicht,  wenn  man  in  die  Ausdrücke  einiger  der  Functionen 
die  anderen  einführt,  und  diese  bei  den  partiellen  Differentiationen  als  constant 
betrachtet.  So  enthalten  die  Ausdrücke  von  «,,  %,  .  .  .,  ß;_i,  ßj,  /?,.^,,  ,  .  .,  yj^, 
die  durch  die  Gleichungen  (12)  gegeben  werden,  die  anderen  Functionen 
«i!  '^i+ij  -  ■  ■)  ^m^  ßii  ß'i;  ■  ■  ■■>  ßi-1-  ^^T^  kann  daher  bei  Bildung  der  Functio- 
naldeterminante von  «1,  ßjj;  ■  ■  ■!  '^,„i  ßsj  ß'ij  ■  ■  -^  ßm  in  Bezug  auf  «i,  %,  .  .  .,  a,„, 
Äi,  b.„  .  . .,  ö,„  für  ßi,  «3,  . . .,  «i_x,  ßi,  ßi- 
Gleichheitezeichen  befindliehen  Functionen  setzen , 
Differentiation  die  Grössen  ß^,  ß^,  ...,  ßi_i,  «<,  ß;^. 
trachten.     Da  diese  Functionen  die  Grössen  h^,  b^, 


ß^  die    in   (12)  rechts  vom 

und    bei    ihrer    partiellen 

1,  .  .  .,  ß„i  als  constant  be- 

.  . .,  b„,  nicht  enthalten,   so 


wird  die  Functionaldeterminante  das  Product  zweier  einfacheren,  nämlich  gleich 
■  öa,    da^        da,_^     dß.    öft^^         dß^,^ 


X2± 


da^    öttg        da._^    Sa.    Saf_^i         Sa,,, 

Ö|S|       dß^  ^ßi-l       ^"i       ^^i+l  ^^m 


dö]     dL 


db.__ 


db.     d\^ 


dh 


Die  Ausdrücke  von  /?i,  ß,^,  .  . .,  ß,_i,  ci„  «(4.,,  .  . .,  ß„,  welche  bei 
Bildung  des  zweiten  Factors  dieses  Productes  gebraucht  werden,  erhält  man 
durch  Auflösung  der  Gleichungen  (13).  Setzt  man  für  diesen  Factor,  wie 
es  veratattet  ist,  den  reeiproken  "Werth  der  in  Bezug  auf  y?,,  ß^,  ...,  ßi_^, 
"^i:  '^i+\->  ■  ■  ■?  "^m  gebildeten  Determinante  von  6,,  ö^,  .  .  .,  h^,  so  verwandelt 
sich  das  vorstehende  Product  in 


da. 

T557- 

dt,   , 

a'.+. 

db 

■st 
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Der  Zähler  dieses  Bruches  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  die  in  Bezug  auf  die 
Grössen  a^;  a.^,  .  .  .,  a^^  gebildete  Functionaldeterrainante  von 

odej'  von 

Der  Nenner  des  Bruches  ist  dagegen  die  in  Bezug  auf  die  Grössen  ßi,  ß^^,  . ..,  ßi_i, 
^i>  '^i+i;  ■  ■  ■)  ^m  gebOdete  Functionaldetemiinante  von 
ö#         d^  30 

Lind  da  nach  einem  oben  bemerkten  Sätze  diese  beiden  Functionaldeterminanten 
bis  auf  das  Vorzeichen  identisch  sind,  so  wird  der  Bruch  gleich  ±1,  wie  zu 
beweisen  war.     Es  ergiebt  sieb  hieraus  das  folgende 

Theorem  I. 

„  Wenn  zwischen  den  ■im  Grössen 

«,,    fflg,     .  .  .,    «„,    &,,     b^,    .  .  .,    i„, 
die  2m  Gleichungen  (12)  und  (13)  stattfinden,  in  welchen  (p,  if'^,  <f^.  .  . .,  (f;_i 
Functionen  von 

«,-,  «,+1,  ■  ■  ■,  «„,,  «.,  S'  ■  ■  ■'  %. 
sind,  und  man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Grössen  a,,  a^,  .  .  .,  «„,, 
ßj,  ß^,  . . .,  ß^  als  Functionen  vwi  a^,  a^,  ...,  a^,  b^,  b^,  .  . .,  b„,  oder 
die  Grösseft  a^,  a^,  . . .,  o„,  b^,  b^,  . ..,  b^  als  Functionen  von  et,,  a^,  ■ ..,  «,„, 
ßu  ßii  ■  ■  ■)  ßm  ausdrückt,  so  ist  in  beiden  Fällen  die  Functionaldeterminante 
gleich  ±1." 

"Wenn  i  gleich  1  ist,  reducirt  sich  die  Function  *!>  auf  ip,  und  die  zwischen 
den  4m  Grössen  stattfindenden  Gleichungen  werden  die  obigen  Gleichungen  (3). 
Man  erhält  dann  das  folgende  einfachere 

Theorem  IL 
„  Wenn  <p  eine  Function  von  k,,  a^,  .  . .,  a„,,  a,,  a^,  ■  ■ .,  a,,„  ist,   und 
man  mittelst  der  Gleichungen 
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da,  ^1'       da^  *-"     ■   ■  ■'       e«,„  ^■"' 

rfi'e   Grössen   a^,  a^,  ..,,  «„,,  /?i,  /?2,  .-.,  Ä.   »^^  Functionen   der  Grössen 
«1,  «2,  ...,  c^,  hl,  b-2,  ...,  h„,  oder  diese  Grössen  als  Functionen  von  jenen 
ausdrückt,  so  wird  in  beiden  Fällen  die  Functionaldeterminante  gleich  ih  f , 
Wenn  man  aus  den  dynamischen  Integralgleichungen 
(  ÖS  dS  dS 

%7^^"    e^^^"   ■■■'    "sq.,.^^'"' 

9S  ,         SS    _  0*5    _ 

1^  =  ^!'  ^"-^^'  ■■■'   dä--^"' 

die  Functionen  der  Variabein  bestimmt,  welche  den  willkfirlichen  Constanten 
gleich  werden,  oder  die  Variabein  5,,  q^,  .  .  .,  q,„,  p,,  p^,  .  ■  -,  p„,  als  Functionen 
von  ;  und  den  willkürlichen  Constanten  ausdrückt,  so  folgt  aus  dem  vorste- 
henden Theorem,  dass  in  beiden  Fällen  die  Functionaldeterminante  gleich  ±1 
wird,  wenn  man  bei  der  Bildung  der  zweiten  die  Grösse  t  als  constant  betrachtet. 

Legt  man  der  Bildung  der  dynamischen  Integralgleichungen  eine  andere  voll- 
ständige Lösung  F  zu  Grunde,  welche  die  willkürlichen  Constanten  a„  a^,  ...,  «„, 
enthält,  und  bezeichnet  die  willkürlichen  Constanten,  welche  ihren  nach  Oi,  a.^, ...,  a„^ 
genommenen  partiellen  DifFerentialquotienten  gleich  werden,  respective  mit 
bi,  ig,  ,  , .,  b„„  so  muss  auch  die  in  Bezug  auf  5,,  ^g,  .  .  .,  q„„  Pi,  p^,  •  ■  -,  p„, 
gebildete  Functionaldeterminante  von  «j,  a^,  .  .  .,  a„„  b,,  b^,  . .  .,  b„,  den  Werth 
±  1  erhalten,  da  der  vorstehende  Satz  in  Bezug  auf  jede  vollständige  Lösung 
gilt.  Nach  einem  Satze  über  die  Functionaldeterminanten  unterscheiden  sich 
die  in  Bezug  auf  dieselben  Grössen  ^i,  q^,  . . .,  q,„,  p^,  p^,  .  .  .,  p,^  gebildeten 
Functionaldeterminanten  von  «i,  a^,  . .  .,  «„,,  ß^,  ß^i  ■  ■  ■>  /^m  und  a-^,  a^,  ...,  ß„,, 
i,,  6^!  ■■■>  ^m  durch  einen  Factor,  welcher  der  in  Bezug  auf  die  Grössen 
fli,  «g,  . . .,  ff,„,  61,  ij,  . , .,  6„  gebildeten  Functionaldeterminante  von  c,,  Cj,  . . ,,  «,„ 
/?!,  /iä,  ...,  /?„,  gleich  ist.  Es  muss  also  diese  letztere  Functionaldeterminante 
für  je  zwei  vollständige  Lösungen  ebenfalls  den  Werth  ±1  haben,  woraus  sich 
das  obige  allgemeine  Theorem  I  ergiebt,  da  hierbei  die  Art,  wie  die  vollständigen 
Lösungen  aus  einander  abgeleitet  werden  können,  gar  nicht  in  Betracht  kommt. 

Durch  die  Gleichungen  {A)  wird  das  System  gewöhnlicher  Differential- . 
gleichungen 
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dt  dp^  '       dt  dp^  1     ■  ■  ■>  dt,  ~'        dp    ^ 

dp^    _        8H        dp^  dH  dp^^^  dH 

dt  8q^  '     dt    ~~       ö^g  '    '  ■  "'  dt  8q^^^ 


vollständig  integi'irt.    Wenn  man  aus  {A)  die  Functionen  bestimmt,  welche  den 
willkürlichen  Gonstanten  gleich  werden, 

A^  =  a^,     ^,  =  «,„     .  .  .,     Ä,,^  =  ß,„, 
S,  =  (3,,     D„  =  ß^,     .  .  .,     B,,^  =  ß^_, 
so  erhält  man    durch  Differentiation    der  vorstehenden  Gleichungen  2m   lineare 
Gleichungen  zwischen  den  ersten  Differential quotienten 

dq^  dq^  dq^^         dp^         dp^  dp 

"dt"'  "dT '  '  '  "'  "  dt  '  ^'dT'  ~di  '  '  '  ''  ~dt~ ' 
Die  Determinante  dieser  linearen  Gleichungen  wird  die  nach  ^j,  j„,  .  . .,  q^, 
p„  ps,  ■ ..,  p^  gebildete  Functionaldeterminante  von  A^,  A,j,  . . .,  A,„,  B„  B^,  . . .,  £„, 
und  erhält  daher  dem  Obigen  zufolge  den  "Werth  d=l.  Hieraus  folgt  durch 
Auflösung  der  linearen  Gleichungen  ferner,  dass,  wenn  man  von  den  Ausdrücken 
-4i,  As,  .  . .,  A„,;  Bi,  B2,  . . .,  B„„  welche  in  den  dynamischen  Integralgleichungen 
den  willkürlichen  Constanten  «1,  «3,  ...,  «^,  ß^,  ß^,  ...,  ß^  gleich  werden,  die 
verschiedenen  Functionaldeterminanten  bildet,  indem  man  die  Grösse  t  als  eine 
der  Yariabeln  annimmt,  dagegen  immer  eine  der  anderen  Variabein  q,,  q^,  . . .,  §„, 
Pii  Psi  ■  •  •>  Pm  '^^^  constant  betrachtet,  diese  Functionaldeterminanten,  abgesehen 
vom   Vorzeichen,  respective  den  Functionen 

8H        6E  dH_      _  dB_      _öS_  __  dH_ 

^Pi    '      ^Pi    '      '   '     '       '^P,„  '  ^'h    '  %>    >     ■   ■   -1         •  Q^^^ 

gleich  werden. 

Aus  demselben  Theorem  II  folgt  auch  noch,    dass,    wenn   maii  aus  den 

dynamischen  Differentüdgleichurtgen  (B)  die  Grössen 


durch  Functionen  von 


dq^         dq^  dq^^ 

dt    '    '  dF  '     ■  ■  ■'        dt 


^Pm 


'h.    ?,.    ■■■.    1.,    TT-    TT- 
oder  diese  Grössen  durch  Functionen  von  jenen  ausdrückt,  und  die  Grösst 
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wenn  sie  in  diesen  Functionen  vorkommt,  als  constant  betrachtet,  die  Fimctional- 
determinante  in  beiden  Fällen  den  Werth  ±  1  annimmt.  Bei  allen  diesen  Sätzen 
aber  setzt  man  voraus,  dass  überhaupt  aus  den  jedesmaligen  Gleichungen  die 
"Werthe  der  Grössen,  deren  Functionaldeterminante  man  za  bilden  hat,  gezogen 
werden  können,  was  z.  B.  bei  den  dynamischen  Differentialgleichungen  (B)  nicht 
der  Fall  ist,  wenn  für  ein  ganz  freies  System  die  Grössen  q^,  g^,  .  .  .,  q,„  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  der  materiellen  Punkte  öuid 

§.  7.     Ausdehnung  der  vorhergehenden  Unteisuthungen  auf  den  allgenieineieii  Fill,  in 
wefchem  die  pai-tielle  Differentialgleichung  auch  die  gesuchte  Function  selbst  enthält. 
Ich   wUl    noch    die   im  Vorhergehenden  angestellten  Untei&uchungen  auf 
den  Fall  ausdehnen,  in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung  auch  die  ge- 
suchte Function  enthält. 

Es  enthalte  die  vollständige  Lösung  f  die  willkürlichen  Oonstanten 
«,  K|,  Kg,  .  . .,  ß,„,  so  erhält  man  eine  neue  Lösung  F  mit  den  willkürlichen 
Constanten  a,  a,,  a^,   .  .  .,  a„„  wenn  man  in  f  zunächst 


■    9,    iPlr    <P^: 


5P,- 


Functionen  von 


sind,  und  dann  mitteist  der  Gleichungen 

(1-)-».  m- 


V  da    , 


aus  /  die  Grössen  et;,  a,._|.i,  , . .,  a^  eliminirt.  Die  Klammern  zeigen  hier  wieder 
an,  dass  man  vor  den  partiellen  Differentiationen  von  /  die  angegebenen  Werthe 
von  a,  ßi,  «21  ■  ■  ■!  (^i-i  substituirt  hat.  Um  zu  entscheiden,  ob  die  Lösung  F 
eine  vollständige  sei,  bilde  man  die  Gleichungen 


(1) 


«    :=    y,       «,    =    5P,,        0, 

=  v„   ■ 

.,   «,_.,  =  ?.,_,, 

-A     =   ^  +'»1  S7^ 

a,p.  , 
+-+A-.  aC 

s,,           ay, 

dw.  , 

ay           3y, 
-f-    -    a^;-  +ft  äi; 

8't„ 

+ft■a^ 

oder  die  Gleichungen 
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da 


da,  öw„ 

-;,—    -hß,  -^-  - 

da         '^^    da 


-H-ft- 


■■■+ft-, 


^fi-l 


dfp^_ 


■■+ft-.^ 


dw             dw             6<f„ 

a'a 

dw             6w,            6<p„ 

"3^ 

-+ft- 


(2) 


dtpj  dif^  d(p._ 

Die  G-leichungen  (l)  unterscheiden  sich  von  (12)  des  §.  5  nur  durch  die  hinzu- 
tretende Gleichung  a  ^  <p  und  dadurch ,  dass  die  Function  (p  auch  noch  die 
Grösse  a  enthält.  Die  Gleichungen  (2)  unterscheiden  sich  von  (13)  des  §.  5 
nur  durch  den  allen  Ausdrücken  rechts  vom  Gleichheitszeichen  gemeinschaüt- 
lichen  Nenner.  Die  Bedingung  dafür,  dass  F  eine  vollständige  Lösung  sei,  ist, 
dass  man  aus  (1)  die  Werthe  von  a,  Oj,  a^,  . .  .,  fl,„  erhalten  kann,  und  diese 
kommt,  wie  ich  unten  zeigen  werde,  mit  der  Bedingung  überein,  dass  man  aus 
(2)  die  "Werthe  von  ß^,  ß^,  ....  /?j_,,  «;,  «,-+,,  ...,  «„,  erhalten  kann.  Man 
kann    dann  mittelst  der  2m-\-l    Gleichungen  (1)    und  (2)  sowohl   die 


«,  «1,  «j,  .  ,  .,  «„,,  y?,,  yjj,  .  .  . 
umgekehrt  die  Grössen  a,  «, 
ß^,  y^a,  . .  .,  ß^  ausdrücken. 


,  /?„,  durch  a,  ö,,  Og,  .  .  .,  a^,  b,,  b^,  .  .  .,  b^,  als  auch 
02,  .  .  .,  a^,  &i,  6a,  .  .  ,,  6„  durch  a,  «j,  a^,  .  .  .,  «^, 
■  Es  verwandeln  sich  femer  die  Gleichungen 


Sq, 


da' 


=  ^1 


da„ 


3f 


Sf 

IL 

da 


So 


durch  Anwendung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  die  analog  gebildeten 


(4) 


I    dF 


dF 


■Ä" 


_  j  J)F_        dF_ 

da  ^   da    '      da^ 


dF 


dF 
da 


dF 
da    ■ 


Die  Gleichungen  (3)  waren  nach  §.  1   die  vollständigen  Integralgleichungen  des 
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doi't  aufgestellten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  indem  man  die 
Grössen  ce,  a^,  a^,  .  .  .,  «,„,  ß,,  ß^,  .  .  .,  ß^  als  willkürliche  Oonstanten  betrachtete, 
(Die  dort  der  Symmetrie  wegen  eingeführte  Grösse  ß  habe  ich  hier  gleich  1 
gesetzt.)  Um  statt  dieser  die  Grössen  a,  ai,  Oj,  .  .  .,  «„,,  b^,  b^,  ...,  6„„  welche 
mit  ihnen  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  verbunden  sind,  als  willkürliche 
Constanten  in  das  System  der  Integralgleichungen  (3)  einzuftihren,  hat  man 
daher  nur  nöthig,  die  eine  Function  /  mittelst  der  aufgestellten  Gleichungen  in 
die  Function  F  zu  verwandeln,'  d.  h.  sie  durch  die  Grössen  t,  q^,  q^,  .  .  .,  q^, 
a,  a,,  ßg,  .  .  .j  a^  auszudrücken,  worauf  man  durch  blosse  partielle  Differentiation 
von  F  die  transformirten  Integralgleichungen  (4)  erhält. 
Setzt  man  wieder 

sü  werden  in  den  Gleichungen  (2)  die  den  Grössen  b,,  b^,  .  .  .,  b,„  gleich  ge- 
setzten Brüche 

9^  5$  9$ 

ö*     '        9s^     '      ■    ■    ■'         ß^ 

Damit  aus  den  Gleichungen  (2)  die  Werthe  der  Grössen  ßi,  ß^,  .  .  .,  ßi_^, 
<^i!  '';4-ii  ■  ■  ■;  «m  erhalten  werden  können,  darf  die  nach  diesen  Grössen  gebildete 
Functionaldeterminante  der  vorstehenden  Ausdrücke,  die  ich  mit 

^^~3ß^^ß^"'~dß~^  da.    da.^/"'d^ 
bezeichne,  nicht  verachwinden.     Aber  diese  Functionaldeterminante  wird  gleich 
\dä~  /         '  rni^ltipl'ci^l^  ™it  der  nach  den  Grössen  a,  u-,,  a.^,  .  . .,  a,,,  gebildeten 
Functionaldeterminante  der  Functionen 

'  "9^'  "ä^7'  ' ' ''    ^ß^-i  '  "^'    öß.^,  '  ■  ■  ■'   "ö^ 

oder  der  Functionen 

~  6^  ö#  9^ 

'         -  '     T,   i,       öa.         oß^_|_i  Sa^ 

wie  aus  dem  im  §.  1  mitgetheilten  Theorem  I  erhellt,  wenn  man  in  dem- 
selben für  f,  qi,  q^,  .  . .,  q^,  a,  «,,  a^,  .  .  .,  «^  respective  die  Buchstaben  0, 
/?i,  ß-i,  .  .  .,  /y,._-i,  ß^,  ß,_^j,  . .  .,  «„„  a,  «1,  ßj,  .  .  .,  ß^  setzt.    Für  die  an  erster 
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Stelle  stehende  Function  i>  kann  man  auch  die  Function  (p  setzen,  da  eine 
Functionaldeterminante  sich  nicht  ändert,  wenn  man  zu  einer  der  Functionen 
die  anderen ,  mit  beliebigen  Gonstanten  multipHcirt,  addirt ,  wo  unter  Con- 
stanten alle  Grössen  zu  verstehen  sind,  die  von  denen,  nach  welchen  bei  Bil- 
dung der  Functionaldeterminante  differentiirt  wird,  unabhängig  sind.  Hat  man 
(p  für  ^  gesetzt,  so  werden  die  Ausdrücke,  deren  Functionaldeterminante  in 
Bezug  auf  die  Grössen  a,  a,,  %,  .  . .,  a,„  zu  bilden  ist,  dieselben  wie  die  in  den 
Gleichungen  (1)  rechts  vom  Gleichheitszeichen  befindlichen  Ausdrücke.  Wenn 
man  daher  aus  den  Gleichungen  (1)  die  Werthe  von 


ß,n 


und  aus  den  Gleichungen  (2)  die  Werthe  von 

K'    K    ■  ■  ■'    K 
entnimmt,  so  hat  man 


(^) 


(—1)"'- '+'    =h -^ -^-^      ^^—  -^ ~'aä~ ■  ■  ■  5^ 

/  Ö*  \-"'-'  da     9a,  da._^     Sß.    &ß._^,         dß^ 


Damit  aus   den    Gleichungen    (1)   die   Werthe   von   a,  a^,  a^,  . . .,   a,„  erhalten 
werden  können,  darf  die  Functionaldeterminante 


2:±- 


8a     da^        8a._^     dß.    Sß. 


nicht  verschwinden.  Die  Gleichung  (5)  zeigt  daher,  dass,  wenn  man  aus  (2) 
die  Werthe  von  ß^,  ß^,  .  .  .,  ßi-\,  (Xii  Kf^.,,  .  .  .,  «^  entnehmen  kann,  man 
immer   auch  aus  (1)    die    Werthe  von   a,  a^,  «g,  .  .  .,  a^   erhält.      Die  Grösse 

-j —  kann  weder  versehwinden,  noch  unendlich  werden,  da  aus  Gleichungen  wie 

(1)  und  (2)  keine  Relation  zwischen  den  Grössen  /?,,  y?g,  .  .  .,  /?,_i,  «j,  «j+i,  .  .  .,  «,„, 
«,  et;,  «3,  .  . .,  a„i  folgen  kann,    welche    von    den  Grössen  «,  «i,  a^,  .  .  .,  «,_,, 
ßi,  ßi+i,  ■  ■  -,  A„  Äi,  h>  ■  ■  ■,  K  frei  ist. 
Es  seien  nun 

M  =  0,    «j  =  0,    u^  =  0,    .  .  .,    M,,„  =  0 
die  zwischen  den  Grössen 

a,     ßj,     a^,     .  .  .,     «,^,     ß^,    /3j,     .  .  .,     ß^^^ 
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einerseits  und  den  Grössen 

a,  «,,  S'  ■  ■  ■'  ««,'  ^'  ^^  ■  ■  ■'  K 
andererseits  bestehenden  Gleichungen,  welche  man  erhält,  indem  man  in  den 
Gleichungen  (1),  (2)  die  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Grössen  auf  die 
linke  hio Überschafft.  Es  wird  dann  zufolge  der  in  meiner  Abhandlung  »De 
determinantibus  fimctionalihus"*')  bewiesenen  Formeln  die  Funetionaldeterminante 
von  a,  ßj,  ßg,  . . ,,  «„,,  ßi,  /?s,  . , .,  /?,„  in  Bezug  auf  a,  «,,  a^,  , . .,  a„,  6i,  ig,  . . .,  6„ 
oder  der  reeiproke  Werth  der  Funetionaldeterminante  von  a,  %,  «g,  , . ,,  a^, 
bi,  b^,  . , .,  5^  in  Bezug  auf  ff,  «j,  ß^,  ..,,  ß„,  ß^,  ß^,  .  .  .,  /?,„  gleich  der  Fune- 
tionaldeterminante von«,  M^,  u^, ...,  «s^jinBezugauf  a, aijOs, . .  .,  a^,  61,  ig, . . .,  J„„ 
dividirt  durch  die  Funetionaldeterminante  von  u,  u^,  u^,  .  .  .,  m^  in  Bezug  auf 
a,  Kl,  «ä,  ,  .  ,,  a„„  ßi,  ß^,  .  . .,  ßfif  Es  sind  ferner,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
die  Functionaldeterminanten  von  u,  u,,  u^,  . . .,  %„  in  Bezug  auf  a,  «,,  a^,  . . .,  a^, 
61,  Äa,  . .  .,  h^  und  in  Bezug  auf  «,  «1,  ßg,  . .  .,  «„,,  /?,,  /?2,  .  . .,  /¥„,  dieselben, 
wie  die  beiden  Functionaldeterminanten ,  welche  sich  in  der  obigen  Gleichung 
(5)  respective  auf  der  rechten  und  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  befinden, 

und  deren  Quotient  (-?— j        ist.     Man  hat  daher  den  folgenden  Satz: 

j.  Wenn  man  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Werthe  der  OrÖssmi 
ß,  ß,,  ßs, . . .,  «„,,  yJi,  ßii  ■ . .,  ß^  als  Functionen  von  a,  a^,  a^, . .  .,ct„„  5,,  b^, . . .,  6^ 
ausdnickt,  so  ist  ihre  Funetionaldeterminante  gleich 

(  d(p  da,  dw^  dw.  ,  1™"'"^ 

l  da         '^^    da        '^^    da  '^'   '      öa     } 

In  dem  den  dynamischen  Problemen  entsprechenden  Falle  wird 

~d^  =  ■''   ~da   ^  "ä^  ^  "■  ^  ~dir  ^  ^" 

Der  vorstehende  Satz  vereinfacht  sich  dann  zu  dem  in  §.  6  bewiesenen. 

§.  8.     IVie  man  von  einer  abgeleiteten  Lösung  zu  der  urspriingliühen 
zui'ückgelangt. 

Ich  will  jetzt  zeigen ,  wie  man  von  einer  abgeleiteten  vollständigen 
Lösung  F  zu  der  ursprünglich  gegebenen  f  zurückkehrt,  wobei  ich  gleich  den 
allgemeinen  Fall  betrachten  werde,  in  welchem  die  partielle  Differential- 
gleichung   die  gesuchte  Function    selber    enthält.      Auf  ähnliche   Art  nämlich, 


•)  Crelle's  Journal,  Bd.  XXU  p.  31^-353;  diese  Ausgabe,  Bd.  111  p,  393-438. 
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wie  man  aus  /  eine  andere  vollständige  Lösung  F  abgeleitet  hat,  kann  man 
auch  aus  F  andere  vollständige  Lösungen  ableiten.  Man  hat  dann  in  dem  Aas- 
druck F  für  einige  von  den  Grössen  a,  a,,  a^,  . ,  .,  a„,,  z.  B.  a,  a^,  a^,  .  . .,  a^^i, 
Functionen  der  übrigen  %,  ö^^.!,  .  .  .,  a^  zu  setzen,  welche  m+1  -willkilrUche 
Oonstanten  enthalten,  und  nach  geschehener  Substitution  der  Werthe  von 
a,  fli,  a^,  .  . .,  a^_i  die  Werthe  von  a^,  a,^^,  . . .,  a,„  so  zu  bestimmen,  dass  die 
nach  ihnen  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  von  F  gleich  Null  wer- 
den. Nimmt  man  k=^  i  und  für  die  Relationen,  durch  welche  a,  a„  Oj,  .  .  .,  a^.^ 
als  Functionen  von  Oj,  a^^,  .  . .,  a,,^  bestimmt  werden,  welche  ausserdem  noch 
die  willkürlichen  Gonstanten  a,  «j,  «5,  .  . .,  «„,  enthalten,  dieselben  Gleichungen, 
welche   dazu   die^ien,    aus   f  die  Lösung  F  abzuleiten,    nämlich  die   Gleichungen 

(1)    «  =  y,    a^  =  5p,,    «3  =  5P2,    .  .  .,    «,._,  =  ?);_,, 
in  welchen  (p,  (p-^,  ifi^,  ■  ■  •■>  5Pi_i  Functionen  von  a^,  «^+1,  .  .  .,  a^,  a,  a,,  %,  .  .  .,  a„^ 
waren,    so  kommt   man   von  der  vollständigen  Lösung  F  auf   die   ursprünglich 
gegebene  f  zurück.     Man  beweist  dies  durch  die  folgenden  Betrachtungen. 

Die  Lösung  F  ergab  sich,  indem  man  mittelst  der  Grleichungen  (1.)  und 
der  Gleichungen 

die  Grössen  K,  ßj,  r^,  ,  .  .,  «,„  aas /'eliminirte.  Die  Gleichung  1'' =  / wird  daher 
mittelst  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  identisch.  Hieraus  folgt,  dass  um- 
gekehrt die  ursprünglich  gegebene  Lösung  f  erhalten  wird,  wenn  man  aus  F 
mittelst  derselben  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Grössen  a,  a^,  %,...,  a,^  eliminirt. 
Man  erhält  aber  auch  nach  der  angegebenen  Regel  eine  Lösung,  indem  man 
aus  F  die  Grössen  a,  «,,  a^,  .  . .,  a,„  vermittelst  der  Gleichungen  (1)  und  der 
Gleichungen 

BF     da         dF    da,  dF      da._,         dF 

da     da^         da,    6a^  ^"i— 1      ^'^k  ^"^t 

eliminirt,  wo  «^  jede  der  Grössen  a^,  a^^-,,  .  .  .,  a,,^  und  a,  a„  a^,  .  .  ,,  «j_i  Func- 
tionen von  a;,  a^^i,  .  .  .,  a^  und  willkürlichen  Constanten  bedeuten.  Setzt  man 
insbesondere  für  a,  a^,  a^,  .  .  .,  ß,_i  die  sich  als  ihre  Werthe  aus  (1)  ergebenden 
Functionen  von  a,-,  fl;_|_i,  .  . .,  a^,  cc,  «,,  «3,  .  .  .,  a^,  so  folgen,  wie  ich  unten  zeigen 
werde,  aus  (1)  und  (2)  auch  die  Gleichungen  (3),  so  dass  man  für  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  auch  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  setzen  kann.  Es  ist  daher  gleich, 
ob  man  sagt,  dass  man  mittelst  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  oder  mittelst  der 
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Oleichungen  (1)  imd  (3)  die  Grössen  a,  a,,  a.^,  . .  .,  a„  aus  .F  eliminirt,  und  es  ist 
daher  die  Lösung,  die  sich  durch  die  letztere  Elimination  ergiebt,  die  ursprüng- 
lich gegebene  f,  wie  zu  beweisen  war. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen  übrig,  dass  aus  (1)  und  (2)  die  G-leichungen  (3) 
folgen.  Die  Function  i'' wurde  aus  /gefunden,  indem  man  in  /"für«,  a,,  «2,  . . .,  «i_i 
die  Functionen  y,  5p,,  yj, . . .,  <pi_i  set^ite  und  mittelst  (2)  die  Grössen  a^,  cti^^,  ...,«„, 
durch  die  unabhängigen  Variabein  und  die  Grössen  a,  a^,  o^,  ,  .  .,  a„,  ausdrückte. 
Es  wird  daher,  wenn  man  mit  a^  irgend  eine  der  Grössen  a,  a^,  «3,  . .  .,  a„, 
bezeichnet, 

dF  _   df   d(p       8f  a^j  df   6(p^_^ 

da^    ~~    dcp     da^        d<f^    öa,,  ^'Pi-i     '^^,-    ' 

da  wegen  (2)  die  in  die  partiellen  Differentialquotienten  von  «;,  «^+„  ....  «,„ 
multiplicirten    Ausdrücke    verschwinden.      Substituirt    man    diesen    Werth    von 

',rhält  der  Ausdruck  links 
vom  Gleichheitszeichen  die  Form 

wo 

5y,^     da  d(pi^     da^  8tf^^    3"i_]         ^'Pi, 

*  "~     da      da^  da^     da^  ^";— 1     ^"s  ^<^i 

Da  aber  a,  ai,  a^,  . .  ■,  a,_]  diejenigen  Functionen  von  a^,  a^^i, . ..,  a„,,  «,  «,,  «^,  . . .,  «,„ 
sind,  welche,  in  die  Ausdrücke  50,  ^i,  (p^,  .  .  .,  <pi_i  gesetzt,  dieselben  respective 
den  Grössen  «,  «i,  «3, .  .,  «(_!  identisch  gleich  machen,  wodurch  also  <p,,  =  «,, 
wird,  so  verschwindet  der  vorstehende  Ausdruck  von  ^„,  und  es  sind  daher 
die  Gleichungen  (3)  bewiesen. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  man  aus  einer  gegebenen  vollständigen 
Lösung  jede  andere  bestimmte  nur  auf  eine  einzige  Art  ableiten  kann,  d.  h. 
dass  die  hierzu  zwischen  den  willkürlichen  Constanten  der  vollständigen  Lösung 
anzunehmenden  Relationen  sowohl  ihrer  Zahl  als  Natur  nach  bestimmt  sind. 
Wenn  man  daher  aus  einer  gegebenen  vollständigen  Lösung  f  eine  andere  F 
abgeleitet  hat  und  die  gegebene  Lösung  /  ihreraeits  aus  F  ableiten  will,  so 
kann  dies  nur  mittelst  derjenigen  Relationen  geschehen ,  welche  im  Vorher- 
gehenden zwischen  den  in  F  enthaltenen  willkürlichen  Oonstanten  angenommen 
worden  sind.     Diese  Relationen,    welche  gemeinschaftlich  dazu  dienen,  F  aus  / 
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und  /  aus  F  abzuleiten,  wo  f  und  F  zwei  beliebige  vollständige  Lösungen 
bedeuten  können,  werden  erhalten,  wenn  man  die  unabhängigen  Variabein 
t^  q-i,  qr,,  ...,  q,„  aus  den  Gleichungen 

F  ^  f     -^  ==  -^      -~-  =  -^  -^  =     5/ 

eliminirt,  was  immer  möghch  ist,  da  F  und  f  Lösungen  derselben  partiellen 
Differentialgleichung  sind. 

Wenn  man  eine  bestimmte  vollständige  Lösung  zu  Grunde  legt,  so  theilen 
sich  alle  Lösungen  in  verschiedene  Classen,  je  nachdem  man,  um  sie  aus  der 
vollständigen  Lösung  abzuleiten,  eine  oder  zwei  etc.  oder  m-4-l  Relationen 
zwischen  den  in  denselben  enthaltenen  willkürlichen  Oonstanten  anzunehmen  hat. 
Die  erste  Classe  ist  die  allgemeinste,  die  letzte  umfasst  die  Lösungen  selbst, 
welche  in  der  zu  Grunde  gelegten  vollständigen  Lösung  enthalten  sind.  Diese 
Eintheilung  dröckt  aber  nichts  den  Lösungen  selbst  Immanentes  aus,  sondern 
nur  ihre  Beziehung  zu  der  zu  Grunde  gelegten  vollständigen  Lösung.  Denn 
es  kann  jede  gegebene  Lösung  zu  jeder  beliebigen  Classe  gehören,  je  nachdem 
man  verschiedene  vollständige  Lösungen  zu  Grunde  legt.  Man  kann  nämlich, 
wenn  die  gegebene  Lösung  ebenfalls  eine  vollständige  ist,  leicht  solche  voll- 
ständigen Lösungen  angeben,  in  Bezug  auf  welche  die  gegebene  Lösung  zu 
einer  bestimmten  Classe  gehört.  Denn  man  hat  nur  aus  der  gegebenen  Lösung 
irgend  eine  der  4'""  Classe  abzuleiten  und  diese  zu  Grunde  zu  legen,  so  gehört 
die  gegebene  Lösung  auch  ihrerseits  in  Bezug  auf  dieselbe  zur  i'""  Classe,  wie  im 
Vorhergehenden  bewiesen  worden  ist.  E^  kann  aber  jede  gegebene  Lösung, 
welche  keine  vollständige  Lösung  selbst  ist,  als  particulärer  Fall  einer  vollstän- 
digen Lösung  angesehen  werden.  Denn  man  kann  sie  immer  aus  irgend  einer  zu 
Grunde  gelegten  vollständigen  Lösung  mittelst  gewisser  Eelationen  ableiten,  die 
man  zwischen  den  willkürlichen  Oonstanten  derselben  annimmt.  Bezeichnet 
man  diese  Relationen  mit  it  =  Ü,  y  =^  0  etc.,  so  kann  man  allgemeinere 

w+rfwj  =  0,  v-^sv^  =  0  etc. 
annehmen,  in  welchen  d,  s  etc.  willkürliche  Constanten  sind,  und  u^,  v^  etc. 
ebenfalls  willkürliche  Oonstanten  enthalten,  so,  dass  die  mittelst  dieser  allge- 
meineren Relationen  abgeleitete  Lösung  eine  vollständige  wird.  In  dem  beson- 
deren Fall,  wo  (?=0,  fi^O  etc.,  erhält  man  dann  aus  dieser  vollständigen 
Lösung  die  gegebene. 
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ÜBER  DIE  INTEGRATION 

DER   PARTIELLEN    DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

ERSTER  ORDNUNG  ZWISCHEN  VIER  VARIABELN. 


Historisches. 
Lagrange  hat  in  den  Berliner  Memoiren  von  1772  die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  drei  Variabein  integriren  gelehrt. 
Nach  seiner  dort  gegebenen  Methode  wird  zuerst  ein  System  von  drei  gewöhn- 
liehen Differentialgleichungen  zwischen  vier  Variabein  aufgestellt;  da  diese  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  ersten  Ordnung  sind,  so  kann  die  Integration  dieses 
Systems  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung, die  nur  zwei  Variabele  enthält,  zurückgeführt  werden.  Lagrange  fordert 
aber  zur  Auffindung  eines  vollständigen  Integrals  der  vorgelegten  j^^rtiellen 
Differentialgleichung  nicht  die  vollständige  Integration  des  Systems  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen,  sondern  er  zeigt,  dass,  wenn  man  ein  Integral  desselben 
kennt,  man  nur  noch  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Variabein  zu  integriren  hat.  Da  man,  wie  ich  im  17""  Bande  des  Crelle'schen 
Journals*)  nach  einer  von  Hamilton  gegebenen  Methode  gezeigt  habe,  immer 
umgekehrt  die  vollständigen  Integrale  des  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen angeben  kann,  wenn  man  irgend  ein  vollständiges  Integral  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  kennt,  so  folgt  för  den  von  Lagrange  behandelten 
Fall,  dass  das  von  ihm  aufgestellte  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen, 
welches  auf  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein 
zuriicldtommt,  die  merkwürdige  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  man  ein  Integral  des- 
selben kennt,  man  nur  noch  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabein  und   keine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu   integriren 


*)     Vuvgl.  diese  Ausgabe,  Bd,  TV  p.  l 
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braucht,  um  die  vollständigen  Integralgleichungen  zu.  haben;  oder,  was  dasselbe 
ist,  es  wird  die  Diflferentialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  man  noch  zu  inte- 
griren  hat,  sich  immer  auf  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabein  reduciren  lassen.  Es  bekommen  hierdurch  die  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen,  welche  in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialglei- 
chungen vorkommen,  einen  besonderen  Character,  der  sie  von  anderen  Diffe- 
rentialgleichungen unterscheidet  und  für  ihre  Integration  Vortheile  dai-bieten 
kann.  Besonders  einfach  wird  die  Lagrange'sche  Methode,  wenn  die  partielle 
Differentialgleichung  nicht  die  unbekannte  Function  selber  involvirt,  sondern 
nur  die  beiden  unabhängigen  Variabein  und  die  nach  ihnen  genommenen  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  gesuchten  Function.  In  diesem  Falle  ist  nur 
ein  Integral  eines  Systems  von  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  drei  Variabein  oder  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwi- 
schen zwei  Variabein  zu  suchen,  wonach  das  Problem  auf  Quadraturen  zurück- 
geführt ist.  Man  kann  hier  also  zufolge  der  obigen  Betrachtungen  die  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung,  welche  nach  Auffindung  des  einen  Integrals 
noch  zu  integriren  bleibt,  immer  auf  Quadraturen  zurückführen  oder  nach  einer 
allgemeinen  Regel  den  Multiplicator  angeben ,  welcher  die  Differentialgleichung 
integrabel  macht.  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  auf  welche  die 
zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  drei  Variabein  zurück- 
geführt werden  können,  hat  daher  die  Eigenschaft  mit  den  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  gemein,  dass  nach  Auffindung  eines  Integrals  man 
das  zweite  durch  blosse  Quadratur  erhält,  sie  lässt  sich  jedoch  nicht,  wie  die 
linearen,  auf  die  erste  Ordnung  zurückführen. 

2. 

Die   Lagrange'sche    Methode    der  Integration    einer   partiellen    Differentialgleichung    erster 

Ordnung   mit    zwei  unabhäagigen  Veräaderlichen ,   in  welcher  die   abhängige  Veränderliche 

selbst  nicht  vorkommt. 

Da  der  zuletzt  erwähnte  Fall,  in  welchem  die  partielle  Differential- 
gleichung die  unbekannte  Function  selbst  nicht  enthält,  in  der  Mechanik  von 
Wichtigkeit  ist,  so  wiU  ich  füi*  ihn  die  Lagrange'sche  Methode  kurz  ausein- 
ander setzen. 

Es  sei 

,   (1)     dV  ^  pdx+qdy, 
wo  q  eine  gegebene  Function  von  x,  y,  p  ist;  man  soll  p  und    V  so  als  Func- 
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tionen  von  x  und  y  bestimmen,  dass  die  Gleichung  (1)  erfüllt  wird.  Auf  diese 
Weise  kann  man  ganz  aligemein  die  Aufgabe  der  Integration  einer  Gleichung 
zwischen  x,  y  und  den  partiellen  Differentialquotienten 

dv  av 

daretelleii,  d.  h.  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung zwischen  drei  Variabeln,  welche  die  abhängige  Variabele  selbst  (die  ge- 
sachte Function)  nicht  enthält.     Die  Bedingung  der  Integrabilität  von 

ergiebt 

dji  dq         dq      dp 

dy  die         dp      d/ü  ' 

in  welcher  Gleichung  auch     >,—  und  -^  gegebene  Functionen  von  x,  y,  p  sind. 

Es  sei  nun 

/(*S  y,  f)  =  «■ 
irgend  ein  Integral   der  Differentialgleichungen 

wo  die  Grösse  a  eine  willkürliehe  Constante  bedeutet,  welche  ebenso  wenig  als 
eine  andere  willkürliche  Constante  in  der  Function  f(x,  y,  p)  selber  vorkommt. 
Man    nennt  f^a   ein  Integral  der   vorgelegten  Differentialgleichungen, 
wenn  die  Gleichung 

durch  dieselben  identisch  erfüllt  wird,  d.  h,  ohne  dass  eine  Integralgleichung  zu 
Hülfe  genommen  wird. 

Man   muss    daher  für  die  aufgestellten  Differentialgleichungen    die  iden- 
tische Gleichung  haben: 

dp      die         dy         dx      dp 
Bestimmt  man  p  als  Function  von  x,  y  durch  die  Gleichung 
f{x,  y,  p)  =  a, 
so  hat  man: 


i?_^ 

3f 

,äf 
■dp  • 

Sa' 

Bf 
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und  es  vei'wandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in  folgende: 

dp      die         8i/         dx 
Diese    Gleichung    wird  also    erfüllt,    oder  es  wird  pdx-¥-qdy   integrabel,    wenn 
man  p  als  Function  von  x  und  y  durch  eine  Gleichung 

bestimmt,  welche  ein  Integral  nachfolgender  Differentialgleichungen  ist: 

dx:dy:dp  =  -^^  :  ^  1 : ?r^  , 

dp  die 

in  welchen  -J-  und  -^  die  nach  x  und  p  genommenen  partiellen  DifFerential- 

quotienten  der  als  Function  von  x,  y,  p  gegebenen  Grösse  q  sind.      Hat   man 

auf  diese  Art  pdx-\-qdy  integrabel  gemacht,  so  findet  man 

V  =   Upda!-\-qdy\ 

und  zufolge  der  von  mir  modificirten  Hamilton'schen  Theorie  wird    das  letzte 
Integral  der  DiflFerentialgleichungen 

die  Gleichung 

wo  h  die  zweite  willkürliche  Oonstante  ist. 

Wenn  die  zwischen  x,  y,  p,  q  gegebene  Gleichung 
V(^,  y,  p,  q)  =0 
ist,  so  kann  man  auf  eine  mehr  symmetrische  Art  statt  der  Gleichungen 


dy  ' 


dx:dy  '.dp 

op 

du 

die 

folgenden 

setzen : 

dx :  dy  :  dp :  dq  = 

dip   dlp  _ 
'  ~df  dq'- 

die  '  ' 

von 

.  denen  wegen 

der  Gleichung 

dx             öij 

*+f*+ 

dtp    , 

eine  die  Folge  der  übrigen  ist. 
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3. 
Anwendung  auf  eine  Classe  mechanischer  Probleme. 
Es  gelte  in  einem  Problem  der  Mechanik  das  Princip  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft,  imd  es  seien  die  Bedingungen,  denen  das  System  ma- 
terieller Punkte,  welches  man  betrachtet,  unterworfen  ist,  so  beschaffen,  dass 
der  Ort  sämmtlicher  bewegten  Punkte  durch  nur  zwei  Grössen  x  und  y  be- 
stimmt ist.  Es  sei  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  so  giebt  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft: 

T  =  U-hh, 
wo  h  eine  willkürliche  Constante  und    U  eine  blosse  Function  von  x  und  y  ist. 
Es  sei 

,  da:  ,  du 

dt   ■     ■'  dt   ' 

so   wird  T  eine  Function    von   x,  y,    x,  y'  sein,    und   zwar  in  Bezug    auf  die 
letzten  beiden  Grössen  eine  homogene  Function  der  zweiten  Ordnung. 
Setzt  man 

BT  dT 

50  kann  man  auch  durch  Auflösung  zweier  linearen  Gleichungen  x'  und  y'  durch 
p,  q,  X,  y  ausdrücken.  Wenn  man  dieses  thut,  wird  T  eine  Function  von  p 
und  5,  und  setzt  man  in  derselben 

dV  8V 

so  wird  die  Gleichung  für  die  lebendige  Kraft, 

T=  ü+h, 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x,  y,    V,  in  welcher 

die  abhängige  Variabele  V  nicht  selbst  verkommt,  sondern  ausser  x  und  y  nur 

die  nach  x  und  y  genommenen   partiellen  Differentialquotienten  von    V.      Setzt 

man  daher 

1/,  =  T—ü—h, 

so  wird  nach  §.  2  das  aufzustellende  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen: 

,      ,      ,      ,  dT    BT     d(ü~-T)      a(ü—T) 

dx-.dy.dp:^^-^..-^:     <^^         =^^"^' 

welches  die  Differentialgleichungen  des  mechanischen  Problems  selbst  sind.     Um 
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diese  daher  vollständig  zu  integriren,  braucht  man  nur  ein  Integral  von  ihnen, 

/  =  «, 

zu  kennen.     Die  aus  den  Gleichungen 

/  _-=  a,     T  =  U+h 
gezogenen  Wcrtbe  von  p  und  q  in  x  und  y  substituirt  man  dann  in  die  Gleichung 

dF  =  pdx-i-qdfi; 
zufolge    der  Lagi-ange'seben  Theorie   wird    der  Ausdruck  rechter  Hand   inte- 
grabel,  und  daher  auch  seine  nach  a  und  k  genommenen  Differentialquotienten : 

da  '''^^   da  '^^'        dh  "^^  8h  '^^■ 
Die  Integration    dieser  Ausdrücke    giebt    die    vollständigen    endlichen    Integral- 
gleichungen des  mechanischen  Problems,     Man  hat  nämlich  nach  §,  2: 


/(^ 


Die  Zeit  findet  man,  wie  ich  in  meinen  Abhandlungen  über  die  Hamilton'sche 
Methode  gezeigt  habe,  durch  die  Gleichung: 

/(m-*+-|-*)  =  '+'• 

In  diesen  Gleichungen  sind  a,  &,  /*,  r  die  vier  willkürlichen  Constanten,  welche 
die  vollständige  Integration  des  mechanischen  Problems  erfordert. 

Ich  habe  die  vorstehenden  Resultate  für  den  Fall  der  freien  Bewegung 
eines  Punktes  in  einer  Ebene  bereits  vor  längerer  Zeit  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  mitgetheilt.  In  der  Allgemeinheit,  in  welcher  ich  sie  im 
Voratehenden  vorgetragen  habe,  umfassen  sie  auch  die  freie  Bewegung  eines 
Punktes  auf  h-gend  einer  gegebenen  Oberfläche,  so  wie  mehrere  andere  merk- 
würdige mechanische  Probleme.  Wenn  das  System  sich  frei  um  eine  Axe 
drehen  kann,  so  hat  man  immer  das  verlangte  Integral  /"=  «  mittelst  des 
Flächenprineips. 

4. 

über  die  Weiterbildung  der  Lagrange'schen  Methode. 

Die  Ausdehnung  der  Lagrange'schen  Methode  auf  eine  partielle  Diife- 

i-entialgleichung  mit  mehr  als  drei  Variabein    scheint  beim    ersten  Anblick  ein 

sehr   complicirtes  Problem.      Diese  Complication    und  der  Umstand,    dass   man 

sich  wegen    der  physikalischen  Anwendungen   seit  längerer  Zeit  auf  die  Unter- 
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suchimg  der  lineareil  partiellen  Differentialgleichungen  beschränkt,  mögen  Schuld 
daran  sein,  dass  in  dem  langen  Zeitraum  seit  dem  Jahre  1772  diese  Lücke  in 
der  Integralrechnung  geblieben  ist.  Denn  die  Arbeit  von  Pfaff,  welche  grosse 
Wichtigkeit  man  ihr  auch  beilegen  muss,  ist  weit  entfernt,  für  jede  Zahl  von 
Variabein  Aehnliches  zu  leisten,  wie  die  Methode  von  Lagrange  für  drei  Varia- 
bele  gethan  hat.  Denn  während  Lagrange  nicht  die  vollständige  Integration  des 
aufeustellenden  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  nöthig  hat,  sondern 
nur  die  Kenntniss  eiTies  Integrals  statt  zweier  fordert,  braucht  Pfaff  nicht  nur 
säramtliche  Integrale  der  von  ihm  aufgestellten  Differentialgleichungen  oder  ihre 
vollständige  Integration,  sondern  selbst  diese  ist  ihm  nur  ein  erster  Schritt  zu  der 
Lösung  des  Problems.  Ich  habe  nun  zwar  durch  eine  leichte  Verallgemeinerung 
der  Hamilton'schen  Methode  in  einer  anderen  Abhandlung*)  gezeigt,  wie  man  die 
Pfaff'sche  Methode  so  vervollständigen  Itann,  dass  die  vollständige  Integration 
des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  in  allen  Fällen  ausreicht;  aber 
es  bleibt  noch  zu  zeigen '  übrig,  dass  man  auch  diese  nicht  einmal  nöthig  habe. 
Bei  einer  näheren  Untersuchung  dieses  G-egenstandes  ist  es  mir  gelungen,  die 
hierbei  vorkommenden  Schwierigkeiten  zu  heben,  wodurch  auch  die  analytische 
Mechanik  eine  wesentliche  Bereicherung  erhält,  indem  die  dynamischen  Grund- 
gleichungen für  den  weitverbreiteten  Fall  des  Princips  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kraft  und  selbst  noch  in  anderen  Fällen  einer  eigenthümlichen  Behand- 
lung hinsichtlieh  ihrer  Integration  fähig  werden.  Wenn  nun  gleich  die  Aus- 
dehnung der  Lagrange'schen  Methode  bei  näherer  Betrachtung  nicht  die  gTosse 
Complication  hat,  welche  sie  beim  ersten  Anblick  darbietet,  so  will  ich  mich 
doch  hier  nur  auf  den  nächsten  Fall,  auf  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  vier  Variabein,  beschränken;  ja  ich 
werde  sogar,  um  eine  klarere  Einsicht  in  das  Wesen  der  von  mir  verfolgten 
Methode  zu  geben,  wieder  nur  den  in  der  Mechanik  vorkommenden  Fall  be- 
handeln, in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung  ausser  den  unabhängigen 
Variabein  nur  die  nach  ihnen  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der 
gesuchten  Function,  nicht  diese  selbst  enthält.  Die  analogen,  von  mir  für  eine 
beliebige  Zahl  von  Variabein  gefundenen  Resultate  habe  ich  in  einem  in  Grelle's 
Journal  Bd.  XVII  abgedruckten  Schreiben  an  Heri'n  Professor  Encke  kurz  an- 
gedeutet. **) 

*)  Crello'.s  Journal,  Bd.  XVU  p.  97  —  102;    diese  Ausgabe,  iSd.  IV  p.  57  —  127. 
'*)  Vergl.  diese  Ausgabe,  Bd.  IV  p.  39  — S5. 
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5. 

Partielle  Differentialgleichung  mit   drei  unabliäiigigen  Vöränderlicheo ,    welche  die  gesuclite 

Function  nicht  enthält.     Exposition  der  Aufgabe.      Erstes  System  gewöhnlicher  Differeutial- 

glßichungen,  von  welchem  ein  Integral  zu  suchen  ist. 

Es  sei 

dV  ^  pdte-\-qdy-\-rdz 
und  r  eine  gegebene  Function  von  x,  y,  z,  p,  q,  welche  V  nicht  enthält.    Man 
soll  p  und  q  so  als  Functionen  von  X,  y,  z  bestimmen,  dass  der  Ausdruck 

■pdx-\-^dy-^Tdz 
integrabel  wird.  Die  Ausführung  der  Integration  giebt  dann  die  Function  V. 
Damit  ihr  Ausdruck  vollständig  sei,  müssen  die  Ausdrücke  von  p  und  q  in 
3;,  y.  z  zwei  ■willkürliche  Constanten  enthalten ;  bei  der  Integration  kann  man 
dann  dem  Ausdruck  von  V  noch  eine  dritte  willkürliche  Constante  durch  blosse 
Addition  zufügen. 

Die  Aufgabe  scheint   beim   ersten  Anblick  mehr   als    bestimmt   zu   sein. 
Betrachtet  man  nämlich  p,  q,  r  als  Functionen  von  x^  y,  z  und  setzt: 


(1) 


so  hat  man  nur  zwei  Functionen  ^ 
drei  Gleichungen 

^  =  0,     ß  =  0,     C  =  0 
genügen,  welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  der  Ausdruck 

■pd!e-\-qdy-\--rdz, 
wie  verlangt   wurde,    integrabel  werden    soll.      Indessen    wenn  die   drei  zu  er- 
füllenden Gleichungen  sich  auch  nicht  auf  zwei  reduciren  lassen,    so   sind    sie 
doch  auch  nicht  von  einander  unabhängig.      Man  hat  nämlich,   wie  man  leicht 
sieht,  die  identische  Gleichung: 

^„,     BA       dB       ec 

^  '      öA'         oy         dz 
SO  dass,  wenn  zwei  von  den  Ausdrücken  A,  B,  C  verschwinden,  man  von  dem 


1-f-A 

l^-t---. 

p    und    q    zu    bestimmen    u 

iil    soll  damit  den 
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dritten  weiss ,  dass  er  die  eine  von  den  drei  Variabein  x,  y,  z  nicht  enthalten 
kann.  In  dieser  Gleichung  (2)  hat  man  die  Lösung  des  Problems  zu  suchen. 
Ich  will  die  Aufgabe,  die  beiden  Grössen  f  und  q  so  als  Functionen  von 
X,  y,  z  zu  bestimmen,  dass  der  Ausdruck ^x^x-i-^^-f-rffo  integrabel  wird,  oder 
dass  die  drei  Gleichungen  ^1^=0,  ß^O,  C^O  erfüllt  werden,  in  zwei  Auf- 
gaben theilen,  weil  die  gkichzeiticje  Behandlung  nnd  Bestimmung  zweier  Func^ 
tioneti  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden  ist.  Wir  wollen  nämlich  zuerst  q 
als  Function  von  x,  y,  z,  p  und  dann  p  als  Function  von  x,  y,  z  bestimmen.  So 
lange  man  5  nur  als  Function  von  x,  y,  z,  p  darstellt,  ohne  p  als  Function  von 
X,  y,  z  zu  bestimmen,  wird  es  nicht  möglich  sein,  einer  der  drei  Gleichungen 
yl  ^  0,  5  ^=  0,  C  ^  0  zu  genügen.  Man  wird  abei*  eine  gewisse  Combination 
dieser  Gleichungen  bilden  können,  der  schon  durch  die  Bestimmung  der  einen 
Grösse  q  als  Function  von  a;,  y,  z,  p  Genüge  geschehen  kann,  während  die 
Function  p  noch  unbestimmt  bleibt.  Betrachtet  man  nämlich  die  beiden  Grössen 
r  und  q  als  Functionen  von  x,  y,  z,  p,  so  werden  die  drei  Gleichungen  C  =  0, 
B  =  0,  ^  ^  0  folgende  Gestalt  annehmen : 


(3) 


dy  dx        dp  da!  ''  ■      • 

dp  dr  dr  dp 

dz  dx        dp  Bai  ' 

_,  dq  dp    6r         dr     dp 

dz  dp  dz  dy        dp      dy 

Substituirt  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  in  die  letzte,  so  erhält  man: 

dq  dq      dr    dr  dr  dq 

8z  dp      d/e  dy  dp  dx 

oder 

(■4)      gg         Qr    ^    dq      dr  dr  dq    ^  ^^ 

^         dz         dy         dp      dx  dp  da: 
Man  kann  diese  Gleichung  auch  in  der  Form 

welche  zugleich  die  Art  ihrer  Ableitung  erkennen  lässt,  darstellen.  In  dieser 
Formel,  so  wie  in  (3)  und  (4),  werden  die  beiden  Grössen  q  und  r  als  Func- 
tionen von  X,  y,  z,  p  betrachtet. 

"Wenn  man   wieder  q   als  Function    von  x,  y,  z,  p,    aber  r    als  Function 
V.  57 
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von  .T,  y,  2,  f,  q  betrachtet,  wie  es  durch  die  gegebene  partielle  Differential- 
gleichung bestimmt  ist,  und  in  diesem  Sinne  partiell  differentiirt,  so  verwandelt 
sich  die  G-Ieichung  (4)  oder  (5),  wenn  man  die  sich  aufhebenden  Terme 

f)q      dr      dq        dr      dq      6q 
8p     dq      die        dq      dp     dx 

fortlässt,  in  folgende : 

,„,     8r      dq  dr      dq         dq  ör      dq^  __    dr 

dp     dx         dq      dy         ds         dx      dp  dy 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Grössen 

dr  dr  dr  dr 

dp  '      dq  '     dx  ^      dy 

gegebene  Functionen  von  x,  y,  z,  p,  q,  und  die  Gleichung  ist  daher  eine  lineare 
partielle  Differentialgleichung  zwischen  q  und  den  unabhängigen  Variabein 
iE,  y,  z,  p.  Um  eine  Function  q  der  Grössen  x,  y,  z,  p  zu  finden,  welche  der 
Gleichung  (6)  genügt,  hat  man  bekanntlich  das  System  von  Differentialglei- 
chungen  aufzustellen: 

(7)     dx:di/:dz:dp:dq  =  --'^:--^'^  ^  l  ,  _^  :  ^  . 
Ist  ein  Integral  desselben  ') 

fix,  y,  s,  |j,  q)  =  a, 
WO  a  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  so  ist  der  aus  dieser  Gleichung  ge- 
zogene Werth  von  q   die  verlangte  Function  von    x,  y,  z,  p,   welche  die  Glei- 
chung (6)   erfüllt.      Diese  Function   enthält,    wie   man   sieht,    eine   willkürliche 
Constante  a. 

Um  die    Gleichungen    (7)    in    einer    mehr    symmetrischen   Form    darzu- 
stellen, sei 

lp(x,  y,  z,  p,  q,  r)  =  0 
die  gegebene  partielle  Differentialgleichung.      Führt  man  die  Werthe   der  par- 
tiellen Differeotialquotienten  von  r,   wie   sie  sich  aus  dieser  Gleichung  ergeben, 
in  die  Gleichungen  (7)  ein,  so  erhält  man: 

.oN     j      j     ^      7      ^     ^  dip     dip     d>p  dW  6ip  8jp 

(8)     div:d>/:dz:dp:dq:dr  =  -^:-^:^:-^.-^.~-^. 

*)  Hier,  wie  immer,  nenne  ich  /"=  a  ein  Integral  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen, 
wenn  lue  Gleichung  rf/"=  0  bloss  mit  Hülfe  der  Differential  gl  e  ich  ungen  ideniisak  erfüllt  wird. 
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Ich  habe    hier  dci'  Symmetrie    wegen  sogleich  das  Verhältniss  von   dr   zu    den 
übrigen  Differentialen  beigefügt,  welches  sich  aus  der  Gieichang 


"f  - 1-"^+ t*+t^+f  *+  lr^'+lf^*  - « 


ergiebt. 


6. 

Anrstfslhiiig  zweiür  litiearen  partiellen  Differentialgteichungon,  von  denen  eine  geraeinsame 

Lösung  zu  suchen  ist. 

Im  Vorhergehenden  ist  q  so  als  Function  von  x,  y,  z,  p  bestimmt  wor- 
den, dass  einer  gewissen  Combination  der  Gleichungen  ^  ^  0,  B  =^  0,  C  ^  0, 
nämlich  der  unter  (ö)  angeführten  Gleichung 

öp  dp 

Genüge  geschieht,  was  für  eine  Function  von  x,  y,  z  auch  p  bedeute.  Dieses 
war  der  erste  Schritt  in  unserer  Untersuchung.  Es  war  hierzu  (iie  Kenntniss 
eines  Integrals  der  Gleichungen  (7)  nöthig,  welche  vier  verschiedene  Integrale 
haben,  die  ich  mit 

/=«,  A  =«.,  U  =  a.^,  A  =  «, 
bezeichnen  will.  Man  kann  im  Voraus  nicht  wissen,  ob  der  Verlauf  der  wei- 
teren Untersuchung  uns  gestatten  wird,  irgend  ein  beliebiges  dieser  Integrale 
oder  eine  beliebige  Combination  derselben  zu  wählen,  um  daraus  q  als  Function 
von  X,  y,  z,  p  zu  bestimmen,  oder  ob  nicht  die  Erfüllimg  aller  Gleichungen 
^  =  0,  B^r=0,  C^O  fordern  wird,  dass  diese  Combination  eine  bestimmte 
sei  oder  wenigstens  noch  gewissen  Bedingungen  genüge.  Ich  werde  aber 
zeigen,  dass,  wenn  man  auch  für  die  Gleichung  /  =  a  ein  ganz  beliebiges  Inte- 
gral der  Gleichungen  (7)  annimmt,  es  immer  möglich  ist,  die  Function  p  so 
zu  bestimmen,  dass  den  beiden  Gleichungen 

i?  =  0,     6'  =  0 
Genüge  geschieht,    welche,    nachdem  die  Gleichung  (5)  erfüllt  ist,    allein  noch 
übrig  sind. 

Betrachten  wir  q  und  r  als  Functionen  von  x,  y,  z,  p,  wie  sie  durch 
die  beiden  Gleichungen 

■.^  =  0,    f=a 
bestimmt  sind,  so  sind  die  Gleichungen  C  =  ü,  B  =  0  folgende: 

57* 
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5p   ^  g'i    I    Sq     Sp 

dij  dx         6p      dx  ' 

dp    dr         dr      dp 

dz  dä>         dp      dx  ' 

wie  ich  sie  bereits  oben  hingestellt  habe.  Es  kann  nun  durch  eine  besondere 
Beschaffenheit  dieser  Gleichungen  möglich  sein,  dass  sie  beide  durch  dieselbe 
Function  p  erfüllt  werden  können.  Ich  will  mich  hier  auf  die  allgemeine 
Untersuchung,  wie  man  die  Bedingungen  dafür  findet,  dass  zwei  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen gleichzeitig  erfüllt  werden  können,  nicht  einlassen,  sondern 
mich  auf  den  vorliegenden  Fall  beschränken. 

Um    auf  die   allgemeinste    Art    die   erste    der  beiden   aufgestellten   Glei- 
chungen, 

dp    dq         dq      6p 

dy  6:e  dp       dx   ' 

in  welcher  -^,   --v-  gegebene  Functionen   von  x,  y,  z,  p  sind,   zu  integi-iren, 

sucht  man  die  beiden   Integrale  der  Gleichungen 

dii  -.dx-.dp  =   1  :  — ■  ^=p-  :  -^  . 
-'  ^  dp      dx 

Sind  diese 

y  -  «,     %  =  ß, 

wo    a,    ß  willkürliche  Gonstanten  sind,    die  in  <f  und  /  nicht  vorkommen,  so 

hat  man  die  identischen  Gleichungen 

Idtp__dq^    e^       5^  ^  =  n 
dy         dp  '  dx  ^  d^     dp 
dy        dp      da:        dx     dp  ' 

lind  allgemeiner,  wenn  JI  irgend  eine  Function  von  (p,  /  und  der  Grösse  z  ist 
(welche  letztere  hier  als  Oonstante  betrachtet  wird): 

^__^.M  +  _^.-^  =  0 
dy        dp      die        dx     dp 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt,  dass  die  Gleichung 

8p   dg        dg     dp 

dy  dx         dp      dx 

durch  jeden  Werth  p  erfüllt  wird,  welcher  der  Gleichung 
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genügt,   wo   II((f,/,z)   eine   beliebige   Function    von   5p,  /  und  s  ist,    während 
b  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.      Es  fragt  sich  nun,   ob  es  möglich  ist, 
diese  Function  JI  von  ^,  /  und  z  so  zu  bestimmen,  dass  durch  denselben  Aus- 
druck von  p  auch  die  andere  Grleichung  erfüllt  wird: 
dp   dr         dr      dp 

oder,  was  dasselbe  ist,  ob  man  TI  so  als  Function  von  cp,  /  und  z  bestimmen 
kann,  dass  auch  die  Gleichung 

dn dr_  ön      er_  Sil  _  r. 

dz         dp     dw        dx     dp 
identisch  erfüllt  wird. 

Um    diese   letztere  Gleichung   durch  die    partiellen  Differentialquotienten 
von   TI,   nach   y),   /  und  z  genommen,   auszudrücken,   sei: 

dn  =  n'i<f)dy-\-n'(x)dx^n'(zyh\ 

es  sei  ferner 

81p        dr     d(f        dr     dtp   

^dz         dp      do!        dx      dp  " 

^1  —^L_    ^ü         Sr      St    

dz         dp     dx        dx     dp  ^' 

so  wird  die  zu  erfüllende  Gleichung: 

Q  ^   öfl 0^;^    Sn        dr_    dU^ 

dz  dp      dx         die      dp 

Diese  Gleichung  würde  eine  partielle  Differentialgleichung  zwischen  den  Grössen 
H,  (p,  /,  z  sein,  wenn  sich  die  Grössen  (p^  und  Xi  durch  5p,  Xj  2  ausdrücken 
Hessen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  sie,  in  die  Gleichungen  (9)  für  (p  oder  / 
gesetzt,  dieselben  ebenfalls  erfüllten.  Und  dieses  wird  man  in  der  That  bei 
näherer  üntersuchcmg  finden. 

7. 
llülfssatz  zur  Autsuchung  der  gemoitiaamefl  Lüsaug, 
Man  hat  nämlich  folgendes  Theorem: 

„  Wenn  q  und  r  Functionen  von  x,  y,  z,  p  sind,  welche  der  Gleichung  (4) 
dq  ^  dr         dq     dr         dr      Sq    ^ 
dz        By        dp     dx        dp      dx 
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genügen,  und  wenn  (p  ein  Tnteyral  der  Gleichung 

dtp  


dq      dtp 
dp      dx 


ist^  SO  wird  die  Function 


f. 


dz ' 


dtp 
dx 


ehenfalls  ein  Integral  dieser  Gleichung,  d.  h.  man  hat  auch: 
dtp^  dq      dtp^  dq      dip^ 

dy  dp      dx         dx      dp 

Ks  seien  nämlich  <f,  q  und  r  irgend  welche  Functionen  von  x,  y,  z,  p,  und  es 
werde  der  Kürze  halher 


dq          dr          dq      dr          dr       6q 

dz         dy        dp  '  dx        dp      dx            ' 

dtp        dq     dtp         dq      dtp 

-^--df^-^~dW~df--^' 

Ööj         dr     dtp        dr      dtp          , 

gesetzt;    dann    findet    raan,    wenn    alle    sich    aufhebenden    Tenne    fortgelassen 
TV erden ' 

dL        dq     dL        dq     ÖL        idK        dr     dK        dr     dK\ 

dij      dp'  dx^  dx  'dp     [dz      dp'  dx'^  dx  '  dp  j 

(         öV           dq       d^r          dq      d^r 

_  8^  1      dpdy   '  dp    dpdx      dx    dp' 

(10) 

~    Sx  ■             e'q           dr        d\i           dr      d' q 

dpdz      dp    dpdx      dx    dp^ ' 

d\          dq       d'r          dq       d''r    j 

Q(fi             dxdy         dp       dx^      '    dx      dxdp  1 

'^  öp                ß^q           ß,.        ß-'q          Qr        d^q     | 

dxdz      dp     dx'       dx    dxdp  ) 

d^     dtp        da     dtp 
dp      dx    ■     dx      dp  ' 

Aus   dieser   Gleichung   folgt,    dass,    wenn   die    Functionen  q,   r   und    ^   so    be- 

schaffen  sind 

dass    die   Ausdrücke   K  und    J  identisch   gleich    Null    sind,   die 
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Function  L  der  Gleichung  genügt: 

6L        8q     dL        dq     dL   

8y        dp      dx        dj;      dp  ' 

was  7.U  beweisen  war. 

8. 

Bestimmung  dc!'  gemeinsamen  Lösung.     Vollständige  Integration  des  in  §.  5  benutzton 

Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Theorem  folgt,  dass  man  aus  einem  Inte- 
gral (p  der  G-Ieichung 

dqi         dq      d<ß         dq      dq)    

d>j         dp      das         da!  dp 
immer  ein  zweites  durch  blosse  partielle  Differentiation  ableiten  kann;   es  wird 
nämlich 

d(p         dr     d(f  dr      d<p 

'           dz         dp      däi  dx      dp 

ein  Integral  derselben  Gleichung,  oder  man  hat  ebenfalls: 
8q>^        dq      dqi^         dq      dtp^ 
dl/         dp      dx         dx      dp 
Ja  man  kann  diese  Operation  wiederholen  und,    indem   man   (f^   statt  (p  setzt, 
aus  <p^  ein  drittes  Integral  ableiten: 

dqi^         dr      drp^         dr      öy, 
^  dz  dp       da:  dx       dp 

Sind  aber  <p  und  (f^  zwei  Integrale  der  Gleichung 

dq>         dq      dq>         dq      5g)    __ 
dy         dp     dx         8x     8p    ~~     ' 
so  ist  bekanntlieh  jedes   andere  Integral  eine  Function   dieser  beiden  Integrale, 
und  es  muss  daher  (p,^  eine  Function  von  <p  und  <py  und  von  der  Grösse  z  sein, 
welche  letztere  bei    der  Integration   der  vorstehenden  Gleichung  als    Constante 
angesehen  wird. 

Ich  nannte  aber  /  ein  zweites  Integral  der  vorstehenden  Gleichung,  und 
/i  eine  Function,  welche  durch  dieselben  Operationen  aus  x  abgeleitet  wird, 
wie  5O1  aus  <f,  und  welche  daher  nach  dem  obigen  Theorem  ein  Integral  der- 
selben Gleichung  ist.     Nimmt  man  (f^  für  dieses  zweite  Integral  ;f,  so  wird 
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und  die  Function  JJ  wird    eine  Function    von   ^,    <p^   und  s,   welche   der  Glei- 
chung genügen  muss: 

in  welcher  (p^  eine  gegebene  Function  von  (f,  </),  und  z  ist.      Hat   man    daher 
ein  Integral 

der  Gleichungen 

dy.d^-.dp  =  1:-^:-^ 

gefunden,  in  welchen  s  als  Oonstante  angesehen  wird,  so  leitet  man  aus  <p  die 
Function  'f,  und  aus  (p^  die  Function  ^Ps  ab  vermittelst  der  Fornieln: 

d^        dr     d(p        dr     dq> 

'  dz         dp     da;         dx     dp  ' 

ögjj         dr    d<p^        dr    dg>^ 
■^  dz  dp      Bx         da!      dp  ' 

und  drückt  y)-^  durch  (p,  <p^  und  z  aus,  was  immer  möglich  ist.     Hierauf  bildet 
man  die  Differentialgleichungen 

(11}     dip  :  dif^  :  ds  =  (f^:<f^:l 
und  sucht  ein  Integral  derselben, 

n(<p,  y^,  s)  =  b. 
Diese  Gleichung,  verbunden  mit  den  Gleichungen 

^  =  0,     f=a, 
giebt   für  p,  q,  r  Ausdrücke    in    x.  y,  z   mit  zwei    willkürlichen   Constanten    a 
und  h,  welche  den  Ausdruck 

pdi);-i-<ld</-i-rds 
integrabel  machen.     Setzt  man  dann 


V=   kpdat-{-qdtj  +  rdz), 


SO  dass    V  eine  Function  von  x,  y,  z,  a,  b  wird,   so  erhält  man  zufolge  der  in 
einer   anderen  Abhandlung  (Crelle's  Jou]TiaI,  Bd.  XVII  p.  97;    diese  Ausgabe, 
Bd.  IV  p.  57  — 127)  von  mir  gegebenen  Theorie  die  vollständigen  Integrale  der 
Differentialgleichungen  (7)  durch  das  System  der  Gleichungen: 
8V  ,       dV 


f=a,    n-- 


da  '        db 
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in  welchen  a\  b'   zwei   neue   willkürliehe  Constanten  sind.     Die   beiden   letzten 
Gleichungen   kann  man   auch  so   darstellen: 

in  welchen  Formeln  die  unter  dem  Tntegi'alzeichen  enthaltenen  Ausdrücke  eben- 
falls integrabel  sind. 

9. 
Besonderer  Charakter  der  erhaltcaen  Integrale  des  Systems  gewöhnlicher 
Dift'erenti  algleichungen. 
DifFerentiirt  man  die  Gleichung  H  ^  b,   durch   welche  die    zweite   will- 
kürliche Constante  eingeführt  wurde,  indem  man  JI  wieder,  wie  oben,  als  Function 
von  X,  y,  z,  p  beti'achtet,  so  erhält  man: 

,„       dn  ,      a/7  ,      du  ,      en  , 

all  =  —^ — d;ü-\ — f; — ay-\ — 7: — ösH — ?=, —  dp  =  ü. 
dx  ay     •'        öz  oxj 

Die  Function  TI  war  aber  so  bestimmt  worden,  dass  sie  gleichzeitig  den  beiden 

Gleichungen 

^_^   ^      _^  ^  —  0 
dy  6p      dx  8x      dp  ' 

en dr^  ^.^  —  —  0 

dz         dp      dx        da      6]^ 
genügte.     Multiplicirt   man    die  erste  Gleichung  mit  dy,  die  zweite  mit  dz  und 
zieht  die  Summe  beider  Producte  von  der  Gleichung  dzr=  0  ab,  so  verwandelt 
sich  diese  Gleichung  in  folgende: 

■^  =  -d^r'+^'^y^^'^l-^^i^p-^^^—d^'^']- 

Wenn  man  r  als  Function  von  x,  y,  z,  p,  q  betrachtet,    so  werden   die  beiden 

en       -,  dn 

muitipiicirte 

dp  Öp    \ 

dp -^dz— 

Diese  Ausdrücke   verschwinden,    wenn    die  Gleichungen  (7)   stattfinden,   da  aus 
V.  08 
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diesen  Glelchimgen  folgt: 

da:+^r— 1^2  =  0,     dy-\-^;—dz  =  0,     dp -i=—ds  =  0. 

dp  -^        6q  '       '-         dm 

Man  sieht  dalier,  dass  die  Gleichung  dJl  =  0  eine  der  Combinationeii  ist,  welche 
man  aus  den  Gleichungen  (7)  oder  (8)  bilden  kann,  oder  dasa  die  Gleichung 
Jl^h,  ebenso  wie  diejenige,  durch  welche  die  erste  willkürliche  Constante  a 
eingeführt  wurde,  f  ^  a,  ein  Integral  dieser  DiiFerentialgleichungen  ist.  Aber 
die  Gleichung  II  ^  b  ist  nicht,  wie  die  Gleichung  f^a,  ein  beliebiges  Integral 
dieser  Differentialgleichungen,  sondern  nur  ein  Integral  einer  Combination  der- 
selben, welche  zwischen  den  drei  Variabein  5p,  ^^  und  z  stattfindet,  während 
die  Gleichungen  (7),  nachdem  durch  das  erste  Integral  f=  a  die  Grösse  q  als 
Function  von  x,  y,  z,  p  bestimmt  wurde,  zwischen  diesen  vier  Variabein  ge- 
geben waren. 

10. 
Die  Ordnung  der  nur  Anfsiicliung  der  gemeinsamüa  Lösung  uotliwendigen 
Integrationen  Icann  sich  unter  Umständen  erniedrigen. 
Ich  habe  oben  gesagt,  dass  der  allgemeinste  Ausdruck  einer  Function  /, 
welche  der  Gleichung 

_§X_  __  _5?  _  Sjc        dq_  ^  d_x   ^  Q 
dy        dp      d.v        dai     6p 

Genüge  leistet,  eine  beliebige  Function  von  z  und  zwei  Integralen  dieser 
Gleichung,  5p  und  ^1,  sei,  und  dass  daher,  da  auch  y?^  dieser  Gleichung  Genüge 
leistet,  (fa  eine  Function  von  5p,  (/>,  und  z  sein  müsse.  Dieses  hört  auf,  seine 
Gültigkeit  zu  haben,  wenn  es  sich  trifft,  dass  der  Ausdruck 

ö<p         3r      dip         8r      d<p 
'  dz  dp      da:         dx       dp 

selber  schon  eine  Function  von  5p  und  z  ist.  In  diesem  Falle  aber  erfährt 
die  Aufsuchung  der  Function  TI  eine  bedeutende  Vereinfachung,  indem  sie  nur 
eine  Function  der  beiden  Grössen  <j)  und  z  wird.  Denn  da  es  nur  darauf  an- 
kommt, Tl  so  zu  bestimmen,  dass  es  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen 

dll_dq_  dn^  dg  dlt  _ 

dy        dp  8x  das  6p  ' 

6n__dr_  dJl  S'i_  dn_  _ 

dz         6p  dx  dx  dp 
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genügt,  and  jede  Function  Tl(_<p,  z)  schon  von  selbst  die  erste  erfüllt,  so  hat 
man  nur  noch  der  Gleichung 

ir{<f).qs^+nxz)  =  0 

zu  genügen,  in  welcher,  wie  angenommen  wurde,  50^  eine  Function  von  (p 
und  z  ist.  Diese  Gleichung  wird  aber  erfüllt,  wenn  TI^=  b  das  Integral  der 
Gleichung 

dw 

lS  =  f' 
ist.  Man  hat  also  in,  diesem  Falle  nur  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung zwischen  zwei  Grössen  tp  und  z  zu  integriren,  während  man  vorher  von 
zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  den  drei  Grössen  if,  (p^ 
und  z  oder,  was  dasselbe  ist,  von  einer  DilFerentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zwischen  f  und  z  ein  Integral  zu  finden  hatte. 

Trifft  man  zufällig  ein  Integral  (p,  für  welches  5P1  gleich  0  wird,  so  hat 
man  keine  Differentialgleichung  weiter  zu  integriren,  sondern  J7  gleich  (p  zu  setzen. 

11. 

Zahl  und  Onlming  tlor  nach  dieser  Methode  erfordeTlichen  Integration  en. 
Die  Differentialgleichungen  (7)  sind  vier  Gleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  fünf  Grössen ,  welche  die  Stelle  einer  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  zwischen  zwei  Grössen  vertreten.  Wollte  man  diese  successive  in- 
tegriren,  so  hätte  man  nach  und  nach  ein  Integral  einer  Differentialgleichung 
vierter,  dritter,  zweiter  und  erster  Ordnung  zu  suchen.  Vergleichen  wir  da- 
gegen die  im  Vorhergehenden  geforderten  Integrationen,  so  haben  wir,  nachdem 
ein  Integral  der  vier  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ermittelt  ist,  nur 
Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  zu  inte- 
griren  und  keine  der  dritten  Ordnung;  daraus  ersehen  wir,  dass  nach  der  ange- 
wandten Methode  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  auf  welche  nach 
gefundenem  ereten  Integral  das  Problem  zurückkommt,  sich  immer  auf  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  zurückführen  lässt.  Wir  hatten  nämlich 
zwei  Differentialgleichungen  erster  oder  eine  zweiter  Ordnung,  um  die  Func- 
tionen (p  und  5p,  zu  bestimmen;  hiervon  brauchten  wir  aber  nur  ein  Integml 
zu  kennen,  tp-=a,  da  sich  nach  einer  bestimmten  Regel  ein  zweites  Integral 
(f^-^  ß  daraus  ableiten  liess.  Nachdem  die  Functionen  tp  und  (f^  gefunden, 
hatten   wir   zwischen   diesen    und    z   wieder    zwei  Differentialgleichungen   erstei' 

58' 
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oder  eine  zweiter  Ordnung,  von  denen  wieder  nur  ein  Integral  II  =h  zu 
suclien  war.  Alles  Übrige  war  dann  auf  Quadraturen  zurückgeführt.  Statt 
also  nach  und  nach  ein  Integral  einer  Differentialgleichung  dritter,  zweiter, 
erster  Ordnung,  haben  wir  nur  zweimal  ein  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  suchen  und  blosse  Quadraturen  auszuführen,  was  eine 
bedeutende  Vereinfachung  ist. 

"Wir  haben  nach  dem  Vorhergehenden  zweierlei  Arten  von  Differential- 
gleichungen, für  welche  ein  Integral  zu  suchen  ist,  solche,  von  denen  ein  Integral 
mit  einer  willkürlichen  Constante  eine  Gi-leichung  zwischen  den  Grössen  x,  y,  z, 
p,  q  und  einer  willkürlichen  Constante  liefert,  die  als  eine  der  Integi-alglei- 
chungen  des  Problems  zu  betrachten  ist,  und  ein  Hülfssystem,  das  nur  dazu 
dient,  passende  Variabele  aufzufinden,  die  an  Stelle  der  ursprünglichen  zu 
wählen  sind.  Diejenigen  Integrale,  welche  die  willkürlichen  Constanten  geben, 
sind  zugleich  Integrale  desselben  ui^prCmglichen  Systems  von  DifFerentialglei- 
chungen  (7)  oder  (8). 

12. 
Das  boi  der  Aufsuchung  der  gemeinsamen  Lösung  benutzte  System  gewöhnlicher 

Diffei'entialgleichuugen.     Seiue  voUstäudlge  Integration.     Sein  Multiplicator. 

Zur  besseren  Einsicht  in  die  Natur  der  hier  vorkommenden  Differential- 
und  Integralgleichungen  bemerke  ich  noch,  dass  die  Grieichung 

nicht  nur  ein  Integral  der  Gleichungen  (7)  ist,  wenn  man  sieh  daraus  die  Con- 
stanten a  und  b  vermittelst  der  Gleichungen  f=a,  TI=b  eliminirt  denkt, 
sondern  auch  der  Gleichungen  (11),  wenn  man  nur  die  Constante  b  vermittelst 
der  Gleiehimg  JI  =  6  eliminirt.  so  dass  also 

"■=*.  !?  =  *■ 

dh 
die  beiden  Integrale  der  Gleichungen 


:  dz  = 


<fj.-f2- 


werden.     Wenn  nämlich  H=  h,  IJi=^  b'  die  beiden  Integrale  dieser  )3rleichungen 
sind,  so  hat  man,  wie  ich  in  §.  9  gezeigt  habe: 

en  /_,        da  ^        Sr   ,\       dn  ( ,        dg    ,        dr  j  1 

6n,  r  dq  dr      i        5/7.  r  dq  dr      i 
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Denn  dasselbe  Resultat,  welches  ich  dort  in  Bezug  auf  die  Function  H  erhalten 
habe,  erhält  man  auch  in  Bezug  auf  die  Function  J7,.  Aus  diesen  folgen  aber 
die  Gleichungen 


(12) 


8q    ,         dr 


welche  mit  den  Gleichungen  (11)  äquivalent  sein  müssen,  oder  von  denen  jede 
eine  Comblnation  der  Gleichungen  (11)  sein  muss.  Substituirt  man  in  q  und 
r  den  Werth  von  p  als  Function  von  x,  y,  z  und  der  willkürlichen  Gonstante  6, 
der  durch  die  Gleichung  JI=h  gegeben  ist,  so  enthalten  q  und  r  die  Grösse 
h  nur,  insofern  dieselbe  in  p  vorkommt,  oder  man  hat: 

dq 8q     dp         dr    _    dr      dp 

db  8p      56  '      dh    '~    dp      db 

Multiplicirt  man  daher  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (12)  mit  -t^,  so 
erhält  man: 

Der  Ausdruck  rechts  ist  integrabel,  und  man  erhält  durch  seine  Integration 
das  zweite  Integral  der  Gleichungen  (11): 

dV         r(dp    ,         dq    ,         dr    ,\         ,, 

was  zu  beweisen  war. 

Ich  will  noch  den  integrabeln  Ausdruck 

dessen  Integration  ein  Integral  der  Gleichungen 

dtf  :  d(p^ :  cfe  ^  <p^ :  ^3  :  1 
giebt,    durch    die    Variabein   (p.   (.p^,   z   selbst   auszudrücken    suchen.      Aus   den 
Gleichungen 

Sg)         8q      8<f         dq      8q> 

8y         6p      8x         8x      dp  ' 

8<p^         dq      8q>^         dq      öy, 

dy         dp      dx  8x      dp 
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erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  halber 

d(fi      ögiy        öif      d<p^ 

dx       dp  dj}       da> 

setzt,  die  Gleichungen 

d(f      d<p^        dip      ö^i  dq 

dy      dp         dp      dy  8p  ' 

d<p      d(f^        d(p      ö(fj  dq 

dy      dx         dx      dy  dx 

Man  differentüre  die  erste  Gleichung  nach  x,  die  zweite  nach  p  und  ziehe  die 
erhaltenen  Ausdrücke  von  einander  ab.  Bemerkt  man  nun  die  identische 
Gleichung 

f  d(f    öy,        d(p    dcp^  "I  rd(p    dif^        8<p    d<p^  "i       „  f  Ö91     öy,        dtp     8<p^  l 

dp      dy }  \  dp      da!  dx      dp  J  l  5a!       dy  dy      8a:  i  ^ 


dio 
so  erhält  man  durch  die  angegebenen  Operationen: 

dM_  __    8q^     dM         dq       dM 


dy            dp  '    8. 

x 

da: 

3p  ' 

woraus  wir  ersehen,    d 

ass,    wenn  (p  und 

(fi  irgend  zwei  Integrale 

der  Gleichung 

81p   _    dq     8(p 
dy    ^    dp'   da; 

iSL. 

8y 

dp 

sind,  der  Ausdruck 

dip    d(p^ 

~d^"d^~ 

d<p 

ebenfalls  ein  Integral  dieser  Gleichung  ist. 

Es  folgt  hieraus, 

dass  M 

eine  Function 

von  (p,  <f>x  und  z  iat. 

Aus  den  beiden 

Gleichungen 

dfp                    dr 

dtp 

'd^~ 

dr 
du 

■  Sp' 

dip^                     dr 

d<p^ 

dr 

dtp^ 

-si^'h  =  ^-^ 

TI" 

-^s 

■w 

"folgt  ferner: 

,.^'- 

8(p    8ip^       d(p 

dtf^ 

3<f, 

dtp 

op 

~~    dz     8p        8p 

'  dz 

■—SP, 

w-^"^- 

'Hf 

dr 

dtp    dtp         dip 

dtp. 

81p 

Sg, 
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SubstitLiirt  man  die  für  M^^,   M-^-  gefundenen  AVerthe,  so  erhält  man: 
dp  dp    ° 

( d<p    S<p^        dif    depA  { dfji    dtp^        dtp    öfA  \  o<fi    6'f^        oY     '^fA 

Xdx      dp        dp      da!)    ^       1 5i/      3p         dp      dy )    ^      I,  Bs      dp        dp      dz  J 

oder 

r  dq  dr      -.  3(f,  3<p  (     d(p  d<pA 

d(p  dcp 

Es  ergiebt  sich  ferner,  wenn  man  die  Gleichung  TI(<fi,  (fi,  z)  =  h  nach  h  differentiirt : 
3n     3p  (  8a  S(p,  1   dp 

Man  hat  daher  den  integrabeln  Ausdrack 

dqi  6<f 

dh  dh    ■^       ob  1  3(p  öcp,i 

Es  ist  nicht  möghch,  aus  diesem  Ausdruck  den  Quotienten  -^'■-^  fortzu- 
schaffen, welcher  allein  darin  keine  Viniction  von  '/>,  (fy  und  z  ist,  ohne  dass 
man  die  Gleichung 

dn  =  n'(<p)dti,+n'((f^)dcp^-\-n'(s)ds  =  o 

zu  Hülfe  nimmt.  Eliminirt  man  aber  vermittelst  dieser  Gleichung  dz  und  setzt: 
so  verwanileit  sich  die  (rleichung  in: 


/      Sj),  3<f  \ 


'  '  (dtp  3cp'] 
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Sübstitiiirt  man  in  diesem  Ausdruck  für  II'(z)  den  Werth  (§.  8) : 

so  kann  man  im  Zähler  und  Nenner  den  Factor 


fortheben  und  man  erliält: 


r     ütp^ 


r  d<f  dg),]  Mn'(z) 


Hat  man  also  <p^  und  M  durch  (p.  (fy  und  z  ausgedrückt,  und  von  den  Diffe- 
rentialgleichungen 

äff  :  d(p^ :  <h  ^  (f  ^ :  y^ :  1 
ein  Integral 

gefunden,  vermittelst  dessen  man  z  durch  <p  und  (p^  ausdrückt,  so  hat  man 
zur  vollständigen  Integration  dieser  Differentialgleichungen  noch  eine  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  zwischen  (p  und  <f^  zu  integriren: 

<fiyd<f^  —  <f,ßtp  =  0. 
Nach  dem  Obigen  kann  man  aber  zu  dieser  Gleichung  immer  den  Multiplicator 
finden,  indem 

ein  integrabeler  Ausdruck  ist,  wenn  man  vermittelst  der  Gleichung  JI  =  i  in 
9>g  and  in  dem  Multiplicator 

1 

MnXz) 

die  Grösse  z  durch  g>  und  y/^  ausdrückt. 
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DE  AEQUATIONÜM  DIFFEEENTIALIÜM 

ISOPERIMETRICAEDM    TKANSFORMATIONIBUS   EARÜMQDE 

REDÜCTIONE  AD  AEQUATIONEM  DIFFERENTIALEM 

PARTIALEM  PRIMI  ORDINIS  KON  LINEAREM. 

(Ex  111.  C,  G.  J.  Jacobi  maimscriptia  posthumis  in  medium  protulit  A.  Clebsch.) 

T  r  a  n  s  f  0  r  m  a  t  i  0    Prima. 
1. 
Proponatur   integrale  /  (Jdt  Maximum.  Minimumve   reddere ,    sive    propo- 
natur  aequatio 

dfUdt  =  0, 
designante    <i  iiotum   variationis    signum.      Statuatur  primum,    expressionem    U 
unicam  involvere  ipsius  t  functionem  x  una  cum  eius  diffei'entialibus x',  x",  .  . .,  x^'"'. 
Integranda  erit  aequatio  differentialis  2m''  ordinis 

(1,  o,j:!R,-''-'v+...±tf., 

dl"  *""' 

in  qua  bi'evitatis  causa  posui 


Sit 

eiusque  aequationis  ope  e  functione 

(3)    r=  tr-»«5 
eliminetar  a:*"''.     Quam  functionem  ubi  variamus  habende    V  pro  quantitatura  t, 
Xf^,...,  x*""""'',  I  functione,  ipsam  U  autem  pro  quantitatum  t,  x,x',  .  .  .,  x^"'~'^\  a:*'"' 
functione,  reiectis  terminis  se  mutuo  destruentibus 


prodit 
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av 

av 

"  a^' 

'   ■  ■  ■'    aj—v  - 

5^H-i)   ' 

au 
at  ' 

^^    _        „CO 

at  -    "■   ' 

av 

f-',.-,  =  '',.-,.   f.. 

.     sr 
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d*  da:  D^  ö,^;'       '  d^ 

dt  6iX  dx'  dx 

Hin«  obtinemus 

8V   _    dU_       8V 

"dx"  ~  "dx  '    B.v''' 
dv_  _ 
'et    " 

vel  si  et'iam  ponimus 

Vi  = 

m. 

Unde  aequationi  differentiali  (1),  inter  variabiles  t  et  x  propositae,  substitui  po- 
test  hoc  systema  diiarum  aequationum : 

id'^x dV^ 

I  dC    "         5?    ' 

[  dt'"  dt™~^  dt"^^  " 

Üifterentiationes  in  dextra  parte  aequationis  posterioris  ita  transigantur,  ut  post 
unamquamque  differentiationem  loco  ipsius  cM'"~^^  substituatur  eins  valor  ex 
aequatione  priore 

<//"-'=  -^dt. 

Unde  aequationis  illius  dextra  pars  revoeatui'  ad  functionem  quantitatum 

t,     ..,     al,     .  .   .,     ..(—',     S,     !■,      .   .   .,      «'-», 
quam  designabo  per 

(6)     S=^- 

dt 

Siranl  patet,    ipsius  S  unicum  terminum  affectum   ipso  |'"'  ^''  fore  — ~ — |''"  '', 

e  qiiantitate    ^.r~^  provenientem.     Unde  erit 

dS  dV    , 

m  ^^  =  -i^- 

Aequatio  differentialis  (1)  3n^"  oi'dinis,  inter  x  et  t  proposita,  antecedenti- 
bns  transfonnata  est  in  systema  duarum  aequationum  differentialiura  m"  ordinis 


(S) 
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inter  t,  x  et  ^i 

dt'"  S'g  dt'" 

Qnae  aequationes  differentiales  ea  forma  gaudent,  quam  aequationibus  diffe- 
rentialibus  tanquam  normalem  tribuere  eonvenit,  in  qua  scilicet  ad  singularura 
aeqiiatioiium  alteram  partem  singularum  variabilium  depeiideiitium  differentiaiia 
altissima  relegata  sunt,  ita  ut  alterae  aeqnationum  partes  non  nisi  inferiora  iii- 
volvant  differentiaiia, 

Secundum  praecepta,    in  commentatione  de  novo  MuÜipUcatore  tradita*), 
deiinitur  aeqnationum  (8)  Multiplicator  formula: 

d\ügM  d^V  es      _ 

dt        's/a^*'"-"       6f"~''  ~ 

Fit  autem  e  (7) 

es         dv  _.  d'v 


unde 

dlogM  ^  ^ 
dt 
Quae  docet  formula,  aequationum  (8);    in  quas  propositam  transfoTw,avi,   Midti- 
pUcatorem  esse  unitati  aequalem. 

2. 
Faciamus  iam,  ipsam  ü  duas  involvere  functiones  x  et  y  una  cum  earum 


seqiutur: 


reiectis  terra 


Unde,  si  aequationum  (1)  ope  in  ipsa  Floco  quantitatum  .t''"'  et  ?/'"'  introdncimus 
quantitat^  |  et  %  eruitur 

*)  Cf.  liuj.  edit.  vol.  IV  p.  aSfi. 


libua 

x',  x" x<">,  y',  y",  .  ..,  y™.     Posito 

„<      8U         ,       SU 

(1)     gj.i>         i'      ajW         li 

(2)    r=  p-^'-'s-j'-),, 

äV 

SP  .,,  at/  .      sr/  .,  ,      ,     au    , ,. 
St  "-^a.  '-+3..' *'+■•■+ a.--'"" 

-'-«,' 

,  au  ,      au  ,,            au    , ,. 

-"-y' 

[■min 

Is  SO  mutuo  desü'uentibus 
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ar       au      av       au               er          au 
an        dn  '    ai,'        dj  '  '  '  ''    a»'— "       a^'— » ' 
av       au     av       au               ar          au 
äy         ag  '    dg'        a<j  '   '  '  ''    a,/—'       Syl— > ' 
av       au      ar          ,,„,     av          ,., 
"at '       at  '    dt          "  •     ar,  ~    i/  ■ 

His  substitiitis,  aequationes  differentiajes,  quae  integi-andae  proponuntur 

j.„  au        ._,   au 
„     '   a«'">      ■      sJ'-'>        _j_  au 

(3) 

Ä"                   dt--'            '               ar.     ' 

..  au       ,._,    au 

d   ^^        d       -, — -^ 

0          a,«            ay'">    1     ^au 

abeunt  in  sequentes: 
(4) 

de             de  '       '         ay 

d'j!  _  _  ar     d'y  _      av 
dt'          af  'dt'           ari  ' 
„.-,    av       „„_,   dv 
d't      "     &<■-'     "     aJ'-"           av 

dt-          dt"-'             dt—'           ^  a» ' 

._,    ar        ._,    av 
<i-,            ay'-»           ay'-"            av 

dt'                dt—'                  dt—'         '        +  Sj  ■ 

Si  )^<^m,  in  dextra  parte  aequationis  postremae  ita  transigantur  diiferentiationes, 
Qt  post  unamquamque  substituantur  valores 

dl""" av_     dy"-"  _      av 

dt     ^      et  '      dt     ~      a^t  ' 

unde  quantitas   dextrae  partis   aequabitur  functioni  ipsarum 

i,     «,     a!,     c",     .  .  .,     n'—". 


quam  designo  per 


».  y>  3  , 
S,  S',  S", 
1,    V',    1". 


In  qua  functione  ipsum  t^''  "  tantum  invenitur  in  unico  termino,  ex  ipso 
,,^,     dV 


proveniente : 
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■ — r=TT — ■  '"i      ' 

öy      'dti 
unde  fit : 

ßH  d^  V 

(5)  —-,. 


d  </''"-'>  dri 


Deindc  in  expressione,  quae  ipsi  — ^  aequatur,  differentiationes  ita  transigendae 

sunt,    iit  post  unamquamque  differentiationem  ipsis  daf"^~'-\    dy'-"''^'  substituantiir 

valores dt, dt,  atque  insuper,  üb:  ipsum '-  =  if">  differentiatione 

ög  3ij  dt 

provenit,   ei  valor  //  substituatur.     Unde  ipsum  — ^    aeqiiale  invenitur  functioni 

quantitatam 

(,     a:,     *■',     .   .   .,     ä:("'-''\     y,      y',      .   .   .,     i/f«-'', 

I,     r,     -  .  .,     ^'"*"'*,     >?,     V\     •  ■  ■>     ^'"^''^ 
quae  designatur  per 

dt 
In  qua  functione  ipsum  ^<"'~^J  tantum  invenitiir  in  imico  termino,  ex  ipso 


proveniente : 
unde  fit: 

(6) 

dl—' 

a'v      ,.._„ 
SS            B'r 

ef-"       Bä,"-"ds 

m 


Aequationes  differentiaies  quatuor 

(d^__^V_       d"y    ^         dV 
~         8%    '      dt''    "         dii    ' 

=  S,  -^-^  =  H, 

y  dt'"  dt" 

in    quas    systema    diiarum    aequationum    propositarum   (ß)    transformatum    est, 

dextris  partibus  gaudent,  quae  non  nisi  inferiora  differentiafia  implicant  üs,  quae 

in  laeva  parte  posita  sunt.     Unde  aequatio  difi"erentiali8,  qua  ipsarum  (7)  Multi- 

plicator  definitur,   fit 

ö'_F ö^  F as         da 
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Ciiius   (lextra   pars  secLiiirJum  (5)    et  (6)  identice    evanescit,    unde   ponere    licet 
M=  1. 

Eadem  methodns  casui  applicari  potest,  quo  t'uiictio  U  praeter  variabilem 
independentem   t  iniplicat   quotlibet  functiones  x^,  x^,  . .  .,  x^  una  cum    earum 
diff'erentialibus ,    quae   respective    in   ipea    U  ad   ordinem    m*""'^  m™".  ,  , .,  m^"'" 
ascendant.     Introducendo  ipsarum  ^i"'' ,  x^'' ,  .  .  . ,  .i:!'"''*  loco  quantitates 
-    —     ^^      ^    =     ^'^--  ■     —  -^^^ 

"'  ~  öaf''  '    ''      "a^"'''  '   ■  ■  ''   ^'•~  arf^' 

11  aeqiiationes  rlitferentiales  integrandae  in  alias  2  n  transformari  poterimt.  quibus 
differentialia 

d'"'x^        d"''x^  d"'''x 

dt""   '       dt""'-   '     '  '  ''       dt'""   ' 

d'"%        d"'%  d-^^^ 

dt'"    '       dt"''   '     '  '  ''       dt"'"  ' 
exprimuntur  per  formalas  non  nisi  ipsis  illis  inferioi-a  differentialia  iiivolventes. 
Quarnm  aequationiim  dift'erentialium  Multiplicator  aequabitur  unitati. 

Transforinatio    altera. 
Reductio  prübleraatum  isoperimetricomm  ad  aequationes  differeiitiales  pai-tialos 
primi  ordinis  noii  lineares, 
lam  älteram  transformationem  valde  memorabilem  aequationum  differeii- 
tialium  tradam,  a  qaarum  integTatione  solutio  aequationis 

SfUdt  =  0 
pendet.     Cum    methodus  adhibenda    sine  negotio   ad  quemlibet  functionum  nu- 
merum  pateat,  eani  tribus  ipsius  t  functionibus  x,  y,  z  applicare  sufficiet,  quae 
ipsam    XJ  afficiant  una  cum  earum  diffei-entialibus 

*■',     x\     .  .  .,     j^*"'',     y,     y'\     .  .  ,,     y'^\     z',     z",     .  .  ,,     !^P>. 
Sunt  eo  casu  tres  aequationes  differentiales  integrandae  sequentes: 
,„,    dU         ,™_i     dU 


(I) 


d" 

dd'-v 

*"•"' 

cf 

_,    an 

Sn'-« 

dt-^ 

d' 

_,    du 

dztf-v 

dU  

&M      "     adf-v         j_  au 
"aj 
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Pono: 


(2) 


av 

a^'> 

av 

d  8^ 

ad'-> 
au 

dt 
,    au 

SD 

e;j(m-2) 

dt 

*=             ^^ 

au 

,  au       ,,  au 

8»' 

au 

3j,w   - 

au 

dt                  dt' 

=  n, 
,  au 

■  =^     *-' 

ayf-o 

au 
a,/'-v 

dt          '>' 

d^^r-:,-             d 

au 

T     1.,    ■ 

au 

,  8U       ,,  ae 

''^  ,  '-ar 

dt                dt' 

•  c, 

d  ^^ 

S»(rt 

dt        '•' 
,    au        ,,, 

3s- 

au 

a^" 

au 

a^f-'> 

au 

ac7 

az<r)            , 

azit'S 

d,        ' 

au 

,  au       ,,  au 

.,-1    3iT 

aJ 

*           *' 

■■■+    *'-' 

Ex  his  expressionibiis  sequitur: 
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au 

SI7 

au 

a»i« 

=  t 

au 

ap                 A 

as<.-..      ■'.   +    J  ■ 

aj7 
as»-o 

-^.   -  ^. 

du 

aji— )      '■  "^   dt  ' 

ao 

a^ii-o 

=  i--    +  TT' 

au 

TT   =5- 

au               <j,,  , 

a<y'            '— +     dl 

au 
TT 
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(3) 


His  aequatioriibus  iungendae  sunt  sequentes,    quae  ex  ipsis  aequationibus    dift'e- 
rentialibus  propositls  fluunt: 

'- ■'     "ö^  ~      dt     '    ^^^"l^T"'    "ä^  ^      dt     ■ 
Ponatur  iara 

F  =    (7— ,s>l|— )/Wi;— gW^; 

sequitur  reiciendo  terminos  se  inutuo  destriientes : 

^^'-4r*+^'«+#*''+-+aJ^^^""'~'^"« 

Sit  a:'*'  una  quantitatum  x,  x',  . . .,  afi"-'',  atque  3/'''  una  quantitatum  y,  y',  . . .,  j/'"^'*, 
et  z'-'^  una  quantitatum  s,  2',  ,  .  ,,  a*""";  patet  e  formula  praecedente,  fieri 


(5) 


(  av  \  _   au     (  ar  \  __  jiv     i_af\  __  3U_ 
( aif» )      ad"  '  \  ay">  I  ^  aif>  •  \  a^ßt  }  ~  dz«  • 


ubi  differentialia  partialia   uncis  includendo  innuo,   ipsarum  x'-'"\   j/*"',   z'-"'*   loco 

introducendas   esse  §,   »/,    S  in   varlabilium   independentium  systema,    ad   quod 

difl'erentiationes    partiales    referuntur.      Quae    ipsarum    x'-"''*,  y'-''\  s**"'   eliminatio 
efficienda  est  ope  aequationnm  supra  propositarum : 

1F_  —       ^^  —       l'L.  - 
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E  forraulis  (5)  sequitiir  ipsius   U  per    V  expressio : 

--K4f)-(4f)-(4f)- 

Substituendo  (5)  in  aeqaationibus  (3)  et  (4)  iam  uncis  omissis  hoc  nanciscimur 
syst&ma  aequationum  differentialium  vulgarium  tram/ormatuin: 


(6) 


SV 

i-y 

dV 

dt    ' 

dt' 

a. 

ev 

Sd—'i      *" 

dri 
dt 

äV 
Sijifl-') 

SV 

Sd'-v      ^" 

dt 

SV 

Ss<-'> 

SV 

dt 

er 

SV 

'i?.-, 

SV 

'Sx'' 

dt 

=  "sf 

~dt       ~  "ä?~^^i>-i' 

dt  dz 

Aequatlones  differentiales  antecedentes ,  quae  locum  tenent  trium  aequationum 
differentialium  propositarum  (1),  constituimt  systema  m+7(H-j>+3  aequationnni 
differentialium  inter  variabiles 

t,  m,  y,  z,  I,  I.,  ,  .  .,  |^_„  )?,  r,^,  .  .  .,  %_„  l,  £,,  .  .  .,  t.^_^, 
quaram  aequationum  tres  sunt  resp.  ordinis  m",  n**,  p",  reliquae  omnes  m--{~n-\-p 
primi  ordinis.  Atque  gaudent  aequationes  forma  illa  quasi  canonica,  qua  in 
dextra  parte  inferiora  tantam  differentialia  inveniuntur,  quam  quae  ad  laevam 
posita  sunt.  In  quam  formam  iam  redactae  sunt  aequationes  differentiales  pro- 
positae,  nullis  factis  diff erentiationibus ,  quae  in  priore  transformatione  require- 
bantur,  neque  aliis  adhibitis  eliminationibus,  nisi  quod  ipsarum  a:'™*,  j/'"^,  s'**'  ]oco 
introduceiidae  eranfc  In   ftmctionem 


quiiiititiites 


XJ- 


dU 


dl/'-') 


Bsfs') 


du 

5sM   ■ 


facile  aequationum  antecedentium  (6)  invenitur  Multiplicator  M. 

60* 


yGoosle 


476        DE  AEQUATIONÜM  DIFFERENTIAHUM  ISOPEEIMETRIOARUM  TRANSFORMATIONIBÜS 

Nam  cum  aequationes  illae  forma  canonica  gaudeant,  aequatur  —  — -^ —  ag- 
gregato  differentialium  partialium  expressionuin,  quae  ad  dextram  positae  sunt, 
siquidem  harum  expressionum  qiiaeque  respecta  eius  quantitatis  differentiatur, 
cuius  differentiali  aequatur.  At  e  numei'o  aequationum  (6)  sex  tantuin  sunt, 
videlicet : 

£^^_^     A>  =  _  1^     Ül  =  _  IL 

df"'  ei    '        dt"  3'q    '       dt^'  dt    ' 

dg  _     dv  dtj  _     dv  dt         dv      y 

dt    "~    dd'"-')       ^1'       dt  '  dy^"-»        '^1'      dt  Ös<p-»        ^" 

in  quibus  dextrae  partes  non  i^  vacant  quantitatibus,  quarum  differentialibus 
aeqaantur.  Secundum  regulam  assignatam  trium  priorum  aequationum  dextrae 
.  partes  resp.  difFerentiandae  erunt  ipsarum  a;'"'"^',  ^'''~",  s'^~^'  respectu,  trium 
posteriorum  dextrae  partes  ipsarum  ^,  »;,  S  respectu,  omniumque  sex  differen- 
tialium partialium  provenientium  formandum  erit  aggregatum.  Quod  patet  ag- 
gregatum  identiee  evanescere,  binis  terminis 


died—v 

' 

ad- 

'«3f  • 

a'v 

'+ 

a' 

'V 

a^a^—a 

'«3ri  • 

d'V 

atdz"-« 

-+ 

adr- 

'V 

-«dt 

sese  mutuo  destruentibus.     Unde  fit 

^3M-  =  0 
dt  ' 

Bive   aequationum   differentialium   transformatarum  (5)    Multiplicatorem   aequare 

licet  unitati. 

Aequationibus    differentialibus    (6)    formam    magis    concinnam    conciüare 

licet  ponendo: 

—  jj^^'-l)  — ^^^""3) ^^__^  y- 

Sic  enim  introducendo  functionem  <f  loco  ipsius    V,  aequationum  vulgarium  (6) 
systema  hoc  modo  repraesentari  poterit: 
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(8) 


du 
TT  = 

dg, 

*              da!  ' 

8» 

dt                 Sx'  ' 

id'-v 

dq> 

dt              Sg 

dt       ^ 

äT' 

cU            dd'-v 

ds 

dt '  ~ 

3g 

d%^i             3y 
dt       ~     %    ' 

d,/ 

dg 

'^^H— 2                     ^y 

dt 

'in.-,  ' 

dl              Bij'  ' 

dt       ~ 

dt   ^  aji"-» 

dz 

Ö<f 

*,^,        s» 

"S"  °° 

St.-, 

dt       ~     äz   ' 

dz' 

öy 

«,_,         -St 

TT  °° 

""^7-7 

«       ~    dz'  ' 

dz"-" 
dt 

ST' 

d(              dg 
dt           3z'i-'> 

Videlieet  cum  functio    V  omiiino  noii  invoivat  quantitates 

1^,  _  gj,     .  .  .,     |,^_,,     ^,,     ■*;„,     .  .  -,     %_^.,     Cp     ^a, 
fit  e  (7),  excluso  valorc  i  =  0; 


«, 


I« 


dl].    ^ 

-J" 

^ 

* 

e,, 

st, 

_2(J>- 

st 

8V 

a. 

a,p  ■      sr 

df  -   ar  • 

Sg 

SV 

Sa 

aF 

~     3!/ 

Sg        sr 

"dz             Sz"' 

dV 

dg 

ar 
ajc-.. 

Sg 

ev 

dJ—l> 

'••        3jC 

-<i 

dzü>- 
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.<k. 

S,, 

dp. 

df 

dt 

■~W,' 

dt 

%,' 

i'J, 

d<p 

'¥, 

d<p 

dt 

^W,' 

dt 

"W,' 

''%. 

Sf 

*„. 

d(p 

dt 

Sf,- 

dt 

"W. 
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Quas  forinuks  siibstituendo    ex   aequationibus    differentialibus   (6)    antecedentes 
(8)  prodeunt. 

Demonstravi,  designante  <f  functionem  qiiamcunque  quantitatum 
*,     5j,     $2,     .  .  .,     g',,,,    p^,    p^,     .  .  .,    p^^^, 
systema  aeqiiationum  differentialium  vulgarium: 


(9) 


arctissimo  vinculo  coniiexum  esse  cum  aequatione  differentiali  primi  ordinis 

iu  qua  quantitates  "p^  designant  differentialia  partialia  funetionis  incogiiitae  W, 
ipsaj-um  j^  respectu  sumta.  Sit  enim  W  solutio  completa  aequationis  difteren- 
tialis  partialis  (10),  atfeeta  praeter  Constantem  additione  iungendam  m  Con- 
stantibus  arbitrariis  «,,  a^,  .,,,.«,„,  datur  aequationuin  difierentialium  vulgarium 
intega-atio  completa  formulis: 

IdW  __  8W^  _  8W_  __ 

1^  =  s     ^^  =  ß  äff  ^ 

designantibus  Ä,  ß.^,  ...,  /?„j  novas  Constaiites  arbitrarias,  una  cum  ipsis 
«1,  «ij,  ...,  ß,„,  qiiae  functionem  T7  afficiunt,  numerum  Constantium  arbitra- 
riarum  requisitum  2m  implentes.  Vice  versa  si  aequationum  (9)  integratione 
completa  eruuntur  valores  quantitatum  q^,  q^,  . . .,  q„,  jh,  p^t  •  •  ■,  P«.,  exhibiti 
per  quantitatem  t  ipsarmnque  valores  initiales 

??'    3^'    ■  ■  ■>    C^    Pi^    Ph    ■  ■  ■'    Ä' 
obtinetur  aequationis  differentialis  partialis  (10)  solutio  completa  TFper  fo]^innlam 

a^)  ,^  =  /{,-., |^-..^_...-,..^}*, 

siquidem  post  integrationem  factam  ope  aequationum  integralium  mutetur  functio 
quantitatum  t,  q'^^,  ql,  .  .  .,  ql^,  ^J,  p^,  .  .  .,  p^,  sie  inventa  in  aliam  quantitatum 

(,  qu  q-^>  ■■■,  q,,.-  q",  q%  ■■■,  <■ 
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Scüicet  per  2m  aequationes  integrales,  quae  inter  2m -j- 1  vai-iabiles  atque  2m 
Constantes  arbitrarias  locum  habent ,  quamlibet  harum  4m  -H 1  quantitatum 
functionem  in  aliam  rautare  licet ,  qiiae  quaslibet  2m  -i- 1  ex  earum  numero 
solas  involvat, 

Systema  aequationum  differentialiuin  (8)  ipso  intuitu  patet  eadem  gaudere 
forma  atque  aequationes  (9),  modo  ipsis  q^,  q^,  .  .  .,  q„,  substituantur  m-hn-i-p 
quantitates 

X,     x' .     .  .  .,     ,t;'"'-^1;     y,     y' ,     .  .  .,     1/'""'';     z,     z' ,     .  .  .,     s'^""'', 
ipsis  vero  fi^  jh,  ■  -  -,  Pm  quantitates 

Unde  aequationum  differentialium  (8)  integratio  eompleta  eruitur  quaerendo 
variabilium 

(,     X,     w',     .  .  .,     a;!™-'),     y,     y\     ,  .  ,,     y'"-",     z,     z\     .  .  .,     s'p-i' 
functionem    TT,    praeter  Constantem   additione   accedentem   affectam   m^n+f 
Constantibiis  arbitrariis,  quae  satisfaciat  aequationi  differentiali  partiali 

(13)    ^^  =  ^, 

siquidem  in  ipsa  (fi  quantitatibns 

?„,_i.     L^s'     ■  ■  ■■-     ^     %,-^^     %--2>     ■   ■   ■'     V,     t,_„     ^^_s,      .  ■   ■,     S 
substituantur  respective  functionis    W  dift'erentialia  partialia 


dw     aw              aw 

ax  '    dx'  '   ' '  ''    a«!'"-!) 

aw     aw             aw 

dy   '       öl/'  '     ■  '  ■'      öl/*"-'' 

aw     aw              aw 

az  •     dz •    a.!»-» 

Cum  sit  e  (7) 

<f  =  r— i^«i™-'>— ^3«('"~^i 1 

_,_,(.-.)_,,;,(-.) , 

-C,z»-«— CjS*-') i 

designante    V  functionem  quantitatum 

t,    »,    »',    .  . 

.,     »1—»;    y,    y,     .  .  .,    !/(-il;     2,     s', 

£«''-');     I,     );,     ?; 
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aequatio  diflferentialis  partialis  (13)  hoc  modo  repraesentari  poterit: 

dw 


übt  fuiictio  V  praeter  variabiles  independentes  sola  involvit  differentialia  partialia 
dW  dW  BW 

Videmxis  igitur,  aequationem  differentialem  partialem  (14)  et  ab  ipsa  fanctione 
incognita  vaeuam  esse ,  et  omnia  praeter  tria  difterentialia  partialia  tantum 
lineariter  implicare. 

Si  in  formula  (12)  evenit,  ut  functio  (p  eomplures  quantitatum^j,  p-^,  .  .■,  p,„ 
tantum  lineariter  implicet,  illae  omnino  abeunt  e  quantitate,  quae  sub  signo 
integrationis  est: 

d<p  d(f/  8<f 

Unde  nostro  casu  haec  quantitas  simpliciter  evadit: 

cum  omriia  §■,  %,  ^,-  praeter  ipsa  § ,  tj,  i  functionera  ff  tantum  lineariter 
afficiant.     Hinc  e  formula  (12)  eruitur: 

(15)  W  =  füdt. 
Qaae  supponit  formula,  aequationibus  differentialibus  (8)  complete  integratis, 
expressas  esse  variabiles  omnes  per  t  ipsarumque  valores  initiales,  unde  etiam 
U  solius  t  functio  evadit  j  post  integrationem  autem  ope  aequationum  integralium 
quantitates  omnes  |j,  %,  tt  una  cum  earum  valoribus  initialibus  eliminari,  unde 
W  ipsius  t  atque  solarum  a;,-,  ^,-,  z^  earumque  valorum  initialium  functio  fit, 
quae  erit  aequationis  difierentialis  partialis  (14)  solutio  completa. 

Si  reductio  problematis  isoperimetrici  ad  aequationem  differentialem 
partialem  primi  ordinis,  antecedentibus  pro  tribus  functionibus  explicata,  ex- 
tenditur  ad  numerum  quemlibet  functionum  ipsam  ü  afficientium,  nanciscimur 
hanc  propositionem : 
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Propositio  de  reductione  pi-oblematum  isoperimetricorum  ad 
aequationes  differentiales  partiales  primi  ordinis. 
Implicei  ü  praeter  variabiUm  independentem  t  eius  functiones   incognitas 
quotcunque  x^,  iCg  etc.  una  cum,  earum  differentialibus 

w[,    a^C     .  .  .,     .rW;     ä)l,    ^;',     .  .  .,     4'');     etc.; 
functiones  x^,  x^  etc.  ita  determinandae  proponunätr,  ut  fiat 

öfUcJt  =  0; 
ev,ni  in  finem  pono 

du   _    ew        du    _    dW 

em'umque  aequationum  ope  elimino  x{''\  x^'^^  etc.  de  functione 

quo  facto  evadit   V  functio  quantitatum 

t,    a:  ,     idj,     ,  .  .,     ^''^'h     x^,    x^,     .  .  .,     df~^^;     etc., 
quas  'pro  variahilibus  independentibus  habeo,  atque  differentialium  partiaMum 
dW  dW 

eruta  functione   V,  formo  aequationem  differentialem  partiakm: 

dW       ,  dW        „  BW  ,    „    dW 

dt  '    öä!^  ^    oat\  ^         oaf^~-> 

^    ,dW^   ..sw  ,   ^,,_„     dW 


=  y-, 

cuius  inventa  sit  solutio  completa  W,  quae  praeter  Constantem  additione 
accedentem  involvit  Constantes  /*  ^  k-H/JH —  arbitrarias  «i,  a^,  . . .,  a^, 
numero  ,«  aequante  summam  ordinum,  ad  quos  in  ipsa  U  singuhxrum 
functionum  incognitarwm  differentialia  ascendunt;  detemvinabuntur  functiones 
incognitae  a^j,  x^  etc.  earumque  differentialia 

cc[,     x'l,     .  .  .,     4"-i);     4,     4',     .  .  .,     4''-');     etc. 
f.  61 
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per  /t  aequationes  sequentes  inter  illas  fi  quantitates  ipsamque  t: 

in  quibus  designant  b^,  b^,  .  .  .,  b^  novas  Constantes  arbttranas. 

Ad  aequationes  differentiales  partiales  primi  ordinis  etiam  revocari 
possiint  problemata  isoperimetrica,  in  quibus  inter  functiones  incognitas  variae 
dantur  aequationes  differentiales  conditionales,  atqoe  adeo  functio  U,  quae  sub 
signo  integrationis  invenitur,  tantum  per  aequationem  differentialem  datur,  cui 
satisfacere  debet.  Sed  non  amplius  generaliter  assignare  licet  Multiplicatorem 
systematis  aequationum  differentialium  vulgarium,  a  cuius  integratione  problemata 
illa  pendent. 
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DE  AEQUATIONÜM  DIFFERENTIALIUM  SYSTEMATE  NON 
NORMALI  AD  FORMAM  NORMALEM  REVOCANDO»). 

(Ex  111.  C.  G.  J,  Jacobi  maiiusoriptis  posthurais  in  medium  protulit  Ä.  Clebsch.) 


In  comment-atione  mea  ,, Theoria  novi  Multiplicatoris  etc."**)  Muitiplica- 
torem  determinavi  aequationum  düFerentialiiim  isoperimetricarum,  i.  e,  ad  pro- 
bleinata  Ula  isoperiraetrica  pertinentjum,  in  quibus  variatio  dati  integralis,  varia- 
bÜem  unam  independentem ,  ceteras  dependeiites  continenti§,  ad  nihilum  redi- 
gitur.  Quam  determinationem  multo  maioribus  difficultatibiis  obnoxiam  esse 
exposui,  si  variabilium  dependentium  difFerentialia  altissima  datum  integrale  affi- 
cientia  non  eiusdem  ordinis  sint.  Eo  enim  casu  aequationum  differentialium 
isoperimetricarum  systema  non  ea  gaudet  forma,  ut  singularum  variabilium  de- 
pendentium differentlalia  altiesima  pro  incognitis  liaberi  possiiit,  quarum  valores 
ipsis  aequationibus  differentialibus  detei'minentur.  Ad  quam  foraiam  casu,  quem 
innui,  aequationes  differentiales  isoperimetrieae  post  certas  tantum  differentia- 
tiones  et  eliminationes  revoeantur,  id  quod  Multiplifcatoris  valorem  indagandi 
negotimn  intiicatum  reddit, 

Operae  pretium  duxi,  totam  materiem  de  aequationum  differentialium 
systemate  non  normali  ad  formam  normalem  revocando  aecurate  tractare.  In 
qua  disquisitione  ad  propositiones  quasdam  generales  perveni ,  quae  theoriae 
aequationum  differentialium  vulgarium  lacunam  quandam  implere  videntur,  qua- 
rum summam  hie  breviter  indicabo. 


')  Alia  111.  Jaeobi  comraentatio  posthuma  de  eadem  quaeatione,  demonstrationes  regnlarum 
Tim  contineas    miemtui  in  Diiiij  mafhemtlici  ><.).  LXIV  p.  397  (cf.  li.  vol.  p.  191). 
*")  §§.  30— 3d  rimmentatiDm     Litati     üiiiu  (     Ul.  -vol.  XXIX  aive  h.  ed.  vol  IV  p.  495  sqq. 
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§.1. 

Systematis  m  acquationum  differentialium  oi'do  et  broviesima  in  foi'mam  normalem  reductio 

rietermiuantur  per  solutianem  problematis,  datum  »i^  quantitatum  sohema  quadraticum  per 

numei'os  minimos  h,  k,  . . .,  l^  singulis   horieoiitalibus   addendoa  ita  transformandi,   ut  m 

maximorum  transversal! um  aystemat«  praoditum  cvadat.     Solutio  exeraplo  illostratur. 

Variabilem  independentera  vocemus  f,  eius  functiones  sive  variabiles  pro 
dependentibus  babitas  x„  x^,  .  .  .,  x^;  inter  quas  variabiles  propositae  sint 
m  aequationes  differentiales 

Sit  «i,^    ordo  altissimi,    quod   in   aequatione  Ui  =  0  obvenit,    differentialis  varia- 
bilis  x^,  dico: 

1)  ordinem  systematis  aequationum  difFerentialium  propositarum  sive  nu- 
merum  Constantium  arbitrariarum ,  quem  earum  integratio  eompleta 
poscit,  aequari  maximo  inter  omnes  valores,  qnos  aggregatum 

induat,  si  pro  indicibus  ii,  %,  .  .  .,  ^„,,  quibuscunqiie  modis  fieri  potest, 

sumantur  m  diversi  ex  indicibus  1,  2,  .  . .,  m. 
Illud  maximum  sive  systematis  ordinem  designabo  per  0;  aequabitur  0  summae 
ordiniim  differentialium  singularum  variabilium  altissiraorum,   quae  obveniunt  in 
systemate  normali,  ad  quod  propositum  revooari  potest.    Ipse  numerus  0  supera- 
bitur  summa  respectu  systematis  propositi  aeque  formata. 

Variae  exstant  formae  normales  semperque  certe  duae,  ad  quas  idem 
systema  propositum  reduci  potest,  quae  reductiones  non  efficiuntur  nisi  auxilio 
diversarum  differentiationura  et  eliminationum.  Qua  in  re  haec  est  propositio 
fundamentalis : 

2)  inter  diversos  modos  aequationes  difFerentiales  propositas  differentiandi, 
ut  nascantur  aequationes  auxiliares,  quarum  adiumento  per  solas  eli- 
minationes  systema  propositum  ad  aliud  normale  reduci  possit,  unicum 
exstare  modum,  qui  paucissimas  differentiationes  posoat,  nam  in  alio 
quolibet  modo  aequationum  differentialium  propositarum  aliquot '  vel 
omnes  pluribus  vicibus  iteratls  quam  in  illo  differentiandas  esse,  neque" 
in  ullo  alio  modo  fieri  posse,  ut  aequationum  differentialium  proposi- 
tarum una  paucioribus  vicibus  differentietur. 
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Modiini  illum  expeditissimum  insigniamus  nomine  brevissimae  redtictionis, 
in  qua  brevissima  reductione  semper  erunt  aequatlonum  differentialium  propo- 
sitarum  una  pluresve,  quae  omnino  non  differentiantur,  sive  quae  nullas  diife- 
rentiationibus  ex  iis  derivatas  ad  aequationum  auxiliarium  systema  contribuunt. 
TJnde  si  ponimus,  in  reductione  brevissima  ad  aequationes  auxiliares  formandas 
aequationem  u^  =  0  esse  l^  vicibus  iteratis  differentiandam,  e  numeris  integris 
non  negativis 

'i'    ''2^    ■  ■  ■'    K, 
semper    iinus  pluresve   nuUitati  aequantur.     Ad  eos  numeros  l,,  l^,  .  . .,  /„,   in- 
veetigandos,  a  quorum   inventione  reductio   brevissima  tota  pendet,    solvendum 
est  hoc  problema, 

Problema. 
„Datis   m^  quantitatibus  a;,,    quibuscunque,    in  quibus   et  i  et  x  valores 
1,  2,  ...,  m    induere  debent,    investigare  m   quantitat^  minimas  positivas  seu 
evanescentes    l^,  4,  .,.,  l^   ita   comparatas,    utj    posito  «(,,-[-/;  =  ^j,,,  inter  m* 
qnantitates  /),  .,  eligere  lieeat  m  quantitates 

ft,i'    ■^''.s'    ■  ■  ■'    ■?'v™ 
in  Seriebus   diversis   cum  horizontalibus  tum  verticalibus  positas,    quarum  una- 
qnaeque    inter    eiusdem    verticalis    quantitates  maximum  valorem    tueatur    seu 

certe  nulla  alia  quantitate  eiusdem  verticalis  minor  sit." 

Solutio. 
Solutionis    problematis    propositi    momenta    praecipua    brcviter    innuam. 
Disponamus  quantitates  a,,  in  scliema  quadratieum 


w 


Si  qua  eius  quadrati  series  horizontalis  reprehenditur,  cuius  terminus 
nulliis  inter  omnes  eiusdem  verticalis  est  maximus  (quo  nomine  hie  semper  etiam 
comprehendo  terminos  nuUo  reliquorum  minores),  eius  seriei  horizontalis  ter- 
minis  omnibus  eandem  quantitatem  addo  positivam  eamque  mlnimam,   pro  qua 

unus  eius  terminus  maximo  eiusdem  verticalis  aequetur. 
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Post   praeparationem  indicatam    si   rautatur    quadratum    proposituiii    (A) 
hoc: 


(B) 


^2,1'     ^a.2 


qiiadrati  (^H)  nulla  exstabit  series  horizontalis ,  in  qua  noii  inslt  terminus  inter 
omnes  eiusdem  verticalis  maximus.  Ad  eiusmodi  quadratum  sequentes  deno- 
minatioiies  i-efero,  quae  bene  tenendae  sunt, 

Systeina  maximorum  transversalmm.  voco  systema  quantitatum  6;_,,  quae 
cum  in  seriebus  horizontalibus  diversis  tum  in  seriebus  verticalibus  diversis 
positae  sunt,  quarum  unaquaeque  inter  omnes  quantitates  in  eadem  vevticali 
positas  maxima  est. 

Snrao  in  quadrato  (B)  maximum  numerum  maximorum  tvansvei'salium, 
et,  ubi  pluribus  modis  idem  numerus  maximus  maximorum  transversalium  pro- 
dit,  unnm  eorum  systema  ex  arbitrio  eligo,  eiusque  terminos  asteriscis  noto. 
Quorum  maximorum  transversalium  maximus  numerus  esse  potest  aut  2*)  aut 
3  etc.  aut  m;  si  eorum  numerus  est  m,  problema  propositum  solutum  est.  Si 
iste  numerus  ipso  m  minor  est,  id  ago,  ut  serierum  horizontalium  quasdam 
numeris  minimis  talibus  augeam,  ut  in  novo  quadrato  proveniente  numerus  maxi- 
morum transversalium  auctus  inveniatur.  Quo  negotio  repetito,  tandem  per- 
ventatur  ad  quadratum  necesse  est,  in  quo  maximorum  transversalium  numerus 
est  TU)  quo  reperto  problematis  solutio  inventa  est.  Dico  autem,  augeri  seriem 
honzontakm,  si  eius  terminis  omnibi^  eadem  quantitas  positiva  additur. 

Series  horizontales  et  verticales,  ad  quas  maximorum  transversalium 
systema  electum  pertinet,  voco  series  H  et  V,  reliquas  series  horizontales  et 
verticales  voco  series  H'  et  V.  Terminos  in  una  vertiealium  V  maximos  et 
ipsos  asteriscis  noto.     Terminos  asteriscis  notatos  voco  maxima  stellata. 

Ponamus,  in  serie  horizontah  /i^  esse  maximum  stellatum  eique  in  eadem 
verticali  aequari  terminum   in  serie  horizontal!    h^  positum;   in   serie  horizontali 

*)  Adhibifa  praepaiatione,  cjua  aihBina  ^uadratRum  {A)  in  achema  (B)  m  itatuio  est,  fit,  ut  3  sit 
minimu'.  vatni  hiiras  numeri,  qui  valur  tum  oc  urnt,  si  umnia  moainia  m  una  eadwnque  serie  homontali 
u  eilt  ilque  msuppi  lu  uua  lurtuih  ttimini  smui":  mtei  sh  inq^ualc  sunt  Vid.  Diai'ium  matheui. 
■vol  IM\,  p  S12  sue  h   \ol    p  208 
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h^  esse  maxinium  stellatum  eique  in  eadem  verticali  aequari  tenninutn  in  hori- 
zontali  h,  positum  etc. ;  si  ea  ratione  ad  seriem  horizontalem  A„  pervenitur,  ubi 
A„  unam  serierum  ä^,  ^h^  ■  ■  m  ^m  designat,  dicam,  a  serie  h^  ad  seriem  h^  trans- 
itwm  dari.  Si  dicitur,  a  serie  h^  ad  seriem  h^  transitum  dari,  ipsa  series  h^ 
omnesque  intermediae  h^,  h^,  . ,  .,  /i„_i  ad  series  H  pert-inebunt;  series  A„  sive 
ad  series  H  sive  ad  series  H'  pertinere  potest.  Si  a  nulla  serie  horizontali,  in 
qua  duo  plurave  maxima  stellata  insunt,  transitus  datur  ad  aliquam  serie- 
rum H',  et  si  nullus  exstat  serierum  H'  terminus  in  aliqua  serierum  V  maxi- 
mus,  id  certo  oriterio  est,  maximorum  transversalium  numerum  maxtmum  elee- 
tum  fiüsse. 

His  praemissis,  series  horizontales  omnes  in  tres  elasses  distribuo, 

Äd  classem  pj-imam  serierum  horizontalium  refero  eas  series,  in 
quibus  inveniuntur  duo  plurave  maxima  stellata,  neque  minus  series 
horizontales  omnes,  ad  quas  ab  iUis  seriebus  transitus  datur;  quaruni 
serierum  primae  classis  nulla  ad  series  H'  pertinebit. 

Ad  classem  secundam  serierum  horizontalium  refero  eas  serierum 
H  ad  classem  primam  non  pertinentes,  a  quibus  ad  aliquam  serierum 
IF  transitus  non  datur. 

Ad  classem  tertiam  serierum  horizontalium  refero  omnes  series 
IT  easque  serierum  H,  a  quibus  ad  series  H'  transitus  datur, 
Hac  serierum  horizontalium  distributione  facta,  series  ad  tertiam  classem 
pertinentes  omnes  eadem  quantitate  augeo  eaque  minima,  qua  addita  fit,  ut 
earum  serierum  terminoram  unus  aequalis  evadat  alieui  eiusdem  verticalis  maximo 
stellato  primae  aut  secundae  classis.  Si  illud  maximum  stellatum  pertinet  ad 
seriem  horizontalem  classis  secundae,  haec  in  novo  quadrato  proveniente  trans- 
migrat  ad  classem  tertiam,  neque  alia  in  serierum  horizontalium  distributione 
fit  mutatio.  Quo  casu  operatio  iteranda  est,  nova  serie  e  secunda  classe  in 
tertiam  recepta,  quae  eo  usque  repetenda  est,  dum  serierum  tertiae  classis  ter- 
minus aliquis  alieui  maximo  stellato  seriei  primae  classis  aequalis  evadat.  Id 
quod  nisl  antea  certe  tum  necessario  eveniet,  cum  series  secundae  classis  omnes 
ad  classem  tertiam  transmigraverint.  Simulatque  autem  evenit,  adepti  sumus 
quadratum,  in  quo  numerus  maior  maximorum  transversalium  quam  in  quadrato 
(ß)  invenitur.  Tum  nova  maximorum  stellatorum  disppsitione  novaque  serierum 
horizontalium  distributione  in  tres  elasses  facta,  per  eandam  methodum  novum 
quadratum  formandum  est,    in  quo   rursus  maximorum  transversalium  numerus 
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auctus  invenitur,  idque  eo  usque  continoandum  est,  dum  perveniatur  ad  qua- 
dratum,  in  quo  m  maxima  transversalia  habentur.  Quadratura  sie  inventum 
derivatum  erit  e  proposito  (Ä)  addendo  seriebus  horizontalibus  quam  minimas 
quantitates  positivas,  quae  ipsae  erunt  quantitates  quaesitae  l,,  1^,  ,..,  l,„. 

Propter  regulae  complieationem  unum  saltem  apponere  exemplum  iuvat, 
quod  sequentibus  schematis  continetur: 
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Quadratum  {Ä)  est  ipsum  propositum,  in  cuius  seriebus  verticalibus  sicuti 
in  quadratorum  derivatornm  terrainos  maximos  lineola  snbnotavi.  Series  hori- 
zontales elementk  a,  b,  . .  .,  k  designavi.  Quarum  b,  c,  e,  f,  i,  k  omnino  nullos 
terminos  subnotatos  continent.  Seriei  b  terminos  ab  earundem  verticalium 
terminis  subnotatis  detrahendo  eruuntur  differentiae 

2,    21,    59,    33,    21,    10,    82,     11,    19,     11, 
quarum  2  est  minima,  unde  seriem  b  qnantitate  2  augeo.      Seriei  c  termini  ab 
earundem  verticalium  terminis  subnotatis  differunt  quantitatibus 

13,    52,    54,    21,    62,    84,    78,    22,    20,    22, 
quarum  cum  13  minima  sit,  seriem  c  quaiititate  13  augeo.     Simili  i-atione  series 
e,  f,  i,  k  respective  quantitatibus    11.  9,  2,  4   angendo  quadratum  (B)  deduco, 
cuius  originem  designo  per  symbolum; 

(B)    («,  Ö+2,  c-i-n,  d,  ,;  +  ll,  /-4-y,  ^,  h,  i+%  t+4) 
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In  quadrato  (ß)  sex  nee  plura  assignari  possunt  maxinia  ti'ansversalia ; 
series  verticales,  in  quibus  posita  sunt,  supraseripta  V,  reliquas  suprascripta  F', 
ipsa  maxima  asteriscis  noto,  Si  in  aliqua  verticalium  V  terminas  subnotatus 
reperitur,  eundem  asteriseo  noto.  Seriebus  horizontalibus  a,  d,  g,  in  quibus  bina 
plurave  maxima  stellata  reperiuntur,  classis  I  immerum  pi-aefigo.  In  septem 
verticalibus,  ad  quas  maxima  illa  pertinent,  nullas  alius  terminus  subiiotatus 
reperitur,  unde  a  seriebus  a,  d,  g  ad  aliam  seriem  transitus  non  datur,  ideoque 
solae  a,  d,  g  primam  classem  constituunt.  Series  c,  /,  ^,  k,  quippe  in  quibus 
omnino  nuUus  reperitur  terminus  stellatus,  ad  classem  III  pertinent.  Porro  ad 
series  f  et  k  ah  e,  ad  series  c  et  *'  a  Ä  transitus  datur,  unde  etiam  series  b  et 
e  ad  tertiam  classem  pertinent.  Scilicet  ex  definitione  supra  Stabilita  colligitur, 
ad  seriem  horizontalem  s  ab  alia  5,  transitum  dari,  si  in  s  sit  terminus  sub- 
notatus  non  stellatus  atque  in  eadem  vei-ticali  terminus  stellatus  ad  seriem 
horizontalem  s^  pertinens.  Cum  series  a,  d,  g  ad  primam,  series  6,  c,  e,  f, 
%  k  ad  tertiam  classem  pertineant,  restat  series  h,  quae  secundam  classem  con- 
stituit.  lam  in  unaquaque  serie  verticali,  in  qua  maximum  stellatum  inest  ad 
seriem  primae  aut  secundae  classis  pertinens,  sumatur  terminus  serierum  tertiae 
classis  prQxijme  minor,   atque   infra  seriem  verticalem  notetur  utriusquc  termini 
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differentia.     Quarum  differentlarum 

53—34  =  19,    61  —  34  =  27,    37—29  =  8,    83—64  =  19, 
91—83  =  8,      91—32  =  59,     34—30  =  4,    99—90  =  9 

sumatur  minima  4;  series  tertiae  classis  omnes  quantitate  4  augendo  deducitur 

proximum  quadratum  (C).     Quod  quadratura  per  symbolnm 

(C)     (a,  6+6,  c+n,  d,  «+15,  /+13,  g,  /*,,  /+6,  A+8) 

denotari  potest. 
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In  quädrato  (C)  videmos,  Septem  maxima  transversalia  i'eperiri,  novum- 
que  in  serie  /  accessisse  terminum  stellatum;  ipsa  /  ad  classem  secundam 
a  tertia  transit.  Subscribo  quantitates,  quibus  in  quädrato  (C)  termini  stellati 
serierum  primae  et  secnndae  classis  terminos  proxime  minores  ad  tertiam 
classem  et  eandem  verticalem  pertinentes  superant.  Quarum  quantitatum  cum 
minima  sit  4,  series  classis  III  omnes  eodem  numero  4  augendo  formo  qua^ 
dratum 

(ß)    (a,  Ä+10,  c+2\,d,  Ö+19,  /■+13,  g,  h,  *+10,  /t+12). 


111   quo  1 


ocfo   maxuTia  trarisve 
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Dispositio  ästeriscorum  secundum  regulas  traditas  in  novo  quadrato  (D) 
paulo  mutari  debet;  quo  facto  series  a,  h,  h  inveniuntur  e  classe  I,  III,  II  ad 
ctaBsem    II ,    II,    III    transmigrasse.      Tennini   stellati    ckssis  I   et   II   terminos 
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classis  III  atque  eai'undem  veTticsliuin  proxime  minores  saperant  numeris  13, 
19,  10,  63,  57,  1,  1;  quoi'iim  minimo  T  omnes  classis  III  series  augendo  de- 
duco  quadratum 

(E)    C«,  6+10,  c+22,  d,  e+20,  f-\-13,  g,  Ä,+l,  r-Hll,  ^+13), 

in  quo  idem  est  maximorum  transvei'salium  numerus. 

Quadrat!  (E)  habitus  a  quadrati  (D)  habitu  non  differt,  nisi  quod  simiil 
tres  classis  II  series  a,  b,  f  ad  elassem  III  transierunt,  Scilicet  ^  et  ß  ad 
classem  III  transeunt,  quia  earum  terminis  steUatis  34  et  99  aequales  evadunt 
serierum  i  et  c  termini  in  iisdem  verticalibus  positi ;  deinde  h  et  ipsa  ad  classem 
III  transit,  cum  eins  termino  stellato  91  aequalis  evadat  terminus  eiusdem  ver- 
ticalis  in  serie  a,  quae  iam  ad  classem  III  transmigravit.  De  qnadrato  (E)  per 
regulae  traditas  deducitur  quadratum 

(i?)     („+9^  6+19,  c+31,  d,  e+29,  f+22,  g,  Ä+IO,  i\2Q,  Ä+22), 
in  quo  novem  maxima  transversalia  insunt. 
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E  quadrato  (F)  deducitur  quadratum 

(G)    («  +  10,  5+20,  c+32,  d,  e+30,  /■+23,  </,  A+10,  «+21,  ^■+23), 
qua  et  ipso  novem  maxinia  transversalia  insunt;  e  ((T)  tandem  provenit  qua- 
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dratum  quaesitum 

(H)    (u-hU,  6+21,  c+33,  d,  e+31,  /'+24,  ff,  A+H,  «"+22,  k+24), 
in  quo  decem  maxima  transversalia  deprehenduntur,  qui  est  ipse  serierum  hori- 
zontalium  aiit  verticalium  numerus. 
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Quadrati  (i?)')  repraesentatio  syraboiica  docet,  esse 
11,  21,  33,  0,  31,  24,  0,  11,  22,  24 
miniraos  niimeros  quadrati  propositi  (-4)  seriebus  addendos,  ut  aliud  nascatur 
quadratum,  in  quo  termini  in  diversis  seriebus  verticalibus  maximi  omnes  ad 
diversas  series  horizontales  pertineant,  neque  ullum  eiusmodi  quadratum  ex  (A) 
deduci  posse  vel  uni  serierum  horizontalium  nutneruin  minorem  addendo  quam 
assignatum. 

Si  numerus  quantitatum,  e  quibus  quadrata  eonflantur,  permagnus  est, 
non  difficile  erit  artificia  comminisci,  quibus  numeros  scribendi  taedium  evitetur, 
quippe  e  quorum  magna  mole  pauci  tantum  ad  unumquodque  novum  qua- 
dratum fbrmandum  poscantur. 


§■  -'. 

Regula  expomtuv  ad  lüveDieüdos  uumeros  minimoa   ^i.  /«,  ...,  C   dato  quocunque 

Mum  nuoierofum  systemate,   aut  datis  tentum  schomatis  quadratici  termiiiis,  qui  post 

iiumeroriim  l^,  h,  ...,  l,„  additionem  m  maxima  transveraalia  praebent. 

Exemplum  r^ulae  adiicitur. 

Sint  rursus  /,  quantitates  positivae  seu  evanescentes,  positoque 


quadratum 


Pi,i'     Pi,2'      ■  ■  ■'     -?1,™' 


P^,v    P«^2'     ■  ■  ■'     P,., 


jta  comparatiim  sit ,  ut  termini  in  diversis  eius  seriebus  verticalibus  maximi 
omnes  ad  diversas  quoqoe  series  horizontales  pertineant,  sive  ut  in  eo  unum 
plurave  maximorum  transversalium  systemata  completa**)  assignari  possint, 
Quorum  unum  quodcunque  asteriscis  distinguendo,  rehqua  vero  singukrum  verti- 
calium  maxima  iis  aequaha  Hneolis  subnotando,    habetur  hoc  criterium  certum, 


*)  signorum    S,,   ■%   etc.    in    tabula    quadrati  (H)  adhibitofum   esplicatio    in    sequenti   paragraplio 
praestabitur. 

•^  i.  e.  ex  m  terminis  composita. 
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quo  cognosci  potest,  sitne  eiusmodi  quadratiim  e  dat'o  (j4),  quod  quantitatibus 
öy.,  formatur,  per  tninimas  quantitates  .positivas  seu  evanescentes  /,-  seriebus 
horizontalibus  additas  derivatuni.  Suiaantur  eniia  series  horizontales,  pro 
quibus  ?i  =  0  seu  quae  ouinlno  eaedem  sunt  atque  in  quadrato  proposito  (Ä). 
Quas  series,  quarum  certe  una  exstare  debet,  per  jSj  designabo.  In  seriebus  S^ 
snmantnr  termini  subnotati  atque  in  horum  verticalibus  termini  stellati,  quorum 
series  horizontales,  quae  non  iam  forte  ad  ipsas  S^  pertinent,  designo  per  S^. 
Kursus  in  seriebus  verticalibus,  ad  quas  serierum  S^  termini  subnotati  pertinent, 
sumantur  termini  stellati,  quorum  series  horizontales  et  a  Sj  et  a  Sg  diversas  per 
S-i  denoto.  St  ea  ratione  pergendo  series  horizontales  omnes  exhauriuntur,  qua- 
dratum  e  quantitatibus  p,^^  formatum  de  quadrato  proposito,  e  qitantitatib'os  a^, 
forinato,  per  minimas  quantitates  positivas  seu  evanescentes  l^  seriebus  eins  kori- 
zontalibus  additas  deductum  est.  Ita  in  exemplo  nostro  omnes  series  horizon- 
tales ad  systemata  jS,,  S^  etc.  suceessive  inventa  sequenti  modo  veferuntnr: 


*\ 

&'., 

■% 

'.  St 

s, 

s. 

d 

b 

i  / 

h 

k 

Unde  eerto  coneludi  potest,  in  exemplo  nostro  ad  eruendam  problematis  pro- 
positi  solutionem  quantitates  seriebus  horizontalibus  addendas  quam  minimas 
adhibitas  esse. 

lisdem  principiis,  quibus  erutum  est  criterium,  sitne  problema  modo 
simplicissimo  sive  per  quantitates  quam  minimas  li  solntum,  etiam  nititur 
methodus,  qua  solutio  simplicissima  de  solutione  quacunquc  deduci  potest. 
Statuendo 

",..+'',  =  5,,.. 
ubi  quantitates  k^  sint  positivae  aut  evanescentes,  formatoque  quadrato  e  quan- 
titatibus q,.,  ad  instar  quadrati  (4)  e  quantitatibus  öj^,  formati,  ponamus,  in  se- 
riebus eins  verticalibus  diversis  assignari  posse  maxima,  quae  omnia  in  diversis 
quoque  seriebus  horizontalibus  posita  sint.  Eiusmodi  maximorum  transversalium 
systema  completum  quodeunque  i^teriscis  noto.  Quantitatum  A,  minima,  quam 
h  vocabo,  de  omnibus  q^^^  detracta,  prodit  quadratum,  cuius  series  horizontales 
una  pluresve  immutatae,  i.  e.  eaedem  sunt  atque  in  quadrato  (j4),  quas  series 
V.  63 
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i'ut'sus  per  S^  denoto.  Deinde  tenninis  praetei-  ipsos  stellatos  in  suis  ver- 
ticalibus  maximis  lineola  subnotatis,  lege  supra  exposita  de  seriebus  S^  suc- 
cessive  serierum  horizontalium  systemata  deducantur  S^,  jS^,  .  .  .,  S^.  Quibiis 
si  omnes  series  horizontales  amplectimur,  solutio  simplicissima  iuventa  est;  sin 
autem  relinquuntur  series  horizontales,  in  quibus  nuUus  datur  terminus  stellatus, 
qui  cum  aliquo  termino  subnotato  serierum  Sj,  jS^»  •  ■  •■>  'S«  in  eadem  verticali 
positus  sit,  de  omnibus  Ulis  seriebus  horizontalibus  detraho  eandem  ■quantitatem 
minimain  h'  taieoi,  ut  aut  earum  terminus  aliquis  stellatus  tennino  alicui  eiusdem 
vertiealis  ad  unain  serierum  S^,  S2,  .  .  .,  S„  pertinenti  aequalis  evadat,  aut  earum 
una  in  seriem  quadrati  (A)  correspondentem  redeat.  Quare  serierum  horizonta- 
lium  ad  complexus  S,,  S2,  .  .  .,  S.^  pertinentium  numerus  maior  faetus  erit  quam 
in  quadi'ato  e  quantitatibus  g^,  —  A  formato.  Eadem  procedendi  ratione,  si  opus 
est,  continuata,  pauciores  paucioresque  series  horizontales  relinqueutur  e  eora- 
plexibus  Ä'i,  S.J,  ...,  So  exclusae,  donec  pei-vematur  ad  quadratum,  in  quo 
serierum  iS\,  S^,  .  ,  .,  S^  systemata , omnes  series  horizontales  amplectuntur. 

Si  quantitatibus  quibuscunque  Aj,  /ij,  .  .  .,  /t„,  ad  series  quadrati  (A)  hori- 
zontales additis  deducitur  quadratum  m  maximis  transversalibus  gaudens, 
summa  terminorum,  qui  eadem  loca  in  quadrato  (-4)  atque  illa  maxima  trans- 
versaha  in  quadrato  derivato  occupant,  inter  omnia  quadrati  (A)  aggregata 
TO  terminorum  transversalium  valore  maximo  gaudet.  TJnde  problema  inaequa- 
litatum, 

dati  quadrati  (A)  e  m-  terminis  fonriati  invenire  m  terniinos  transver- 
sales summa  maxima  gaudentes. 
tot  habebit  solutiones,  quot  in  quadrato  derivato  a^ignari  possunt  maximorum 
transveraalium  systemata.  Quae  systemata  omnia  inveniuntur,  si  quadrati  deri- 
vati  terminos  tantum  conservamus  in  suis  verticalibiis  maximos,  reliquos  omnes 
■nullitati  aequiparamus,  deinde  eorum  terminorum  forraamus  Determinans.  Quippe 
cuiuö  Determinantis  termini  singuli  singulas  problematis  solutiones  suppeditaiit. 
Vice  verea  demonstrari  potest,  unamquamque  problematis  inaequalitatum  ante- 
cedentis  solutionem  suppeditare  quadrati  derivati  systema  maximorum  trans- 
versalium. 

In  exemplo  nostro  e  quadrati  (H')  terminis  subnotatis  formandum  erit 
Det,ermiiians,  reliquis  quadrati  (H)  terminis  nullitati  aequiparatis.  Quod  Deter- 
minans successive  revocari  potest  ad  Determinantia  simpliciora  formata  e  quan- 
titatibus quadratorum 
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Desigiiemiis  enim  quadrati  termiiios  per  serieram  horizontalium  et  verticalium, 
ad  qnas  pertinent,  indicationem ,  quarum  illas  elementis  a,  b,  c  etc.,  has  ele- 
mentis  tt,  ß,  y  etc.  notavl.  In  quadrato  (H')  termini  (d,Y),  (g,ri)  suot  in  suis 
verticalibus  unici  subnotati,  termini  (/,  &'),  (ß,  tf),  (A,  s)  in  suis  seriebus  horizon- 
talibiis  unici  subnotati.  Uiide  Detenninantis  formandi  termini  omiies  liabere 
debent  factorem  communem 

Quo  factorc  reieeto,  reraanet  Detei-minans  e  quantitatibus  quadrati,  (7),  quod 
seriebus  horizontalibus  d,  f,  g,  h,  verticalibus  y,  s,  %  &  reiectis  e  quadrato 
{H)  nascitur.  In  eo  quadrato  terminus  (b,  ß)  in  sua  verticali  iinicus  est  non 
evanescens ,  quo  et  ipso  ut  factore  communi  separate ,  quaerendum  manet 
Determinans  quantitatum  quadrati  (//).  In  quo  quadrato  rursus  termino  (<?,  f), 
in  sua  vei'ticali  unico,  ut  factore  communi  separato,  l'ormandura  manet  quan- 
titatum (7//)  Determinans 


-(., «)(«,  <!)(*,  Oft  »)-ft  «)(t,  Die,  OC«,  ») 

+(.,  o)(i,  *)fe  Oft  »)+ft  «)fe  m,  ofe «) 


Ol- 


Qiiod  cum  quatuor  terminis  constet,  in  quadrato  proposito  (4)  quatuor  haben- 
tur  systemata  maximorum  transversalium  summa  maxima  gaudentiam,  videlicet 

63* 
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{b,  ß)+(cl  y)+ik,  0-HC«,  0+(ff,  r^+if,  ^) 
+  1)  (c,  «)+(.,  d)+(Jc,  0+(^,  «) 
aut  2)  (c,  a)->r{k,  S)^(e,  0+ft  k) 
aut  3)  (»,  ß)-H(A,  d)+(ß,  0-l-(e,  'f) 
aut  4)  (/,  «)+(.,  <J)+C^,  O+C«-,  =<). 
Qui  in  exemplo  iiostro  numeris  expressi  sunt 

32+61+73+91  +  91  +  21  =  369 

+  1)  14+18  +  19  +  88  =  139 

aut  2)  14+25  +  12+88  =  139 

aut  3)  25+25+12+77  =  139 

aut  4>  25+18+19  +  77  =  139, 

linde  teiitiinorum  transversaliam  aggregatum  maximuni  fit  508. 

Vice  versa,  si  undecunqne  cognoscuntur  quadrati  propositi  (/l)  termini 
transveraales  summa  maxima  gaudentes,  sequenti  ratione  e  q^uadrato  proposito 
(A)  per  quantitates  minimas  l^  seriebus  horizontalibus  addendas  derivatur  qua- 
dratum,  in  quo  diversai'um  verticalium  maxima  omnia  in  diversis  quoque  serie- 
bus horizontalibus  iacent, 

Datos  seilicet  terminos  transversales  summa  maxima  gaiidentes  asteriscis 
noto,  et  seriebus  horizontalibus  tales  quantitates  addo,  iit  termini  earum  stellati 
maximia  in  ipsorum  seriebus  verticalibus  aequentur,  Unamqamque  serlem  auctam 
reliquis  seriebus  subscribo  eamque  in  reliquarum  serierum  et  antecedentium  et 
seqiientium  examine  adhibeo.  Qua  in  re  series  horizontales  elementis  a,  b  etc. 
denotatas  Üsdem  elementis  post  augmenta  capta  designo,  atque  terminis  stellatis 
post  augmenta  capta  asteriscos  conservo.  Procedendl  rationem  exemplo  nostro 
sequens  schema  illustrabit.  Dati  supponantur  termini  transversales  summa  maxima- 
gaudentes 

(«,  0,   (S,  ß).    (c,  „),    (,;,  ,),    {,,  i),    (f,  »).    ig,  ,),   CA,  «).   (.;  »),    (t,  0 

91  m  U  Ol  18  21  91  73  88  19. 
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In  verticali  t  terminus  stellatus  ipse  est  maximus,  unde  ab  initio  certe 
series  honzontalis  a  oon  mutatur;  in  verticali  ß  est  maximus  53,  unde  hori- 
zontalis  h  numero  21  augenda  auctaque  eubscribenda  est,  quo  linea  (11)  for- 
matur.  lam  ad  primum  terminum  regressi,  in  serie  f  invenimus  maximum  102, 
unde  a  numero  11  augenda  est,  quod  lineam  (12)  suppeditat.  Ad  teinninum 
(c, «)  progredientes,  in  «invenimus  maximum  46  in  linea  (11)  positum,  unde  c 
numero  32  augenda  est,  quod  lineam  (13)  suppeditat.  Eadem  ratione  series 
d  et  (j  immutatas  relinquo ,    series    e,   f,   h.    i  nuraeris    30,    34,    11,    22    augeo, 
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qiiod  lineas  (14),  (15),  (16),  (17)  siippeditat.  lam  cum  in  linea  (17)  inveniatur 
verticalis  u  teftniiiLis  47,  eiusdein  verticalis  termino  stellato  46  in  linea  (13) 
posito  maior,  lineae  (13)  addo  1,  unde  linea  (18)  formatar.  In  (17)  et  (18)  est 
verticalis  8  terminus  49  eiusdem  verticalis  termino  stellato  in  (14)  posito  niaioi', 
unde  lineaui  (14)  et  ipsam  unitate  angeo,  quod  lineara  (19)  suppeditat.  Denique 
ad  terminum  (i*,  C)  =  19  procedo;  et  cum  verticalis  *  sit  maximum  43  in  (19) 
positum,  seriei  k  addendo  24,  formo  lineam  (20).  Quo  facto  iam  negotium 
transaetum  erit.     Inventae  enim  sunt  series 

"j         &,         c,         d,        e,        /,         </,        h,        ■(,         k, 
lineas  (12),  (11),    (18),     (4),     (19),    (15),     (7),     (16),  (17),    (20). 

formantes,  quarum  stellati  termini  in  ipsorum  verticalibus  maximi  sunt,  quod 
requirebatui".  Quas  series  videmus  constituere  quadratum  (^)  supra  alia  methodo 
inventum. 

Antecedentium  ope  novam  nariciBcimur  solutionem  problematis  supra  pro- 
positi,  si  innotuerint  quantitates  m  quaeeunque,  quae  seriebus  quadrati  (A)  tiori- 
zontalibus  additae  hoc  quadratura  in  aliud  transforment ,  euius  termini  in  di- 
versis  verticalibus  maximi  omnes  ad  diversas  series  horizontales  pertineant,  in- 
venire  illarum  m  quantitatum  valores  minimos  positives  seu  evanescentes.  Nam 
cum  secundum  suppositionem  factam  aliquod  innotescat  quadratum  ex  (J.)  deri- 
Vatum  m  maximis  transversalibus  gaudens,  etiam  in  (A)  innotescunt  m  termini 
transversales  summa  maxima  gaudentee.  Quibus  cognitis,  secundum  regulam 
in  antecedentibus  traditam  facile  per  quantitates  minimas  positivas  addendas  ex 
(j4)  derivatur  quadratum  m,  maximis  transversalibus  gaudens.  Simul  patet,  quo- 
modo,  uno  cognito  systemate  terminorum  quadrati  (A)  transversalium  summa 
maxima  gaudentium,  reliqua  omnia  eystemata  facile  inveniantur.  Nam  uno  illo 
systemate  cognito,  vidimus,  facile  ex  (A)  derivari  quadratum  systemate  m  maxi- 
morum  transversalium  gaudens;  in  quo  si  singularum  verticaliuin  sola  maxima 
conservantur,  reliquis  termlnis  nihilo  aequiparatis,  Determinantis  e  quadrati  quan- 
titatibus  formati  singuli  termini  non  evanescentes  suggerunt  singula  maximorum 
transversalium  systeroata  ideoque  singula  systemata  terminorum  quadrati  (A) 
transversalium  summa  maxima  gaudentium;  amborum  enim  systematum  termini 
in  duobus  quadratis  eadem  loca  occnpant. 
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§.3. 

Solutio  problematis  de  schemate  quadratico  m'  quantiiatiim  ad  systeoia  m  aequationum 

differentialium  appltcatur.    Forma  aut  formae  noi-males,  ad  quas  syatema  propositum  per  reduc- 

tionein  brevissimam  revocari  possit.     Aliae  reductioues  in  foi-mam  uormalem. 

Aequationes  differentiales  propositae 

«1  =  0,  wa  ^  0,  -  -  .,  u,„  =  0. 
ut  per  larevissimam  reductionem  ad  alias  forma  normaU  gaudentes  revoeentui-, 
h,  4t  ■■■iL  vicibus  differentiandae  sunt.  Numeri  l^,  l^,  . .  .j  L  ips'  sunt,  quorum 
in  antecedentibos  tradldi  inventionem.  Qui  cum  omnino  determinati  sint,  etiam 
systema  aequationum  auxiliariam  ad  reductionem  brevissimam  requisitum,  quod 
illis  differentiatioiiibus  nascitur,  omnino  determinatum  erit.  At  plerumque  variae 
sunt  formae  normales,  ad  quas  aequationes  differentiales  propositae  illius  aequa- 
tionum auxiliarium  Systematik  ope  revocari  possunt,  Sit  enim  rursus  a^.,  ordo 
differentialis  variabilis  x^  altissimi,  quod  in  aequatione  u,- =  0  reperitur,  atque 
rursus  quantitates  ff,_^  in  fonnam  quadrati  (A)  disponantur ,  cuius  i™"  seriem 
horizontalem  constituunt  tennini  a,.i,  rt,.^,  .  .  .,  «;^„,,  -^f'"'"  verticalem  termini 
(^j,"'  '^a*'  ■  ■  ■'  ^■'«■'-  Sumatur  in  quadrato  (A)  aliquod  systema  terminorum  trans- 
vcrsaliam  siimma  maxima  gaudentiiim 

aequationes  differentiales  propositae  per  brevissimam  reductionem  ad  has  t'evo- 
cari  possunt  foi-ma  normaii  gaudentes 

w^    -       ^=r   A|,      ,^.,    '      =   Aj,      .   .    .,      X^  '"       ;=  Ji,„, 

ubi  diversarum  variabilium  differentialia  ad  laevam  posita  sunt  altissima,  quae  in 
systemate  reducto  reperiuntur,  a  quibus  functiones  addextram  positae  X„  X^. ...  X„^ 
prorsus  vacuae  supponantur.  Atque  habebuntur  tot  eiusmodi  systeraata  inter 
se  diveraa  aequationum  differentialium ,  ad  quas  aequationes  differentiales  pro- 
positae per  brevissimam  reductionem  revocari  possint,  quot  in  quadrato  (A) 
babentur  systemata  terminorum  transversalium  summa  raaxiraa  gaudentium. 
Oonditis  aequationibus  auxiliaribus  ad  brevissimam  reductionem  adhibendis,  po- 
namus,  variabilis  x^  differentiale  altissimum  sive  in  aequationibus  propositis  u^  =  0, 
Ui^  =  0  etc.  sive  in  aequationibus  auxUiaribus  ex  bis  per  iteratas  differentiationes 
derivatis  reperiri;  in  iis  locis  quadrati,  quae  ad  «'*"'  seriem  verticalem  atque  ad 
!'"'",  if"  etc.  seriem  horizontalem  pertinent,  coUoco  xmitatera  sive  aham  quanti- 
tatem  non  evanescentem,  in  reliquis  autem  a'-^'-'  vertiealis  loculis  colloco  nuliitatem. 
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Quo  facto,  pro  siiiguiis  variabilibus  x._,  terminornm  quadrati  forme  Determinans. 
Cuius  terminus  non  evanescens  si  conflatur  e  quantitatibus  primae,  secundae, 
.  .  .,  m'^  verticalis,  ad  «5"°)  '^a"")  ■  ■  ■>  ^m"  seriem  horizontalem  pertinentis,  dabitur 
forma  normalis,  in  qua  variabilium  Xj,  x^,  ...,  x,„  aitissima  differentialia  re- 
spective  eadem  sunt  atque  in  aequationibus  propositis 

ti,^  =  0,     u^,  =  0,     .  .  .,     M„^^  =  0. 
Cum    ad   alios  Determinantis   terminos   aliue   pertineat  indicum    «,,  «„,  .  ,  .,  «,„ 
ordo,    ea  ratione  e  Determinantis  terminis   non  evanescentibus  sInguHs  singulae 
prodeunt  formae   normales,    ad   quas   aequationes   differentiales  propositae .  per 
brevissimam  reductionem  revocari  possunt. 

Vidimus,  methodum,  qua  per  quantitates  minima«  positivas  seriebus  hori- 
zontalibus  addendas  ex  (4)  deducatur  qiiadratum ,  in  quo  verticalium  maxima 
omnia  in  divei-sis  seriebus  horizontalibus  reperiantur,  magis  expeditam  reddi 
posse,  si  undecunque  cognosceretur  quadrati  (Ä)  systema  m  terminorum  trans- 
versalium  summa  maxima  gaudentium.  Hac  methodo  expeditiore  invenitur, 
quot  vicibus  iteratie  in  reductione  brevissima  singulae  aequationes  propositae  ad 
formandas  aequationes  auxiliares  dÜFerentiandae  sint,  quoties  undecunque  datur 
fbi-ma  allqaa  nonnalis,  ad  quam  aequationes  differentiales  propositae  tali  re- 
ductione revocantur.  Quae  forma  normalis  innotescit,  si  aequationes  differen- 
tiales propositae  ita  comparatae  sunt,  ut  in  aliis  aliarum  variabilium  differentialia 
ad  altissimum  ordinem  ascendant.  Tum  eiiim  illa  diversarum  variabilium  diffe- 
rentialia in  diversis  aequationibus  propositis  aitissima  ipsa  aitissima  erunt  in 
forma  normali,  ad  quam  aequationes  differentiales  propositae  brevissima  reduc- 
tione revocari  possunt.  Namque  iltorum  differentialium  ordinis  in  quadrato 
(A)  constituunt  in  terminorum  transversalium  systema, 

Ut  huius  paragraphi  disquisitiones  exemplo  illustrentur,  ponamus,  dari 
decem  aequationes  differentiales  ll^  =  0,  if^  =  0,  .  .  . ,  «,„  =  0  inter  variabilem 
independentem  t  et  decem  dependentes  x^,  x^,  . .  .,  x^,  atque  numeros  qua^ 
drati  {A)  p.  490  propositi  indicare  ordines  altissimos,  ad  quos  singularum  va- 
riabilium dependentium  differentialia  in  diversis  aequationibus  ascendant,  ita  ut 
ex.  gr.  aitissima  variabilium  x,,  x^,  . .  .,  x,u  differentialia  in  aequatione  2i,  =  0 
occuiTentia  sint 

ic'"'      iJi'"''      ^"'      x^^      J-''^^      vt'"''      x'-^"^       s*^*'      af°^      aP'''' 
Cum  ultimum  quadratum  {H)  ex  proposlto  {A)  deduetum  sit  addendo  seriebus 
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liorizontalibLis  numeros 

11,  21,  33,  0,  31,  24,  0,  11,  22,  24, 
riadiictlo  brevissima  perficitar   per  aequatioiies  auxiliares  formatas  differentiando 
aequationes  propositas 

Mj  =  0,   «g  =  0,    M,  =  0,   W^  =  0,   M,  =  0,   Mg  =  0,    W^  =  0,    Mj^  =  0 

11,  21,  33,  31,  24,  11,  22,  24 

vicibi(S  iteratis,  aequatioiiibus  duabus  u^  =  0,  itj  =  0  omnino  non  ad  formandas 
aequatioiies  auxiliares  advoeatis.  Earumque  aequationum  auxiiiarium  ope  pro- 
positae  per  solas  eliminationes  ad  quatuor  diversas  formas  normales  revocari 
possuiit.  In  quibus  omnibus  inter  altissima  diversarum  variabilium  difFereri- 
tialia,  quae  per  inferiora  ipsasque  variabiles  exprimenda  sunt,  secundam  ea, 
quae  supra  tradidl,  inveniuntur 

äf^'''>      mf-^'l      icl'''      a;'"''      J^^''      a;'*''- 


TO  in  l'orina  iiormali 


prtma, 
secunda. 


quarta:  *f',  4"",  <"',  </' . 
Unde  decem  illarum  aequationum  differentialium  propositarum  integratio  com- 
pleta  508  Constantibus  arbitrariis  afficitur,  qui  numerus  est  summa  ordinum, 
ad  quoB  altissima  diversarum  variabilium  differentialia  in  formis  normalibus 
ascendunt.  Altissima  illa  forraarum  normalium  differentiaiia  omnia  in  ipsis 
aequationibus  differentialibus  propositis  reperiuntur,  neque  vero  in  bis  altissima 
sunt  praeter  xf^\  xf^\  4^". 

Consideremus  reductionem  quaracunque  atque  e  toto  aequationum  diffe- 
rentialium propositarum  et  auxiiiarium  numero  eligamus  m,  quae  ex  singulis 
aequationibus  propositis  per  altissimam  differentiationem  derivatae  sint,  inter 
quas  nonnullae  ex  propositarum  numero  esse  possunt,  si  quae  earum  ad  aequa- 
tiones  auxiliares  per  differentiationes  formandas  omnino  non  in  usum  vocatae 
sunt.  In  unaquaque  earum  m  aequationum  coUigamus  altissimorum  singularum 
variabilium  differentialium  ordines  eosque  more  consueto  in  quadratum  dispo- 
namus:  in  eiusmodi  quadrato  necessario  maxima  diversarum  serierum  verticalium 
omnia  in  diversis  quoque  seriebus  horizontalibus  versantur.  Ex  praeceptis  autem 
supra  traditio  de  eiusmodi  quadrato  redire  licet  ad  aliud  de  proposito  {Ä)  per 
minimos  numeros  positivos  li  deductum.  Unde  eolligitur,  de  aequationum  diffe- 
V.  64 
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rentialium  propositarum  quactiyique  reductione  in  formam  normalem,  deduci  posse 
brevissimam. 

§.  4- 

Reductio  systematis  propositi  ad  unicam  aequationem  differentialem.     Regula 

ad  roductionem  inveniendam  datur  et  excmplo  illustratur.     Forma  elegans,  qua 

regulam  onuntiare  liceat. 

Aequationum  differentialium  systema  in  genere  ad  unicam  aequationein 
differentialem  inter  duas  variabiles  revocari  potest.  Sint  duae  illae  variabiles 
independens  t  et  dependens  x^;  uni  Uli  aequationi  differentiali  inter  t  et  x^ 
intercedenti  iungi  debent  aliae  aequationes,  quibus  reliquae  variabiles  dependentes 
x^,  Xg,  .  .  .,  x,„  ipsae  per  ?,  x,  atque  variabilis  x^  diflferentialia  exprimantur,  quae 
differentialia  non  ascendunt  ad  ordinem  aequationis  diffei-entialis  inter  t  et  a;, 
locum  habentis.  Eiusmodi  forma  normalis  cum  prae  ceteris  ab  Analystis  con- 
siderari  soleat,  indicabo,  quot  vicibus  iteratis  singulae  aequationes  differentiales 
propositae  «i  ^  0,  u^^O,  . . .,  m„,  =  0  differentiandae  sint,  ut  aequationes  diffe- 
rentiales ad  reductionem  illam  necessariae  nascantur. 

Aequationes  differentiales  propositas  !(i  =  0,  u^  =  0,  . .  .,  m,„  =  0  po- 
namus  /;,  l^,  .  .  .,  /,„  vicibus  differentiandas  esse,  ut  aequationes  auxiliares  ad 
reductionem  brevissimam  requisitae  prodeant.  Qui  numeri  ^,  Lj,  . . .,  l„,  quomodo 
inveniantur,  supra  praecepi.  Quadrati  (J.)  seriebus  horizontalibus  addendo  nii- 
meros  l^,  l^,  .  . .,  l„,  alterum  formo  quadratum  (4'),  in  eoque  aüquod  maximorum 
transverealium  systema  completum  asteriscis  distinguo,  reliqua  diversarum  ver- 
tiealium  maxima  lineolis  subnoto.  Si  vai'iabiles  omnes  praeter  independentem 
t  et  dependentem  x.^  eliminandae  sunt,  in  x*"  verticali  quaero  terminum  stellatum, 
qui  sit  in  i"  serie  horizontal! ;  in  %'"  serie  horizontal!  quaero  terminos  subnotatos, 
in  eorum  verticalibus  singulis  singulos  terminos  stellatos,  in  horum  seriebus 
horizontalibus  rursus  terminos  subnotatos,  in  eoriim  verticalibus  rursus  terminos 
stellatos  et  ita  porro.  Qua  in  re  ad  terminos  stellatos  iam  notatos  amplius 
recurrere  non  opus  est,  Gontinuato  negotio,  quantum  fieri  potest,  omnes  series 
horizontales,  ad  quas  ea  procedendi  ratione  pervenitur,  2'"",  a  qua  auspicati 
sumus,  dicam  annexas.  Quas  series  una  cum  ipsa  «'*  omnes  minima  quantitate 
augeo  tali,  ut  eärum  terminus  aliquis  neque  steliatus  neque  snbnotatus  aequalis 
evadat  termino  suae  verticalis  stellato.  Cuius  termini  serie  horizontali  accedente 
ad  series  i'^"  annexas,  rui-sus  ^'*"'  seriem  eique  annexas,  quarum  iam  auctus  est 
numerus,  quantitate  minima  augeo  tali,  ut  earum  terminus  aliquis  neque  Stella- 
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tus  neqiie  subnotatus  aequalis  evadat  termino  suae  verticalis  stellato;  quo  facto, 
serieriiin  {'"^  annexarum  numerus  rui^us  augebitur;  et  sie  harura  serierura  nu- 
tnerum  magis  magisque  augeo,  donec  perveniatur  ad  quadratum  (A"),  cuius  omnes 
series  horizontales  ^'"'  annexae  sunt,  lam  ex  (j4")  quadratum  (A'")  deduco,  au- 
gendo  series  horizontales  eadem  quantitate  tah,  ut  terminus  ad  V"'"  seriem  hori- 
zontalem, jf"""  verticalem  pertinens  fiat  aequaÜB  summae  maximae,  quam  systema 
m  terminorum  transversalium  quadrati  (Ä)  induere  polest.  Numeri,  quibos  qua- 
drati  (^)  series  horizontales  augendae  sunt,  ut  quadratum  (A'"')  efficiatur,  indicant, 
quot  vieibus  singulae  aequationes  differentiales  propositae  differentiandae  sint  ad 
aequationes  eruendas  auxiiiares  necessarias,  ut  per  solas  eliminationes  nascantiir 
aequatio  differentialis  inter  solas  variabiles  i  et  x^  aliaeque  aequationes,  quibus 
reliquae  variabiles  ipsae  per  t,  x^  et  variabilis  x^  differentialia  exprimantur. 

Quadratum  (A')  est  idem,  quod  supi-a  in  exemplo  nostro  per  (H)  designavi. 
Ponamus,  ;?"""  verticalem  esse  seriem  f,  cuius  terminus  stellatus  102  ad  seriem 
horizontalem  a  pertinet,  in  qua  insunt  termini  subnotati  84,  45,  110,  ad  verti- 
eales  e,  S-,  x  pertinentes,  quarum  termini  stellati  ad  series  A,  /",  i  pertinent,  in 
quibus  habentur  termini  subnotati  47  et  49,  ad  verticales  a  et  #  pertinentes 
(45  non  adhibeo,  quippe  cuius  verticalem  iam  in  usum  vocavimus);  in  verti- 
ealibus  «  et  i?  termini  stellati  ad  series  c  et  A  pertinent,  in  qua  posteriore  habe- 
tur terminus  subnotatus  43,  ad  verticalem  i  pertinens,  cuius  terminus  stellatue 
in  e  iacet,  quae  series  nnicum  subnotatum  49  continet,  cuius  verticalis  iam  in 
usum  vocata  est.  Hinc  seriei  a  inventae  sunt  annexae  A,  /",  V,  c,  k,  e.  Series 
a,  h,  f,  i,  c,  k,  e  omnes  unitate  augendo  seriebus  ipsi  a  annexis  accedit  h,  nam 
eo  incremento  seriei  e  vel  k  terminus  52,  ad  verticalem  ß  pertinens,  abit  in  53, 
qui  numerus  aequatur  termino  verticalis  ß  stellato,  qui  ad  horizontalem  b  per- 
tinet.  Kursus  series  a,  h,  f,  i,  c,  k,  e,  h  augeo  nmnero  6,  quo  facto  seriebus 
ipsi  a  annexis  accedit  d;  tandem  series  omnes  praeter  g  augeo  numero  37,  ut 
ipsa  quoque  g  ad  series  ipsi  a  annexas  redeat,  Unde  quadratum  (A"')  ex  (^') 
sive  (H)  efficitur  seriebus 

«,     /t,     /,     i,     c,    k,     e    addendo     44, 
seriei     b  -  43, 

-        d  -  37, 

Serie  g  immutata  manente.  Cum  sit  102-1-44  =  146,  508—146  =  362,  qua- 
drati (j4")  series  horizontales  eodem  numero  362  augendae  sunt,  ut  quadratum 
(/!'")   eruatur.      Quadratum  (A'),   ut  supra,  per  symbolum 

64* 
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,  4+11,  !+22,  4+24) 


(A')    (o+ll,  4+21,  c+33,  d,  «+31,  f+U,  g 
denotando,  pro  quadratis  (4"),  (^"')  nanciscimur; 

(,A")  (o+65,  i+64,  «+77,  <i+37,  «+75,  /+68,  ,.;,  1,+bb,  i+66,  t+68), 
(4'")  (0+417,  S+426,  «+439,  (i+399, «+437, /+430,  j+362, 4+417,  i+428,  i+430). 
ünde  in  exemplo  nostro,  ut  variabiles  paeter  t  ex  x^  omnes  ex  decem  aequa- 
tionibus  difFerentialibus  propositis  eliminentur ,  eae  ad  eruendas  aequationes 
auxiliares  requisites  417,  426,  439,  399,  437,  430,  362,  417,  428,  430  vlcibas 
iteratis  diiferentiandae  sunt. 

Eadem  methodo  eruimus  quadrata  (j4"),  in  quibus  series  horizontales  oinnes 
cuilibet  serierum  a,  h,  c,  .  .  .,  k  annexae   sunt,   addendo  quadrati  (A')  Seriebus 
o,  i,  /,  .-,  c,  t,  «       +44;  *        +43;  d       +37;  g       0, 

b,  o,  i,  /,  •,  o,  t,  «        +44;  d       +37;  ,/       0, 

c,  t,  f,  i,  «        +44;  i,  a,  h       +43;  <i       +37;  g       0, 
rf,  6,  a,  c,  e,  /,  4,  i,  k       +44;  j        0, 

«,  f        +45;  6,  o,  4,  f,  i,  c        +44;  ä       +38;  j        0, 
/       +44;  «,  !,  4,  «        +39;  6,  o,  4        +38;  d       +32;  J        0, 
,'/        +9;  4       +8;  4,  «        +7;  4,  a,  /■,  *,  c        +6;  d       0, 
4        +46;  4,  «       +46;  4,  o,  /,  »,  «        +44;  (i       +38;  g       0, 
i,  «,  4,  /,  e       +44;  4,  o,  *       +43;  d        +37;  g       0, 
4,  «       +45;  4,  o,  i,  /,  i,  «       +44;  <J        +38;  y       0, 
Tertium    et  nonum,    quintnm    et  decimum   quadratum    eadem  ratione  ex    (A') 
prodire  videmus.     Modus,  quo  quadrata  illa  (A")  ex  ipso  proposito  (A)  dedu- 
cantur,  sequentibus  schematis  indicatur: 

S.  (A") 

146  (0+55,  4+64,  «+77,  ii+37,  e+75,  /+68,  g,  4+55,  «+66,  4+68), 
97  (0+55,  4+65,  «+77,  <i+37,  «+75,  /+68,  g,  4+55,  J+66,  4+68), 
91  (0+54,  4+64,  «+77,  <i+37,  «+76,  f+W,  g,  4+54,  i+66,  4+68), 
105     (0+55,  S+66,  «+77,  <i+44,  «+75,  /+68,  g,        4+66,  i+66,  4+68), 

88  («+55,  S+65,  «+77,  rf+38,  «+76,  /+68,  g,        4+55,  i+66,  4+69), 

89  («+49,  4+59,  «+72,  <i+32,  «+70,  /+68,  g,  4+49,  i+61,  4+63), 
100  (0+17,  S+27,  «+39,  i,  «+38,  ^+30,  j+9,  4+19,  i+28,  4+31), 
130  (0+55,  S+66,  «+77,  <i+38,  e+76,  /+68,  j,  4+57,  «+66,  i+69), 
154     («+54,  6+64,  «+77,  <i+37,  «+75,  Z+eS,  g,         4+54,  .'+66,  4+68), 

94     (0+55,  4+65,  «+77,  rJ+38,  e+76,  /+68,  g,         4+56,  «+66,  4+69). 
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In  quadrati  (A')  sive    (//)  seriebiis  liorizontalibus    pnma,   secunda, 
decima  babentur  termini  stellati 


102, 


53, 


pertinentes  ad  verticalem 

aexfam,  secundam,  primara,  tertiam,  nouam,  o 

Quibiis  terminis  addendo 

44,    44,    44,      44,    45, 
prodeant  numeri 

146,    97,    91,     105,    88, 


septimam,  quiulara,  dechnara,  quartan 


100,     130,     154,    94, 


quos  per  S  denotatos  in  margine  posui  iina  cum  variabilibus,  quae  diverais  ver- 
ticaübus  respondent. 

In  quadrato  aliquo  (A")  sit  S  tenninus  stellatus  seriei  horizontalis,  cui 
reliquae  annexae  sunt:  ab  S  ad  quemlibet  alium  terminum  stellatum  potent 
perveniri  per  continuum  transitum  termini  stellati  ad  sublineatum  eiusdem  seriei 
horizontalis,  termini  sublineati  ad  stellatum  eiusdem  veiiiicalis.  Proponamus 
ex.  gr.  quadratum  primmn  supra  exhibitum 

(A")     («+55,  ^+64,  fl+77,  d-hSl,  e+75,  /+68,  ff,  A+55,  *+66,  ^+68) 
sive 


- 

ß 

7 

S 

< 

C 

n 
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a 

— 

96' 

138 
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89 

154 
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91' 

93 

89 
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98' 
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96 

98 

93 

87*' 

f 
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91 

89' 

9 

91» 

h 

128* 

i 

91 

96 

93 

89 

154* 

k 

98 

93-* 

87 

in    quo    solos   terminos  stellatos    et   sublineatos  seu   stellato    eiusdem    verticalis 
aequales    (omissa   lineola)   apposui.      In   eo   quadrato   series   horizontales   omnes 
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a  Serie  a  pendent,   cuius  tenninus   stellatus  est  146.     De    quo  ad   reliqaos  ter- 
minos  stellatos  sie  descenditur: 

146,  154,  93,  96;    146,  154,  91,;    146,  154,  93,  98;    14G,  lö4,  93,  87; 
146,  154,  89;  146,  154,  89,  91,;    146,  128;    146,  154;    146,  154,  93. 

Bini  termini  iuxta  positi  T  ei  U  sunt  stellati  tales,  ut  terminus  iu  serie 
horizontali  ipsius  T,  veiliicali  ipsius  U  positus  sit  ipsi  U  aequalis  sive  sub- 
lineatus,  quae  est  transitus  propositi  lex. 

Si  de  quadrato  (4")  proposito  reicitur  termini  S,  a  quo  proficiscimur, 
series  verticalis  et  alia  quaecunque  horizontalis ,  in  quadrato  remanente  maxi- 
moriim  transversalium  systema  facile  assignatur.  Designemus  per  TU  terminum 
ipsi  Ü  aequalem  in  serie  horizontali  ipsius  T,  verticali  ipsius  ü  positum,  atque 
ponamus,  seriei  horizontalis  reiciendae  terminum  stellatum  esse  S'''';  porro  in 
quadrato  proposito  {A")  ab  S  ad  S''''  secundum  legem  stabilitam  transiri  per 
terminos  stellatos  intermedios  S',  S" ,  . .  .,  S*'''"''.  His  positis,  quadrati  propositi 
(A")  termini  stellati  reliqui  ipsi  erunt  quadrati  remanentis  maxiraa  transversalia ; 
in  locum  autem  ipsorum  S',  S'\  .  .  .,  S'^*  sumendi  sunt  termini 

SS',    S^",     S^'",    .  .  .,     s<^-"s<'\ 
qui  termini  ips^  S',  S",  ...,  S'-'^'  aequales  sunt.     Ex  hac  propositione  coUigitur, 
in  quadratis,  quae,  Serie  termini  S  verticali  et  alia  quacunque  horizontali  reiecta, 
remanent,    eandem  fore  maximorum    transversalium  summam,    vidcUcet   eadem 
quantitate  jS  minorem  quam  in  quadrato  proposito  (A"). 

Consideremus  quadratum  aliquod  (A"),  in  quo  seriei  horizontalis,  cui  re- 
liquae  omnes  annexae  sunt,  terminus  stellatus  pertinet  ad  x""°  verticalem,  quem 
terminum  designabo  per  S,.  Quadratum  illud  (A")  ipsam  est,  quod  formari 
debet,  quoties  variabiles  omnes  praeter  t  et  x^  eliminare  proponitur.  Statuamus 
porro,  quadratum  (.4")  provenire  addendo  quadrati  (A)  seriebus  horizontalibus 
quantitates 

/4'',  '4'',  .  .  .,  h',^\ 
Vocemus  0  ordinem  systematis  aequatioimm  differentialium  propositarum  sive 
summam  maximam  terminomm  transversalium  in  quadrato  (A),  sitque  0 — S^:=P^; 
secundum  praecepta  supra  tradita  ad  formandum  aequationum  auxiliarium  systema, 
cuius  ope  elsminatio  proposita  praestari  possit,  m  aequationum  differentialium 
propositarum  unaquaeque  i*"  erit  P,-i-/4"'  vicibus  iteratis  differentianda,  Cui 
numero  P,  -+-  h/'    significationem   memorabilem   tribuere  licet,      Fit    in   quadrato 
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(A")  summa  maximoram  transversalium ,  quae  est  termlnoram  transversaliiim 
summa  maxima 

Unde,  si  ^t""  seriem  verticalera,  {'™  horizontalem  reicimus,  secundum  pro- 
positioiiem  inventam  in  quadrato  remanente  summa  maxima  terminorum  trans- 
versalium erit 

o_-s,+/4'^+/4"'h — hAi:'  ==  p,-haS"-i-M"'h h/ii:' 

ideoque,  si  de  ipso  quadrato  (A)  reicitur  x'^  serles  verticalis,  ^'"  hoi-izontalis,  in 
quadrato  remanente  summa  maxima  terminorum  transversalium  erit  P^-t-A;''. 
Hinc  problematis  hie  transacti  nacti  sumus  hanc  solutionem: 

Problema. 
Inter  variabilem  independentem  ?  et  m  variabiles  dependentes  x^^,  x^,  . . ..  s,„ 
datae  sint  aequationes  differentiales 

Mj  =  0,  Ma=  0,  .  .  ,,  M,,,  =  0; 
quas  si  ad  unicam  aequationem  differentialem  inter  t  et  x^  revocare  postu- 
iatur,  propositas  aequationes  differentiales  differentiando  novae  formaridae 
sunt  aequationes  auxiüares  eaeque  necessariae,  ut  eanim  beneficio  per  solas 
eliminationes  sine  ullis  ulterioribus  differentiationibus  aequatio  differentialis 
inter  t  et  x^  prodeat:  quaeritur,  quot  vicibus  ad  formandum  illud  aequa- 
tionum  auxiliarum  systema  aequatio  u^=^Q  differentianda  sIt, 

Solutio. 
Formetur  quadratum  m  seriebus  vertieaHbus  totidemque  horizontalibus 
constans;  in  a^  verticali,  a*^  horizontal!  ponatur  ordo  differentiahs  variabilis 
a;„  altlssimi,  quod  in  aequatione  «„  =  0  obvenit.  De  eo  quadrato  reiecta 
^'°  Serie  horizontali,  ;f"  verticali,  in  quadrato  remanente  quaeratur  summa 
maxima  <7,-^,,  quam  eius  assequi  possunt  m — 1  termini,  omnes  in  diversis 
seriebus  horizontalibus  et  in  diversis  verticalibus  positi:  ad  formandum 
aequationum  auxiliarium  systema,  cuius  ope  aequatio  differentiahs  inter  t 
et  x^  nascatur,  aequatio  iii  —  0  iteratis  ff;,,  vicibus  differentianda  est.  Qui 
numerus  quaesitus  ö,-,,  etiam  aequatur  ordini  aequationum  differentialium 
provenientium,  si  de  aequationibns  propositis  reicimus  ipsam  u,  =  0,  ipsam 
autem  variabilem  Xg  pro  eonstante  habemus. 
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